ODE cvi¢né piiklady 2 pHabala 2019

ODR: Cviéné priklady—separabilni rovnice

Pro nasledujici tlohy nejprve najdéte obecné feSeni a diskutujte podminky existence (rozbor dle
moznych hodnot C'). Pokud feSeni existuji na okoli nekoneéna, diskutujte jejich asymptotické chovani
pro z — oco. Nakonec vyfeste zadanou pocateéni (Cauchyho) tlohu.
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Reseni
1. Podminky z rovnice: ¢ # 0.
Stacionérni feseni: a;( ) = 0na (—o0,0) ana (0,00), také 2:(t) = 1 na (—o0,0) ana (0, 00). Separujeme
a integrujeme: f %, parcialni zlomky
f%—fw c—Ldz=Inlz — 1| —In|z|.
Rovnice ln|r 1’ =In|t| + ¢, % +e°t, obvykly trik C = +e€ # 0, tedy 1 — = = C%, obecné feSeni
z(t) = = Ct,t;«é() t# C,splnujex#Oa:c#ldlkyC%Oat#O
Poznamka: Volba C' = 0 d& stacionarni feseni z(t) = 1, ale to z(t) = 0 takto ziskat nejde.
Pocatec¢ni podminky:
a) C = g, tedyma() 730 1 €(0,2);

zz—az -

= 1= /27
b) C=—32 tedy xp(t) = 1+t/4, t € (0, 00);
c) C =3, tedy z.(t) = _1t/2, t € (—00,0);
d)C=- l , tedy zq4(t) = 1+t/3, t € (0, 00);
C=0, tedy staciondrni feseni z.(t) = 1, t € (—00,0);

e) €
f) C nejde, stacionarni feSeni xf(t) =0,t e (0,00);
g) C =2, tedy z4(t) = 125, t € (3,00);

h) xp(t) neexistuje.
2. Podminky z rovnice: y # —1.
Separace: [ yd% = — [42®dz. Stac. fes.: kandidat y(z) = —1 vylouden podminkou.

Integrace: In|y + 1| = —a* + ¢, obvykly trik s C' = +e® # 0, obecné feseni: y(x) = Ce " —1.
Existence: Diky C' # 0 je zajisténo y # —1, tedy = € IR.

Pro z ~ o0 je y(x) — —1.

Po¢. podm.: C' =1, feseni y(z) = e —1,z€R.

3. Podminky z rovnice: y # 0

Separace: f3y2dy = [1dz. Stac. Tes.: neni.

Integrace: y* = x + C, obecné feseni: y(x) = (z + C)'/3.

Existence: y # 0 = z # —C, dva intervaly.

Pro z ~ oo je y(z) ~ z1/3.

Poé. podm.: C = —1, feseni y(z) = (z — 1)'/3, 2 € (1, 00).

4. Podminky z rovnice: nejsou.

Separace: [ eVdy = [ e”dx. Stac. FeS.: neni.

Integrace: e¥ = e” + C, obecné feseni: y(x) = In(e® + C).

Existence: = € IR.

Pro x ~ o0 je y(x) ~ In(e?) = x.

Po¢. podm.: C' = 3, feSeni y(z) = In(e” + 3), =z € R.

5. Podminky z rovnice: ¢ # 0.

Separace: [ 4 = [ 9. Stac. fes.: z(t) =0, t # 0.

Integrace: —1 = —l C, obecné feseni: x(t) = 0 nebo z(t) = —17751—0 =
diky t # 0.

Existence: t # 0, Ct + 1 # 0, to znamend ¢t # —& pro C' # 0.
Protwoojex(t)w—proC’;éO proC—OJex()—t pro stac. fes. je z(t) = 0.

Poé. podm.: C = —1, feseni z(t) = 145, t € (—00,0).

Ctt—',-l’ které splnuje z # 0

6. Podminky z rovnice: x # +2.

Separace: [ djy = igfﬁ. Stac. fes.: y(z) =0, x # +2.

Integrace: substituce w = x2 — 4, In|y| = In |22 — 4| + ¢, obvykly trik s C' = +e® # 0, obecné feseni:
y(z) = 0 nebo y(x) = C(z% — 4), které spliiuje y # 0 diky C # 0 a x # +2. Volba C' = 0 zahrne
stacionarni.

Existence: = # £2.

Pro x ~ oo je y(x) ~ Ca?.

Poé. podm.: C = 2, fefeni y(z) = 2(z% — 4), x € (-2,2).

7. Podminky z rovnice: nejsou.

Separace: [ydy = — [z dz. Stac. Fes.: neni.

Integrace: %y2 = —%xQ + ¢, zvolime C' = 2¢, obecné Feseni: y(x) = +vC — 22
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Existence: C' — 22 > 0, pro C' < 0 to je |x| < C, jinak nem4 smysl.

Poé. podm.: C = 25, feSeni y(x) = —v/25 — 22, x € (—5,5).

8. Podminky z rovnice: z # 0, y # £1.

Separace: [ Qdy f dx. Stac. fes.: Kandidati y(z) = 1 vylouceni podminkou.

Integrace: parmalm zlomky, ln’ y+l ‘ =2In|z|+c = In|z?|+c = In(z?)+c, obvykly trik s C' = 4 # 0,
obecné feseni: y(z) = 85{%, diky C # 0 je zajisténo y # +1.

Existence: = # 0, Cx? — 1 # 0, coz déva omezeni jen pro C' > 0, pak x # :l:%.

Pro z ~ o je y(z) — 1.
Po¢. podm.: C' = 1, feSeni y(z) = v e (0,2).

224

9. Podminky z rovnice: y > 0.
Separace: [ % = [e"dx. Stac. Fes.: kandidat y(z) = 0 vyloufen podminkou.

Integrace: \/y = e* + C, pozor odtud podminka e + C' > 0, obecné Feseni: y(z) = (e* + €)%
Existence: e* + C > 0, pro C < 0 to je z > In(—C), pro C > 0 je x € IR.

Pro x ~ o je y(x) ~ e%*.

Po¢. podm.: y(2) = e* — 4e? + 4, Teseni C = -2, y(z) = (e* — 2)%, z € (In(2), c0).

10. Podminky Z rovnice: nejsou.

— [ 25t Stac. fes.: x(t) =

Separace f T+2 sin(t)+2

Integrace: substituce w = sin(¢)+2, In |z + 2| ]sm( )+ 2|+ ¢, obvykly trik s C' = £e® # 0, obecné
FeSeni: x(t) = —2 nebo z(t) = C(sm( )+2)—2, kde z # —2 diky sin(t) +2# 0 a C # 0. Volba C =0
zahrne i stacionarni.

Existence: t € IR.

Pro x ~ oo se feseni neda zjednodusit. Je omezené.

Po¢. podm.: C' =1, feseni z(t) = sin(t), t € RR.

11. Podminky z rovnice: nejsou.

Separace: [ ‘;—33’ = — [ 223dx. Stac. fes.: y(z) = 0.

Integrace: ﬁ = —12* 4 ¢, trik C = 2¢, obecné fefeni: y(z) = 0 nebo y(z) = :I:\/ﬁ, které spliiuje
y # 0.

Existence: % —C > 0, pro C > 0 pak x € IR, pro C < 0 je |z| > C/4.

Pro x ~ oo je y(z) ~ £-5.

Po¢. podm.: C' = 4, feSeni y(x) = \/ﬁ, z € (V/2,00).

12. Podmmky z rovnice: = # 0, y # 0.

Separace: [ 5 dy = [ 2dx. Stac. ies.: kandidat y(z) = 0 vylou¢en podminkou.

Integrace: substltuce w=-¢eY—1,1nleY — 1] =4In|z| + ¢ = In(z*) + ¢, obvykly trik s C = Fe # 0,
obecné fegeni: y(z) = In(Cz* + 1).

Existence: Cz* +1 > 0, pro C' < 0 to znamena |z| < |C|*/4, pro C > 0 pak = € IR; mame také x # 0;
pfipad y = 0 nenastane diky C' # 0 a = # 0.

Pro C > 0 ma smysl = ~ oo, pak je y(z) ~ 41n(z).

Po¢. podm.: C = 1, feseni y(z) = In(z* + 1), z € (0, c0).

13. Podmmky Z rovnice: nejsou.

Separace: f 9y — [cos(z)dzx. Stac. fes.: y(z) = 0.

1

Integrace: — m —1

= sin(z) + C, obecné FeSeni: y(x) = Y ETeR
Existence: sin(z) + C' # 0, vyznam zavisi na C.
Neni zjevné, zda lze viibec jit © — oo. I kdyby to Slo, y(z) nelze zjednodusit.

Poé. podm.: C' = —2, feseni y(x) = ﬁln(xy z € R.

14. Podmlnky 7z rovnice: nejsou

Separace: y' =1 +y?> = [ 4 Teumy = [1dz. Stac. Tes.: Neex.
Integrace: arctan(y) = z + C, obecné feSeni: y(x) = tan(z + C).
Existence: x # 5 — C + k.

Funkce neexistuje na okoli nekone¢na, nema smysl se ptat na x ~ oc.
Po¢. podm.: C' = 0, feSeni y(z) = tan(z), z € (5, 3").
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15. Podminky z rovnice: x,y # 0.
Separace: [ %y =— 1 %dx. Stac. fes.: kandidat y(x) = 0 vylouc¢en podminkou.

e

Integrace: In|y| = —In|z| +c = ln’ﬂ + ¢, obvykly trik s C' = +e° # 0, obecné feseni: y(x) =
Existence: = # 0, diky C' # 0 nenastane y = 0.
Pro z ~ o je y(z) — 0.

Po¢. podm.: C = 6, feseni y(z) = &

T E (—00,0).

16. Podminky z rovnice: y > 0.

Separace: [ % = [4tdt. Stac. Fes.: y(x) = 0.

Integrace: 2,/y = 2t + ¢, trik C' = %c, tedy /y = t> + C, proto t* + C > 0, obecné feseni: y(z) =0
nebo y(t) = (2 + C)%

Existence: 2+ C >0, pro C > 0to je t € IR, pro C < 0 je |t| > \/@

Pak mtize nastat (12 + C')2 = 0, tedy miize dojit k napojovani obecnych feseni se stacionarnim.

Pro x ~ oo je y(t) ~ t*.

Poé. podm.: C = 1, fefeni y(t) = (t* + 1)2, t € IR. Nedojde k y(t) = 0, proto jednoznac¢nost.
Pozndmka: Napiiklad poc¢atecni podminka y(2) = 1 dava y(t) = (t* — 1), pak prot =1 je y(t) =0 a
je tfeba zkoumat moznost napojeni na stacionarni feSeni. Funkce dana

o 0, t<1;
ﬂ)_{(ﬂ—lﬁ,t21

je spojita a spliiuje rovnici na (—oo,1) a (1,00). V bodé ¢t = 1 maji oba vzorce derivaci nulovou, tedy
funkce f je diferencovatelnd na IR a splituje tam rovnici. Obdobné ukaZeme, Ze se lze na y(t) = 0
napojit v libovolném bodé ¢t = —+/D pomoci funkce (1> — D)?, takze existuje nekoneéné mnoho
maximalnich feSeni spliiujicich podminku y(2) = 1, pro libovolné D > 0 to je

(t2_D)27 t < _\/5;
ft) = 0, —VD<t<1;
(2 -1)2, t>1.

17. Podminky z rovnice: nejsou.

Separace: 2dy = y? —1 = [ y22d_yl = [1dz. Stac. fes.: y(z) = £1.

Integrace: 1n|Z—: = + ¢, obvykly trik s C' = £e® # 0, obecné feseni: y(x) = —1 nebo y(z) = 1 nebo
y(x) = %*_‘82“ coz diky C # 0 spliiuje y # £1. Volba C' = 0 zahrne y(z) =
Existence: 1 — C'e” # 0, pro C < 0 dava = € IR, pro C > 0 dava x # In(1/C') neboli x # —In(C).
Pro z ~ oo je y(z) — —1. )

Po¢. podm.: C' = 2, fefeni y(z) = 2%, z € (—In(2), 00).

18. Podminky z rovnice: y # 1, z # 0.

Separace: [ % = % dz. Stac. fes.: kandidat y(z) = 1 vyloucen podminkou.

Integrace: In |y—1| = 31n |z|+c = In |23|+¢, obvykly trik s C' = 4e° # 0, obecné feseni: y(z) = 1+Ca3,
nenastane y = 1 diky C'# 0 a x # 0.

Pro z ~ oo je y(z) ~ C3.

Po¢. podm.: C = 1, feseni y(z) = 1 + 23, z € (0, 00).

19. Podminky z rovnice: x # 0, y # 1.

Separace: [ degy = — [ 1 dx. Stac. Fes.: y(x) = 0, kandidat y(z) = 1 vylou¢en podminkou.
Integrace: parcidlni zlomky, ln|y—;1’ =—Inz|+c= ln’%‘ + ¢, obvykly trik s C' = +e€ #£ 0, obecné

x

feSeni: y(x) = 0 nebo y(x) = ﬁ = 5, nenastane y = 0 diky = # 0.

Existence: z # 0, z — C # 0; diky C' # 0 nenastane y = 1.

Pro z ~ o0 je y(x) — 1.

Po¢. podm.: C' = —4, fefeni y(r) = %4, v € (0,4).

20. Podminky z rovnice: x > 0.

Separace: f‘;—é’ = f% Stac. fes.: y(z) = 0.

Integrace: —% = /x + C, obecné feSeni: y(z) = 0 nebo y(z) = \/E%C’ kde y # 0. Stacionarni nelze
zahrnout volbou C.
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Existence: >0, vz +C > 0 coz pro C >0d4a x >0, pro C <0 d4 = # C2.
Proxwoojey(x)w\_/—% ay(x) — 0.

Po¢. podm.: C' = —2, feSeni y(x) = ﬁ, x € (4,00).

21. Podminky z rovnice: y # —1, x # k.

Separace: [ y‘% = Z?rf((i)) dx. Stac. fes.: kandidat y(x) = —1 vylouden podminkou.

Integrace: substituce w = sin(z), In|y + 1| = In|sin(z)| + ¢, obvykly trik s C' = +e® # 0, obecné
feSeni: y(x) = C'sin(x) — 1, spliuje y # —1 diky C # 0 a k # k.
Existence: z # k.

Reseni neexistuje na okoli nekone¢na, nema smysl se ptat na x ~ oo.
Po¢. podm.: C' = 2, feseni y(z) = 2sin(z) — 1, x € (0, 7).

22. Podminky z rovnice: t # 0.

Separace: [e®dr = [ %. Stac. fes.: Neni.

Integrace: e” = In(t) + C, obecné feseni: x(t) = In(In(t) + C).
Existence: ¢ > 0, In(t) + C > 0 neboli t > e~ C.

Pro t ~ o0 je x(t) ~ In(In(t)).

Po¢. podm.: C' = 1, feSen{ z(t) = In(In(t) + 1), z € (1,00).

23. Podminky z rovnice: x # +1.

Separace: [ 1?22 = [ 12, Stac. fed.: y(z) = £1.

Integrace: parcidlni zlomky;, ln’z—j& = ln‘i;ﬂ + ¢, obvykly trik s C = +e® # 0, obecné feSeni:
y(z) = —1 nebo y(z) = 1 nebo y(z) = %, kde y # +1 diky C' # 0 a x # +1. Volba C =0
zahrne y(x) = —1, druhé stacionarni feseni zahrnout nelze.

Existence: = # £1, dale C(x + 1) — (z — 1) # 0 neboli x # % pro C # 1 jinak nic nevynucuje.
Pro x ~ o0 je y(x) ~ % pokud C # 1 jinak y(z) = z.
Po¢. podm.: C =1, feSeni y(z) = z, z € (—1,1).



