Piiklady na M6C - pravdépodobnost
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Necht X je ndhodné veli¢ina s hustotou f(z) = { .
0, jinde.

a) Najdi E[X] a E[X?].

b) Najdi varianci Var(X).

¢) Najdi kvantil 29 9. Nemusis$ najit xg 9 pfesné, staci jej zadat néjakou algebraickou rovnici.

RN 32, € (0,2);
Necht X je ndhodnd veli¢ina s hustotou f(x) = .
0, jinde.

X2,
a) Najdi hustotu pro Y.
b) Najdi stfedni hodnotu E[Y].

Definujeme nahodnou veli¢inu Y =

Nahodné veli¢iny X, Y jsou ddny sdruzenou hustotou fxy = %z + %y pro z,y € [0,1].
a) Najdi marginalni{ hustoty fx, fy. Jsou X,Y nezdvislé?

b) Najdi F[X] a E[Y], ox a oy.

¢) Najdi Cov(X,Y) and oxy.

d) Necht U = %Y, V= % Najdi sdruzenou hustotu f v .

i PRI Coa o o (21 oy
Dvourozmérna normdlni ndhodnd veli¢ina (X1, X2) je ddna kovarianéni matici (1 1)@ stfednimi

hodnotami f; 2 = 0. Najdi sdruzenou hustotu fx, x,.

Necht hustota f nahodné veli¢iny X je soumérna podle bodu 0. Dokaz, ze pro kvantil xz a libovolné
a € [%, 1] mdme z_, = —Z1_q.

Necht X7, X5, X3 jsou nezavislé normalni veli¢iny s parametry y=0a o > 0.
a) Popis veli¢inu Z = X? + X2 + X2 (porovnat s néjakou zndmou, dét j{ jméno).
b) Najdi hustotu Z.

Vime, ze charakteristickd funkce ndhodné veliciny Z = N(0,1) je 9(t) = e=t*/2. Necht X je normaln{
nahodnd veli¢ina s parametry p =0 a o > 0.

a) Najdi charakteristickou funkci veli¢iny X.

b) Najdi hodnotu E[X?].

Vime, Ze charakteristickd funkce ndhodné veliciny Z = N(u,0?) je ¥(t) = eint=t*e*/2 " Necht X je
N(2,5%), Y je N(3,32%). Uréi (a dokaz svou odpovéd) jaké rozdéleni m4 veli¢ina X + Y.

Piiklady na M6C - odhady

Vyska odvedencu je normalni ndhodnd veli¢ina s parametry pu = 175, ¢ = 10. Nejvyssich 15% jde do
hradni stréaze. Jaka vyska je hranici pro vstup do stréze?

Délka vyrobenych parkl je norméalni ndhodnd veli¢ina s parametry p = 20, 0 = 1. Nejmensich 10% jde
zpatky do mlynku. Jaka délka je hranici pro vytazeni?

Pocet holubti na Staroméku v jednotlivé letni dny je ndhodna velicina X s nezndmym rozdélenim. Dlou-
hodobym méfenim odhadujeme, ze pux = 150 a ox < 20.

a) jakymi vybérovymi statistikami jsme asi odhadli px a ox?

b) Odhadni pravdépodobnost, Ze jich zitra napoé¢itdme alespon 200.

¢) Odhadni pravdépodobnost, ze kdy?z je zitra spo¢itdme, dostaneme &islo lisici se od 150 o vic nez 40.
d) Pro které ¢islo a muzeme se spolehlivosti 90% prohlésit, ze jich tam zitra bude v rozmez{ 150 + a?

Zjistujeme, kolik procent lidi nosi bryle, proto sledujeme alternativni ndhodnou veli¢inu X s parametrem
p. Hleddme prumér p = px a vime, ze ox < % (je to alternujici n.v.).

Opakovanym méfenim dostaneme vybérovy primér Xsoo. Jaka je pravdépodobnost, ze | X 500—px| < 1—10?
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Najdi né&jaky dolni odhad (chceme co nejvétsi spolehlivost, Ze | X500 dé skoro px—s chybou 11—0)
X je Poissonova ndhodn4 veli¢ina. Jakou vybérovou statistikou bys odhadl parametry px a 0% a pro¢?
X je norméaln{ ndhodna veli¢ina. Jakou vybérovou statistikou bys odhadl parametry ux a 0% a pro¢?

Necht X je normdlni ndhodna veli¢ina s rozdélenim N(3,02). Definujeme ndhodnou velicinu ¥ =
(X +1)%

a) Najdi E[Y].

b) Naméffme pro Y hodnoty 17.25, 15.75, 20.50, 19.75, 18.00. Odhadni hodnotu parametru o metodou
momentu.

Necht X je normaln{ ndhodnd veli¢ina s rozdélenim N(0,0?). Definujeme ndhodnou velicinu Y = X2.
Naméiime hodnoty 4, 1, 0, 2.25, 0.25. Odhadni hodnotu parametru ¢ metodou momentu.

Ndhodnd velicina X m4 rozdéleni P(X = 0) = p, P(X = 1) = 2p, P(X = 2) = 1 — 3p. Mdame-li
naméfeny hodnoty 1, 0, 2, 2, 1, 0, 2, 1, 2, 2, odhadni hodnotu parametru p metodou momentu.

Nahodn4 velicina X m4 rozdéleni P(X =0) =p, P(X = 1) = 2p, P(X = 2) = 1—3p. Médme-li naméfeny
hodnoty 1, 0, 2, 2, 1, 0, 2, 1, 2, 2, odhadni hodnotu parametru p metodou maximalni vérohodnosti.

Nahodn4d veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A. Méme-li naméfeny hodnoty 1, 0, 2, 2, 1,
odhadni hodnotu parametru & metodou momenti.

Nédhodn4 veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni s neznamym parametrem \. Definujeme Y = X + a, kde
a je konstanta.

a) Najdi E[Y?].

b) Médme-li naméfeny hodnoty 3,3,1,5, odhadni hodnoty parametru ¢ a A metodou moment.

Necht X je normalni ndhodn4 veli¢ina s nezndmymi parametry p, o2 > 0. Necht Y = 1 + 2X. Méfen{
pro Y dalo 1,3,2,5,4. Odhadni hodnoty parametri mu a ¢ metodou momentu.

(k+1)z* x€(0,1);

Nahodn4 velicina X m4& rozdéleni f(z) = { 0 tind
, jinde.

a) Najdi E[X].
b) Méme-li naméfeny hodnoty 0.3, 0.7, 0.8, 0.8, 0.9, odhadni hodnotu parametru k¥ metodou momentu.
(k+1)z%, x¢€(0,k);

Nahodnd velicina X m4 rozdéleni f(z) = { -
0, jinde.

a) Najdi kvantil zg 7.

b) Méme-li naméfeny hodnoty 0.3, 0.7, 0.8, 0.8, 0.9, odhadni hodnotu parametru k£ metodou maximéaln{

vérohodnosti.

k
r 2 e(0,2);

kde parametr je k > —1.
0, jinde,

Néhodné velicina X mé rozdéleni f(z) = {

a) Najdi E[X].
b) Mdme-li naméfeny hodnoty 1,0,2,2,1, odhadni hodnotu parametru k¥ metodou momentu.

k
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kde parametr je k > —1.
0, jinde,

Nghodn4 veli¢ina X m4& rozdéleni f(z) = {

a) Najdi E[X?].
b) Méme-li naméfeny hodnoty 1,0,2,2,2, odhadni hodnotu parametru k¥ metodou momenti za pouziti
Césti a).

Odvod teoreticky oboustranny intervalovy odhad (s vérohodnosti 1 — «, tj. hranici vyznamnosti «) pro
parametr p normélni nahodné veli¢iny X.



Odvod teoreticky horn{ intervalovy odhad (s vérohodnosti 1 —a, tj. hranici vyznamnosti «) pro parametr
o normalni ndhodné velic¢iny X.

Piiklady na M6C - vybérové statistiky

Necht X je normélni ndhodnd veli¢ina.
a) Jak popiSeme rozdéleni veli¢iny S2?

L e s X, o
b) Jaké je rozdéleni veli¢iny WETTh

¢) Kolik je kvantil Xgoo,o_gs?

Meéfena velicina X mé normalni rozdéleni s neznadmymi parametry u, o. Najdi oboustranny odhad pro
1 s vérohodnosti 99% (tj. hladina vyznamnosti 1%), pokud:

a) naméiime a pak dostaneme X9 = 5, 5%, = 15.

b) naméifme a pak dostaneme X901 = 5, 57y, = 15.

Méfend velicina X méa normalni rozdéleni s parametrem o = 5.
a) Najdi horni odhad pro p s vérohodnosti 90% (tj. hladina vyznamnosti 10%).
b) Kolik pokusti musime provést, aby nas odhad parametru y mél s vérohodnosti 90% chybu nejvyse 157

Meéfend velicina X mé normalni rozdéleni s neznamymi parametry u, o. Najdi oboustranny odhad pro
u s vérohodnost{ 90% (tj. hladina vyznamnosti 10%), pokud

a) jsme namérili 8,8,10,8,7,8,9,8,6,8,

b) méfeni dalo X501 = 8, SZ; = 2.

V ohromném podniku si ndhodné vybereme 10 lidi a z nich 6 jsou muzi. Muzeme fict s vérohodnosti
95% (tj. hladina vyznamnosti 5%), Ze vétsina zaméstnancu jsou muzi?

V ohromném podniku si ndhodné vybereme 10 lid{ a z nich 6 jsou muzi. S jakou vérohodnosti muzeme
fict, ze vétSina zaméstnancu jsou muzi?

Meéfend velicina X mé normdlni rozdéleni s nezndmymi parametry p, o, my se snazime naméfit pu.
Ocekdvame-li o < 10, kolik méfeni musime provést, aby s vérohodnosti 95% (tj. hladina vyznamnosti
5%) nepievysila chyba méfeni hodnotu 57

Meéfena velicina X ma normélni rozdéleni s parametry u = 100, o = 5.

Rozhodneme se k odhadu o2 pouzit S%. Pro jaké &islo r mizeme s vérohodnosti 95% (tj. hladina
vyznamnosti 5%) otekévat, ze S3, < r2?

a) Spocitej to pro N = 11.

b) Spocitej to pro N = 501.

Meéfend velicina X mé normalni rozdéleni s neznamymi parametry p, o. Najdi horni odhad pro o s
vérohodnost{ 95% (tj. hladina vyznamnosti 5%), pokud

a) méfeni d4 8,8,10,8,7,8,9,8,6,8,

b) méfeni da Yg(n =81a 52201 = 2.

Necht' X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(u,4).
a) Odhadnéte pravdépodobnost, ze odchylka X, od 1 bude mensi nez 0.1. Pocitejte nejprve obecné, pak
pro n = 100.
b) Necht p = 0. Najdi pravdépodobnost, ze
(X0, S2) €< 0,1 > x(0, 25X 1 05)

Pocitej nejprve obecné, pak pro n = 100.

Odvod teoreticky oboustranny intervalovy odhad (s vérohodnosti 1 — «, tj. hranici vyznamnosti «) pro
parametr p normélni ndhodné veli¢iny X.



Odvod teoreticky horn{ intervalovy odhad (s vérohodnosti 1 —a, tj. hranici vyznamnosti «) pro parametr
o normalni ndhodné velic¢iny X.

Piiklady na M6C - hypotézy

Meéftend velicina X ma normalni rozdéleni s nezndmymi parametry p, o. Naméfili jsme 4,6,7,5,5,8,5,6,6,8.
Muzeme s vérohodnosti 99% (tj. hladina vyznamnosti 1%) vyvrédtit hypotézu u = 7 ve prospéch alter-
nativy p # 77

Meéfend velicina X ma normadlni rozdéleni s nezndmymi parametry p, o. Najdi testovaci vybérovou
statistiku 7" a hodnotu c tak, abychom v ptipadé T' > ¢ vylou¢ili hypotézu p = 10 ve prospéch alternativy
p > 10 s vérohodnost{ 95% (tj. hladina vyznamnosti 5%).

a) Svij postup teoreticky odavodni.

b) Uréi spravné konstanty pro piipad n = 11.

¢) Uréi spravné konstanty pro ptipad n = 900.

Meéfena velicina X ma normadlni rozdéleni s nezndmymi parametry p, o. Najdi testovaci vybérovou
statistiku 7" a hodnotu c tak, abychom v ptipadé T < ¢ vyloucili hypotézu o = 5 ve prospéch alternativy
o < 5 s vérohodnosti 95% (tj. hladina vyznamnosti 5%).

a) Svij postup teoreticky odavodni.

b) Uréi spréavné konstanty pro piipad n = 11.

¢) Uréi spravné konstanty pro piipad n = 201.

Meéfené veliciny X, Y maji normélni rozdéleni s nezndmymi parametry px a gy . Naméfili jsme nezavislé
hodnoty (X1,Y1),...,(Xn,Ys). Najdi testovaci vybérovou statistiku 7' a hodnotu ¢ tak, abychom v
piipadé |T'| > ¢ vylouéili hypotézu px = py ve prospéch alternativy px # py s vérohodnosti 90% (tj.
hladina vyznamnosti 10%).

a) Svij postup teoreticky odavodni.

b) Uré¢i spréavné konstanty pro piipad n = 11.

¢) Uréi spravné konstanty pro pfipad n = 201.

Meéfené nezavislé veliciny X, Y maji normdalni rozdéleni s nezndmymi parametry pux, ox a py, oy.
Naméfili jsme hodnoty Xi,...,X,, a Y1,...,Y,. Pfedpokladej, ze ox = oy = o. Najdi testovaci
vybérovou statistiku 7 a hodnotu ¢ tak, abychom v pfipadé |T'| > ¢ vylou¢ili hypotézu px = py ve
prospéch alternativy px # py s vérohodnosti 90% (tj. hladina vyznamnosti 10%).

Meéfené veliciny X, Y maji normélni rozdéleni s nezndmymi parametry px, ox a py, oy. Popis postup
pii testovan{ hypotézy ox = oy oproti alternativé ox # oy se zadanou vérohodnosti 95% (tj. hladina
vyznamnosti 5%).

Piiklady na M6C - stochastické procesy

Komplexni ndhodna veli¢ina Z = X + jY ma& kovarianéni matici <_41 11) pro X aY.

a) Najdi Cov(Z,2Z7).
b) Najdi Cov(2Z, Z).

Komplexni ndhodna veli¢ina Z = X + jY ma& kovarianéni matici <11 _41) pro X aY.

a) Najdi Cov(Z,2Z).
b) Najdi Cov(2Z, Z).

Necht {X,,}52 __ je stacionarn{ proces, X,, navzijem nezdvislé. Mdme E[X,,] = 1 a Var(X,,) = o2 > 0.

n=
Definujeme klouzavy prumér
Xn—2 + 2Xn

Y, =
3



a) Najdi R(n,m) pro {Y,}.

b) Je {Y,} stacionarni? Jaké je pak R(k)?
¢) Je {Y,,} ergodicky?

Odpovédi zdavodni!

Necht {X,}°° _ __ je staciondrn{ proces, X,, navzdjem nezavislé. Méme E[X,,] = y a Var(X,,) = 02 > 0.

Definujeme klouzavy prumér
Xpn—2+2X,-1+ X,

4

Y, =

Vime z teorie, ze {Y,,} je ergodicky.
a) M4 {Y,,} spektralni hustotu?

b) Pokud ano, najdi f(\).
Odpoveédi zduvodni!

Necht {X,,}°° _ __ je staciondrni proces, X,, navzdjem nezavislé. Méame E[X,,] = p a Var(X,,) = o2 > 0.
Definujeme klouzavy prumeér
Xn—l + 2Xn

Y, =
3

Vime z teorie, ze {Y,,} je ergodicky.
a) Najdi R(k).

b) M4 {Y,,} spektraln{ hustotu?

c¢) Pokud ano, najdi f(A).
Odpoveédi zduvodni!

Necht' R(t) je kovarianéni funkce staciondrniho procesu {X,,}. Dokazte, ze R(—t) = R(¢).

Necht' stacionarni proces {X,,} ma kovarianéni funkci R(n) = 2e~2"l cos(nr) pro n celé.
a) Je tento proces ergodicky?

b) M4 spektralni hustotu?

¢) Pokud ano, najdi f()).

Odpovédi zdavodni!

Necht staciondrni proces {X;} méa kovariancni funkei R(t) = 2e~2!l sin(t) pro t € IR.
a) Je tento proces ergodicky?

b) M4 spektralni hustotu?

¢) Pokud ano, najdi f(}).

Odpovédi zduvodni!

Pozndmka: pfi feseni snad pomuze |sin(t)| < 1.

Necht’ stacionarnf proces {X,,} ma kovarianéni funkci R(n) = e=2/"! pro n celé.
a) Je tento proces ergodicky?

b) M4 spektrélni hustotu?

c) Pokud ano, najdi f(A).

Odpoveédi zduvodni!

Necht’ stacionarni proces {X;} ma kovarianéni funkei R(t) = e~2 pro t € IR.
a) Je tento proces ergodicky?

b) M4 spektraln{ hustotu?

¢) Pokud ano, najdi f()).

Odpovédi zdavodni!

Necht' X je ndhodnd veli¢ina s parametry ux = 0, ox > 0. Definujeme stochasticky proces
Y,, = cos(nm)X pro n celé.

a) Najdi R(n,m).
b) Je {Y,} stacionarni? Jaké je pak R(k)?



c) Je {Y,,} ergodicky?

Odpovédi zduvodni!

Pozndmka: kolik je cos(nm)?

Necht X je ndhodnd veli¢ina s parametry pux = 0, ox > 0. Definujeme stochasticky proces
Y, = (-1)"X pro n celé.

a) Najdi R(n,m).

b) Je {Y,} stacionarni? Jaké je pak R(k)?

c) Je {Y,} ergodicky?

Odpovédi zduvodni!

Méme redlny gaussovsky proces {X,} s u = 0, vime ze R(n) — 0. Naméfili jsme postupné hodnoty
5,0,1,-7,3,-2,0,-3,1,-1,0,2,1. Odhadni R(3).

Kdy je ndhodny proces stacionarni?

Kdy je staciondrni ndhodny proces {X,,} ergodicky?
Chci bud definici nebo ekvivalentni podminku. Za podminku postacujici je pulka bodi.

Co je to obalka ndhodného procesu X,,7
Piiklady na M6C - PDE
Napi$ rovnici vinéni.
Napis Laplaceovu rovnici.
Napi§ Helmholtzovu rovnici.
Formuluyj vnitini okrajovou tlohu (Dirichletova tdloha).
Formuluj vnéjsi okrajovou ulohu.

Kolik feseni mé vnitini okrajova tloha?



