ANALYZA VE VICE PROMENNYCH

PETR HAJEK

Tento text je osnovou jednosemestralni prednésky analyzy vice proménnych, které pokryva diferencialni a integralni
pocet, a kratkého tuvodu do funkénich fad. Pfedpoklada se znalost zaklada analyzy jedné proménné a zékladi linearni
algebry. Pfedpokladany rozsah je 26-30 piednasek (90 min),

Cilem prednagky je seznamit studenta s hlavnimi pojmy a metodami této oblasti, s dirazem na porozumeéni jejich
geometrickému vyznamu, pii souasném udrZeni matematické pfesnosti na piijatelné trovni pro pouziti v bé&znych
aplikacich.

Text byl sestaven na zakladé dvojice skript Hamhalter-TiSer, s nékterymi modifikacemi.

1. Uvop

Opakovani nékterych zakladnich pojmu a vlastnosti-zejména realna Cisla, realné funkce a derivace z konceptualniho
hlediska.

V tomto kurzu vychézime z intuitivni predstavy o redlnych ¢&islech, jejichz modelem je realna osa IR s operacemi
+, X a usporadanim <. Realn4 ¢isla lze vybudovat vychazeje z racionélnich ¢isel s pouZzitim principu (axiomu) tplnosti.
Tento princip hraje hlavni roli pfi budovéni a aplikacich analyzy. Opakovani pojmu z predchézejiciho kurzu MAT1:

Nekoneéna posloupnost (resp. fada) a jeji limita, konvergence, spojitost funkce jedné realné proménné, derivace,
lokalni a absolutni extrém, uréity a neurcity integral, maxA, minA, supA, infA.

Definice 1.1. (Princip dplnosti)
Kazdd shora omezend podmnoZina A C IR md supremum supA € IR.

Tento princip lze ekvivalentné formulovat také nasledujicim zptsobem, ktery umoziuje vytvaret nové objekty v
analyze pomoci limitniho procesu.

Definice 1.2. (Princip dplnosti-alternationi formulace)
Kazdd omezend posloupnost {zi}72, v IR md konvergentni podposloupnost {xy, }52;, lim, o zx, = = € R.

Jednim z dusledka tplnosti realnych &isel je existence FeSeni rovnic pro spojité funkce.

Vé&ta 1.3. (Nabyvdni mezihodnot)
Necht f je spojitd [a,b], f(a) < C < f(b). Potom existuje ¢ € (a,b) takové, Ze f(c) = C.

Diikaz. Poloz ¢ = sup{z, f(z) < 0}. O

Priklad: funkce f : Q — Q, f(x) = 2? nenabyva mezihodnot (nap¥. 2). Podobng, f(x) = 2% — 2 nenabyva svého
minima.

Véta 1.4. (Véta o existenci extrému,)
Necht f je spojitd na [a,b]. Potom existuje ¢ € [a,b] takové, Ze f(c) = max{f(x):z € [a,b]}.

Definice 1.5. Rikdme, Ze funkce f : (a,b) = IR je tridy C* pokud f je spojité diferencovatelnd aZ do Fddu k, t.j.
ff", .., ) existuji a jsou spojité na (a,b).

Vé&ta 1.6. (Zdkladni véta integrdlniho poctu)
Necht f je tridy C* na [a,b]. Potom plati

b
f(b) — f(a) = / £(t)dt

Véta 1.7. (Véta o stredni hodnoté)
Necht f je spojitd [a,b], a tFidy C* na (a,b). Potom ezistuje c € (a,b) takové, Ze f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

Diikaz. Prvni krok pro p¥ipad f(a) = f(b) (Rolleova véta) s pouZitim maxima. Druhy krok odeéist linearni funkci. [
Priklady. Polynomy, trigonometrické funkce, exponencialni funkce, racionalni funkce, logaritmus, a téz funkce od

nich odvozené s pomoci béznych algebraickych operaci a operace skladani jsou tfidy C* na svych defini¢nich oborech.
1
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Definice 1.8. (Symbol o(t%))
Rikdme, Ze funkce ¢, kterd je definovand v okoli nuly, $(0) = 0, spliiuje vztah

o(t) = o(th) & lim % = 0.

Je ziejmé, 7e ¢(t) = o(t*) < ¢(t) = ¥ (t)t", pro nsjakeé 1, }irr(l) Y(t) =
—
Tvrzeni 1.9. (Taylorova formule 1. Fddu)
flz+1t) = f(x) + At + o(t) plati pravé kdyz f'(x) existuje a je rovno A.
Dukaz.

Vé&ta 1.10. (Taylorova formule 2. Tddu)
Necht f je funkce spojitd na [a,b], a t¥idy C* na (a,b), x € (a,b). Potom plati

flah) = Fa) + f'(@)h+ 3" (@) + R(a, ),
kde

[R(a,h)| < sup |f"(a+ th) — f"(a)|h?.
t€(0,1]

Specidlné tedy plati

Flah) = f@) + £ @)+ 3 f @R + ofh?)

Drikaz. Pouzijeme opakované zakladni vétu analyzy 1.6

a+h a+h
fla+h) = /Jf Hdt = >+fmm+E/u%w—fw»m
at+h t
- @)+ /(/ﬂ )dr)d
a+h

— f(a)+ F'(@h+ /(” )t —a) L/ﬂ 7" (a)dr) i

= f(a) + f'(a)h + 51“”(a)h2 + R(a, h),
kde

|R(a,h)| < sup |f"(a+th) — f"(a)|n?
t€0,1]

Specidlng, je vidét ze R(a,h) = o(|h|?).
O

Disledek 1.11. Necht funkce f titidy C' md lokdlni extrém v bodé x. Pak plati f'(x) = 0. Necht funkce f tridy C*
splniuge f'(x) =0, f"(x) # 0. Potom f md v bodé x lokdlni extrém.

Obecny tvar Taylorovy formule, dalezity pro praci s mocninnymi fadami.

Véta 1.12. (Taylorova formule k-tého tddu)
Necht f je funkce spojitd na [a,b], a tiidy C**! na (a,b), x € (a,b). Potom plati

k
1 1
h _ - (k+1) hk:+1
flat ;z!f (k+1)!f (A=,

pro néjaké n € [a,b]. Specidlné tedy plati

k+1
fz+h) Z f(l VI 4 o(RFFY)

ZjednodusSené lze Fici, ze hlavnimi vysledky naseho kurzu bude zobecnéni Taylorovy formule a Zakladni véty analyzy
na piipad funkci vice proménnych.
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2. NEKONECNE RADY
Vychazime z pfedpokladu znalosti pojmu konvergence posloupnosti, tedy posloupnost ¢isel (a,)$2 ; konverguje k

¢islu A pokud plati

(Ve > 0)(3N € IN)(Vn > N)(la, — A| < €). (1)
Jak plyne z tuplnosti realnych ¢isel, posloupnost je konvergentni pravé kdyz je Cauchyovska, tedy plati

(Ve > 0)(3N € IN)(Vn,m > N)(Jan, — am| < €). (2)
Budeme pracovat s formalnimi vyrazy tvaru Zfbozl an, které se nazyvaji nekone¢né rady. Hlavni otazka je, zda tyto
nekonecné sumy mohou mit néjaky presny smysl a hodnotu.

Definice 2.1. Rz’kdme, Ze Zzozl an je konvergentni fada, pokud plati Ze posloupnost ¢dastecnijch soucti (si)7q, Sk =
22:1 an je konvergentni. Tato limita se nazyvd soucet Fady. V opacném pripadé Tikdme, Ze Fada je divergentni.

Lze snadno ovéfit, ze fada je konvergentni pravé kdyz plati

(Ve > 0)(3N € IN)(Vn,m > N)(|sp — Sm| < &) (3)

Tvrzeni 2.2. Pokud je fada konvergentni pak jeji cleny konverguji k nule.
z:(—l)”7 Zsinn
>,
n

Hlavni priklad konvergentni fady je geometricka fada.

> a
E aq” =
n=0

1—gq

Opac¢na implikace neplati:

konverguje pravé kdyz |¢| < 1.

Definice 2.3. Rikdme, e >0 | an je absolutné konvergentni Fada pokud je Fada obsahugict absolutni hodnoty Y-, |an|l
konvergentni.

Tvrzeni 2.4. KaZdd absolutné konvergentni Tada je konvergentni.

Tvrzeni 2.5. (Srovndvaci kritérium) Necht Y a, je absolutné konvergentni Fada, |b,| < |an| plati pro vSechna
dostateéné velkd n € IN. Potom Y b, je také absolutné konvergentni.

Pouzitim porovnani s geometrickou fadou ziskdme znadmaé kritéria absolutni konvergence:

podilové, odmocninové.
1 n? 4 .,
> 2 2653

Tvrzeni 2.6. (Integrdlni kritérium) Necht a,, > 0 je nerostouct fada, a necht f : IRy — IR4 je nerostoucti spojitd
funkce takovd, Ze f(n) = a,. Potom Y a, je absolutné konvergentni prdvé kdyz fooo ft) < o0.

Piiklad. Dokazte, ze Ffada # je absolutné konvergentni.
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3. FUNKCNI RADY

Definice 3.1. Funkcni fada je formdlni nekonecny soucet funkci fir, : D — IR, kde D C IR, oznaceny
> fk(t), teD. (4)
k=1

Rikdme, Ze funkéni Fada je konvergentni v bodé t € D pokud Fada (4), po dosazeni hodnoty t € D, konverguje. Rikdme,
Ze funkcénd Tada je bodové konvergentni na D, pokud je tato Fada konvergentni v kazdém bodé t € D. Tedy, pokud plati

(Vt € D)(Ve > 0)AN € IN)(Vn,m > N)(| > fr(t) = Y fu(t) <e) ()
k=1 k=1
}?z’kdme, Ze funkcéni fada je stejnomérné konvergentni na D, pokud plati
(Ve > 0)(AN € IN)(Yn,m > N)(vt € D)(| > fu(t) = Y _ fult)| <¢) (6)
k=1 k=1

Véta 3.2. (Spojitost tad funkci) Pokud Tada spojitych funkci fi na mnoZiné D konverguje stejnomérné k funkci

F@&) =" filt),
k=1

potom je funkce f spojitd na D.
Jednoduché kritérium stejnomérné konvergence nasleduje.

Véta 3.3. Necht Y p-, di je konvergentni vada s nezdpornymi ¢leny. Pokud Fada spojitych funkci fi na mnoZiné
D C IR splituje sup,c p | fu(t)| < di, potom je funkéni vada Y ;o | fi(t) stejnomérné konvergentni ke spojité funkci na
D.

Vé&ta 3.4. (Integrace a derivovdni vad funkci) Pokud Fada spojitych funkct fi, na intervalu [a,b] konverguje stejnomeérné
k funkci

F6) =" f(®),
k=1

pak plati pro kaZdé x € [a,b]

[r0a-3 [ o

k=17

Pokud jsou fi(t) spojité, a konverguji na tomto intervalu stejnomérné, pak plati pro kazdé t € [a, D]
o0
=3 f0)
k=1

Hlavnimi konkrétnimi ptiklady funkénich fad jsou mocninné fady a Fourierovy fady, kterym se budeme vénovat v
dalsim textu.
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4. MOCNINNE RADY A TAYLORUV ROZVOJ

Mocninné fada se stfedem x( je formalni funkéni fada tvaru
o0
@) =3 an(e — )" (7)
k=0

Za ur¢itych podminek, tato fada konverguje a funkce f je tedy dobfe definovana na néjaké mnoziné.
Definice 4.1. Polomér konvergence mocninné ady (7) je ddn formuli
B 1
lim sup |ag|*

Véta 4.2. Pro libovolné 0 < r < R Fada (7) stejnomérné konverguje na intervalu (xo—r, zo+7). Prot ¢ [zo—R, xo+R]
rada (7) diverguje.

Tato véta tedy presné popisuje mnoZinu bodt na které mocninna fada ma smysl (az na dvojici krajnich bodi
intervalu konvergence, kde konvergence miize ale nemusi nastat).

Véta 4.3. Pro libovolné 0 < r < R Tada (7) na intervalu (xg — r,xo + 1) reprezentuje funkci tiidy C*°. Navic plati

_ fk(l’o)'

=T

Pitklad
y 1 N
—— =) t* te(-1,1
EEONNTIER

Derivovanim a substituci ziskame
2

ln(1+t):t—%—..., te(—1,1)
1 k B
(l_t)Q_I;(kﬂ)t, te(-1,1)

Definice 4.4. (Analytickd funkce)
Rikdme, Ze funkce f je analytickd v okoli bodu (xo — 1, z0 + ) prdvé kdyz je C*° hladkd a plati

f(z) :Z / ](do)(x—xo)k, x € (xg—rymo + 7).
k=0 '

Nekone¢na tfada v rozvoji f se nazyva Taylorova fada f se stfedem v bodé xg. Lze ukazat, ze analyticka funkce v
okoli bodu (xg — r,xg + r) je automaticky analytickd v n&jakém okoli kazdého bodu z tohoto intervalu. Zde je t¥eba
si uvédomit, ze zména bodu zy vede ke zméné Taylorovy formule.

Priklady
e’ = Z yx
k=0

Polozme () = w, potom

Specialné

Pouzitim arcsin’(z) = ﬁ dostaneme
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o 2 (2k — 1)I1 g2kH1
arcsmx—:c—f—;::l (2k)!! ok r1

Operace s mocninnymi fadami:
Sc¢itani , derivovani, integrace, kompozice.
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5. FOURIEROVY RADY

Motivace z linearni algebry a Euklidovského prostoru (prostoru se skalarnim sou¢inem).

sinasin f = %(cos(a — ) — cos(a + B))
cosacos ff = %(cos(a — B) + cos(a+ B))

sina cos 3 = %(sin(a — B) +sin(a + f))
sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin 3
cos(a+ B) = cosacos B — sin asin 3
Véta 5.1. (Orthogonalita trigonometrického systému) Je-li k,m € IN, w > 0,T = %’T pak
T T T
/ sin kwt cos mwt = / cos kwt cos mwt = / sin kwt sinmwt = 0
0 0 0
pro k # m, jinak %

Definice 5.2. Pro w > 0 a ay, br € IR nazjvame tadu
o0
% + ;(ak cos kwt + by, sin kwt)

trigonometrickou fadou.

Véta 5.3. Necht

o0
t) = % + ;(ak cos kwt + by, sin kwt)
a tato Fada konverguje stejnomérné. Potom plati
T T
/ ) cos kwt, by = /f(t) sin kwt
0 0

Definice 5.4. Necht f je periodickd po édstech spojita funkce s periodou T. Radu

’ﬂ\l\?
Nl

24 Z(ak cos kwt + by, sin kwt)

2
k=1
T
/ f(t) sin kwt
0

Véta 5.5. Necht f je periodickd po cdstech spojitd funkce s periodou T. Pokud ay,by, = 0,k € IN potom f = 0 na
[0,T7].

Diikaz. Predpokladejme, Ze f je spojita v okoli a a plati f(a) > 0, T = 2x. Zvolme p(t) = € + cos(t — a), pro vhodné

kde

’ﬂ\l\?
Nl

T
/f cos kwt, by =
0

nazyvame Fourierovou Tadou funkce f.

e > 0, tak Ze px(t) = p(t)* > 1 pouze na malém okoli a. Dostaneme limy_, fOT f)pr(t) — oo. Protoze pg(t) je
trigonometricky polynom, lze ho pfepsat jako linedrni kombinaci sin nt, cos nt, a tedy musi existovat n € IN takové ze
an # 0 nebo b, # 0. O

Vé&ta 5.6. Necht f je periodickd funkce s periodou T tiidy C2. Potom ay, by = O(%) Fourierova Tada funkce f
konverguje stejnomeérné na [0,T) k funkci f.

Dikaz. T = 27 pro jednoduchost Per partes:

I =

T
akf/f t)coskt = [f(t )Esmkt%—%/f’ t)sinkt =
0

T
/f’(t) sin kt =
0

T
(@) cosktfkl /f” t) cos kt
0

T

1 1
= [f(t)ﬁ cos kt]2™ + ﬁ/
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Nasledujici silnéjsi véta bez dikazu.

Véta 5.7. Necht [ je periodickd po cdstech spojitd funkce s periodou T, kterd md po cdstech spojitou derivaci. Potom
jeji Fourierova Fada konverguje bodové k souctu s(t) = %(f(t—l—) + f(t—)). Pokud je f' spojitd, pak Fada konverguje
stejnomeérné na [0,T] k funkci f.

Priklady.

p R 4 , ™
cost = — — Z m(cosﬂft —4ksindkt), t € (0, 5)

m k=1
o 2(—1)k+1
t—z ( Ic) sinkt, t e (—n,m)
k=1
1 = 4(-1)k
t2:7+z 55— coskmt, t€(=1,1)
3 Pt k27
R J— kr—1 1
f@) =t 0<t<1,1,1<t<2 - Z osk27r2 coskwt—k—sinkmf), t e (0,2)
i
1 = ;
f&)=lt=5- Z(m cos(2k + V)mt, t e (—1,1)
k:f

oo

sint if0<t<Z 2+7r k(=1L 1 (=1)k
t) = 2 = 2kt 2kt), t€ (0
1) {1 T<t<m, 2 7r4k:2 jeosht+ (Crgrmy T ) sin2kt), € (0m)
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6. MNOZINY V IR™ A FUNKCE VICE PROMENNYCH

Mnozina IR™ spolu s obvyklymi operacemi po slozkach tvori zakladni pfiklad linearniho (vektorového) prostoru
dimenze n.

Definice 6.1. Skaldrni soucin vektori x = (x1,...,24), y = (Y1,.-.,Yn) 2 IR™ je roven
Xy =(X,y) =21y1 + + TnYn.

Definice 6.2. (Euklidovsky prostor)
Linedrni prostor IR™ spolu se skaldrnim soucinem (-,-) vytvdii strukturu které vikame Euklidovsky prostor. Délka
(nebo norma) vektoru je definovdna takto:

Il = v/ {x,x) = \Jai + - + a3

Pouzitim Pythagorovy véty je ziejmé, Ze takto definovana délka vektoru odpovida délce vektoru ve fyzikalnim
smyslu.

7Z fyzikalniho hlediska, prvky Euklidovského prostoru IR™ lze povazovat bud za body, potom uZijeme k jejich oznaceni
velka pismena P, @, ... nebo za vektory (s prvnim bodem v poc¢atku). vektory oznacujeme bud tuéné x nebo Sipkou
7. Budeme bude P = (P1y-++y0n), @ = (q1,.--,qn) dvojice bodi, potom PQ = (p1 — q1,...,Pn — gn) je vektor touto
dvojici urceny. Pro Euklidovskou vzdalenost téchto bodi plati

dist(P, Q) = [|PQ|| = V(o1 — )2 + -+ (o — g )2.

Definice 6.3. (Konvergence v Euklidovském prostoru)

Rikdme, Ze posloupnost bodii {(z%,... ,z%)}2°, » IR™ konverguje k bodu (z1,...,x,) pokud skaldrni posloupnost
{@h, ... 2k) — (@1, .. z0) |35, konverguge k 0.

Tvrzeni 6.4. Posloupnost {(x¥,...,2%)}2° | v IR" konverguje k bodu (x1, . .., x,) prdve tehdy kdyz kazdd z posloupnosti
{xf}z’;l konverguge k x;, tedy pivodni posloupnost vektoru konverguje po slozZkdch.

Drikaz. O
Definice 6.5. Rikdme, #e mnoZina M C IR™ je omezend, pokud existuje R > 0 takové, Ze Vo € M, ||z|| < R.

Véta 6.6. Kazdd nekonecnd omezend posloupnost {z*} C IR™ obsahuje konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Vyberme {z;}%, C M, x), = (4,...,2}) posloupnost navzajem riznych prvka z M. Piejdeme postupné k
podposloupnostem této posloupnosti pouzitim principu aplnosti tak, aby posloupnosti jednotlivych souradnic konver-
govaly. ([l

Definice 6.7. Kruhové okoli bodu x: pro § > 0,
Us(x) = {y; [lz — yll < 6}
Definice 6.8. Necht M C IR"™. Potom bod x € IR"™ se nazgjvd

vnitini bod pokud
Us(x) C M, pro néjaké § > 0
vnéjsi bod pokud
Us(x) N M =0, pro néjaké d >0
hrani¢ni bod pokud soucasné plati
Us(z) N M # 0,Us(z) N (IR™\ M) # 0 pro kazdé § > 0
Fakt 6.9. Pro libovolnou mnozinu M C IR™ kaZdy bod x € IR™ spliuje prdavé jednu z predchozich podminek.
Priklady.

Definice 6.10. Vnitrek mnoziny M° je definovdn jako mnoZina vSech vnitrnich bodi M. Hranice mnoziny OM
je definovdna jako mnoZina vsech hraniénich bodi. Uzavér mmnoziny M je definovdn jako M = M U OM. Rikdme,
ze mnozina M C IR™ je oteviena, pokud M = M°. Rzkame Ze mnozina M C IR™ je uzaviena, pokud M = M.

Priklady.
{p1,... okt C R?* {(x,y): 2® +y* <1} {(z,9) : 2> + y* < 1} nadrovina vIR"

Fakt 6.11. Sjednoceni systému oteviengch mnozin je oteviend mnozina.
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Fakt 6.12. B
M = {x € R";Y¥5 >0, Us(x) N M # 0}

Disledek 6.13. Pro kaZdou mnoZinu plati M= M, tedy uzdvér libovolné mnoziny je uzaviend mnoZina. M je
uzaviend pravé kdyz IR™ \ M je oteviend.

Véta 6.14. M C IR" je uzaviend a omezend prdvé kdy? kazdd nekoneénd posloupnost {x*} C M obsahuje konvergentni
podposloupnost jejiz limita lezi v M.

Disledek 6.15. Funkce f : [a,b] — IR je spojitd pravé kdyZ jeji graf je uzaviend mnoZina.
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7. LIMITY A SPOJITOST FUNKCI VICE PROMENNYCH

Pod pojmem funkce vice proménnych budeme rozumét funkce typu

f:D—IR™ kde D C IR".
Obvykle je f zadano formuli
fler,xn) = (fi(zr, o mn), o (@1, 20))

kde f; jsou realné funkce s definiénim oborem D (a hodnotami v IR).

Pokud defini¢ni obor D neni specifikovan, bere se obvykle maximélni mozny kde mé funkéni zadani smysl.

Graf funkce je podmnozina IR™ x IR™ ktera obsahuje pravé body (x, f(z)). Lze ji nakreslit pouze pro mala n, m,
pouziti rtiznych fezl a vrstevnic, nebo uzitim symetrie.

Priklady.

Hlavni priklady jsou f: IR™ — IR, f: IR®™ — IR™ a dale linearni funkce reprezentovatelné pomoci matic.

f(x,y) = ax® +by*, a,be R

f@y) = V1—a?—y?

2y
f(xvy) - 332—|-y2

f(z,y) =sin(z +y)
flay)=e v

Definice 7.1. Rz’kdme, Ze funkce f: D — IR™, D C IR, md v bodé x € D limitu a pokud plati

Ve>030 >0V e D\{a}, ly—z||<d = ||fly) —al <e

Piiklady. (e.g. polarni soufadnice, nebo jina metrika max{|z|, |y|})

3 + y3
im ——— =0 (polrn
(2,y)—(0,0) 2 + 12 (polrn)

sint

3
sin“(z +y) _ (max{[z], [yl},lim ——= = 1)

(z.9)—(0,0) a2+ y?

Pokud limita existuje, existuji v8echny limity podél spojitych kiivek blizicich se k bodu limity, t — (x(t), y(t)), kde
(z(t),y(t)) = a<t =0, a tyto limity jsou si rovny. Tedy plati

lim f(@(t).9(1) = lim f(z.y)

Tato podminka vsak neni prakticky pouzitelnd pro ovéfeni existence limity. Lze ji pouzit jako podminku nutnou,
tedy k diikazu neexistence limity.

2,2

lim ——neex.x=0,z=
(2.9)—(0,0) 4 4 y* Y

2

lim Y neex.xt =0,2° =y
(,9)—(0,0) x4 4 y?
Definice 7.2. Rz’ka’me, ze funkce f : D — IR™, D C IR™ je v bodé = € D spojita pokud se jeji funkéni hodnota
rovnd limité.
Véta 7.3. Funkce f = (f1,...,fn) : D = IR"™ je spojitd v bodé a € D prdvé kdyz vSechny funkce f; jsou spojité v bodé
a.

Diky této vété staci tedy vzdy zkoumat spojitost skalarnich funkei.
Véta 7.4. (Véta o kompozici spojitych funkct)

Necht AC R*",BC IR",C C IR*, f: A— B,h: B — C jsou funkce s vlastnostmi: f je spojitd v bodé a € A, h je
spojitd v bodé b = f(a). Potom ho f je spojitd v bodé a € A.

Specialné tedy plati
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Disledek 7.5. Necht ¢ : IR — IR je funkce spojitd v bodé a € IR. Potom funkce f: IR" — IR
f(l‘l, ce 7xn) = ¢(l‘])

je spojitd v kaZdém bodé (x1,...,a,...,&y,).

Véta 7.6. Necht ACIR",BCIR™, f: A— B,g: A— B jsou funkce spojité v bodé a € A. Potom f + g je spojita v
a € A, pokud B = IR potom téz fg,% jsou spojité v bodé a € A (u podilu pokud g(a) #0).

Diky témto vétam muZzeme snadno najit limity funkci které jsou spojité.

. T
lim =
(z,y)—(0,0) y + 1
1
+axy 3

im =
(zy)—=(1,2) xy — 1
Definice 7.7. Rikdme, Ze funkce f: D — IR™, D C IR" je spojita pokud je spojitd v kazdém bodé x € D.

Pouzitim v8ech predchozich vét o spojitosti funkci dostdvame vysledek, ze kazda "rozumné"definované funkce vice
proménnych (pomoci formule obsahujici obvykle spojité funkce jedné proménné) je spojita ve svém defini¢nim oboru.
Pr.
J(@,y.2) =sin(a® — )
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8. STEJNOMERNA SPOJITOST FUNKCI VICE PROMENNYCH

Véta 8.1. Spojitd funkce f : D — IR na omezené uzaviené mnoziné D C IR"™ je omezend (tedy jeji obor hodnot tvori
omezenou mnozinu) a nabyvd svého mazima a minima.

Definice 8.2. Funkce f: D — IR™, D C IR" je stejnomé&rné spojita pokud plati
Ve>036>0, ly—=zl <é = [If(y) - f@)l <e
Priklady:
f(z) =sinz, f(z) = 2%, f(z) = tanz
Nasledujici véta bude pouzita pfi konstrukei integrélu.

Véta 8.3. Necht D C IR" je uzaviend omezend podmnozina, f : D — IR™ je spojitd. Potom f je stejnomérné spojitd
na D.
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9. PARCIALNI DERIVACE PRVNIHO RADU

Definice 9.1. (Smérovd derivace)
Necht U C IR™ je oteviend podmnoZina. Smérova derivace funkce f: U — IR v bodé a € U ve sméru h je ddna

vyrazem
of fla+th) — f(a)
8h( @) = 150 t '
Jako zkracené znaleni se téz uziva Oy f(a). pouzitim Tvrzeni 1.9 ziskame
Tvrzeni 9.2.

fla+th) = f(a) + Kt +o(t) & ZTJ;(G) existuje a je rovno K.

Priklad.
f(xay) ::E2+y2,a: (1a0)7h: (171)

Tvrzeni 9.3. Necht't € IR, h € IR™ potom

af _,of
e\ = g @
Diikaz. 95(a)
a
fla+71th) = f(a) + ath) T+ o(7)
_ 9f(a)
fla+T1th) = f(a) + o) tT + o(t7)
O
Tvrzeni 9.4. Pokud funkce f md spojitou smérovou derivaci ve sméru h v kaZdém bod¢ usecky a(a + h), pak plati
1
o
fla+h)— 7h (a+th)d
0
Diikaz. Polozme ¢(t) = f(a + th), t € [0,1]. Podle zékladni véty analyzy
1 1
fla 1) = (0) = o) = 000) = [t = [ L ar iy
0 0
O

Odtud plyne nésledujici Véta o stfedni hodnoté.

Tvrzeni 9.5. Pokud funkce f md spojitou smérovou derivaci ve sméru h v kazdém bodé iusecky a(a + h), pak existuje
7 € [0,1] takové, Ze
of

flath) = f@) =55

Specialni piipad, derivace ve sméru soufadnicovych vektort,

——(a+Th)

Definice 9.6. (Parcidlni derivace)
Necht e; je jednotkovy soutadnicovy vektor, potom budeme pouzivat historické znacens:
5‘f af L2
8% 8ej
Definice 9.7. Necht U C IR" je oteviend podmnoZina. Gradient skaldrni funkce f : U — IR v bodé a € U je vektor
(pokud parcidlni derivace existuji)

(pr@).o @)

7Z historickych davodu je vice druhii znaceni. UzZiva se téz napi. V,
Priklady.

gradf(a) =

flay) =2 +y° = (@® + %) +ay

f(z,y) = sin(z + xy?)
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V tomto kurzu budeme pro zjednoduSeni jazyka a znaceni ztotoziovat linedrni zobrazeni L : IR™ — IR™ s jeho
reprezentujici matici tvaru m x n.

Definice 9.8. Necht U C IR"™ je oteviend podmnoZina. Derivace (ve starsi terminologii totalni diferencial, nebo
diferencial) funkce f : U — IR je linedrni zobrazeni (resp. matice) L : IR™ — IR s vlastnosti

lim fla+h)— f(a) — Lh _
h=0 17l
Pokud derivace (diferencidl) existuje, znacime ji df (a) = L, df (a)[h] = Lh.

0.

Je zfejmé, ze pokud derivace existuje, je urcena jednozna¢né. Specialni piipad derivace pro redlné hodnotové funkce

Tvrzeni 9.9. Necht U C IR™ je oteviend podmnozina. Funkce f : U — IR md derivaci v bodé a € U prdvé kdyz
existuje linedrni zobrazeni (matice) L : IR™ — IR takové, Ze

fla+h) = f(a) + Lh+ o(||h]).
V tomto pfipadé navic plati df (a) = L.

Je ziejmé, Ze derivace je urcena jednozna¢né, a implikuje spojitost funkce v daném bodé. Déle je ziejmé, Ze Taylorova
formule 1. fadu poskytuje nejlepsi linearni aproximaci funkce v okoli bodu.

Véta 9.10. Necht U C IR™ je oteviend podmnoZzina. Pokud f : U — IR md deriaci v bodé a € U, pak md v tomto
bodé vSechny smérové derivace a pro kazZdé h plati

df (a)[h] = On f(a) = gradf(a) - h (8)
Tedy gradient tvofi maticovou reprezentaci derivace (resp. vektorovou reprezentaci pii pouZiti skaldrniho soucinu)
a plati .

fla+h) = f(a) + gradf(z) - h + o(||A]).
Diikaz. Podle Tvrzeni 9.9 vime, Ze plati pro matici L reprezentujici df (a)
fla+th) = f(a) +tLh + o(]|h||t).
Pro pevné h, K = Lh a t — 0 tedy mame
fla+th) = f(a) + Kt + ot).

Aplikaci Tvrzeni 9.2 tedy
_9f

L(h) = (@)
Volbou h = e; ziskdvame
L(e) = 2L a)
S ij

Tedy maticova reprezentace L derivace df (a) spliuje L = gradf(a) a (8) plyne nebot df (a)[h] = Lh = gradf(a) - h.
(Il
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10. GRADIENT A DERIVACE PRVNIHO RADU

Véta 10.1. Necht U C IR" je oteviend podmnoZina. Pokud jsou vSechny parcidlni derivace f : U — IR v bodé a € U
spojité, potom md f v tomto bod€ derivaci.

Diikaz. pouzitim véty o stfedni hodnoté 9.5 a 9.3

f(a—l—h)—f(x):f(a+(h1,...,hn))—f(a+(O,hg,...,hn))+f(a+(0,h2,...,hn))—

of .
Flat 0,0,k )+~ Fa) = 32 (@ g he )y
kde a/ = a+ (0,...,0,hj41,...,hy). Ze spojitosti parcidlnich derivaci mame
of
fla+h) = fla) =2 5 —(a)h; +o||h]])
J

a vysledek plyne z véty 9.9. (]
Najdéte nejlepsf linedrni aproximaci funkce f(x,y,2) = 23 + 2y? + 2 v okoli bodu (0, 1,2).

Definice 10.2. Necht U C IR" je oteviend podmnozina. Pokud jsou vSechny parcidlni derivace vSech sloZek funkce
f=(f1,- ., fm) : U — IR™ spojité, potom Fikdime Ze funkce je tiidy C*.

Reformulace Tvrzeni 9.4.
Tvrzeni 10.3. Necht U C IR"™ je otevrend podmnozina, f : U — IR je tridy C', a secka a(a + h) lezi uwoniti U, pak
plati
1
fla+h) - fla) = /df(a 1 th)[H]dt
0

Priklady pro pouziti gradientu k ziskani geometrickych vlastnosti grafu funkce.

Tvrzeni 10.4. Necht U C IR™ je oteviend podmnoZina. Necht f : U — IR md v bod¢ a diferencidl df (a) = grad f(a).
Potom wvektor gradientu ddvd smér nejrychlejsiho ristu funkce. Vektor (df (a),—1) je kolmy na graf funkce f v bodé a
(normdlovy vektor).

Diikaz. Necht h je jednotkovy vektor, ||h|| = 1, potom
fla+h) = f(a) +grad f(a) - h+o(|[h]]) = f(a) + [lgrad f(a)|[|[h]| cos(¢) + o(||h])

kde ¢ je thel sevieny vektory grad f(a) a h. Nejrychlejsi rust je tedy ziejmy.
Nyni polozme z = a + h,

o1 = f(x) = f(a) +grad f(ay,...,an) - (hy,. .. ko) +o(([R]]) =

= f(@)+ Y 2 (a — )+ o)

19)
" 9f(a
~ner— F@) + 3 D a0y = (i)
i=1 ¢
Normalovy vektor (df, —1) nadroviny v IR"*! (teéné ke grafu f v bodé a)
" 9f(a
anr— F@) + 3 D 0 0y o
i=1 *

je tedy kolmy na graf f. O

Najdéte te¢nou rovinu ke grafu funkce f(z,y) = 23 + 4® v bodé (z,y) = (1,2).
Najdete tithel pod kterym se protinaji grafy funkei f(x,y) = 23 + 3, g(z,y) = 2% + y> + 4 v bodé (z,y) = (1,2)

Definice 10.5. Necht V C R™, f:V — IR. Rz’kdme, Ze f md v bodé a € V absolutni maximum (resp. minimum),
pokud f(a) = maxgcy f(x) (resp min).

Rikdme Ze f md v bod¢ a € V lokalni maximum (resp. minimum), pokud ezistuje § > 0 takové, Ze f(a) =
maX,cynus(a) f(x) (resp min). Pokud f md v bod¢ a € V bud lokdlni mazimum nebo minimum, Tikame Ze md v a
lokalni extrém.

Je ziejmé, ze absolutni extrémy jsou automaticky téz lokalnimi extrémy.
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Tvrzeni 10.6. Necht V C R", f:V — IR md v bodé a € V° lokdlni extrém a diferencidl df (a). Potom df (a) = 0.

Bodtim kde derivace je nulova fikdme kritické body. Je tedy ziejmé, ze nutnd podminka pro existenci lokalniho
extrému ve vnitinim bodé definiéniho oboru je vlastnost byti kritickym bodem.

Priklad. Najdéte kritické body funkce f(z,y) = z* + y* — 4oy + 1. (vyjde sedlo (0,0) a dvé lokalni minima
(1,1), (=1, —1) k témto zavérim je nutné pouzit druhou derivaci)

Vé&ta 10.7. Necht V C IR" je uzaviend omezend mnoZina, f : V — IR je spojita funkce tiidy C* na V°. Potom f
nabyvd svijch absolutnich extréma, a tyto body se nachdzeji bud na hranici OV, nebo jsou vnitinimi body V' a v tomto
piipade jsou téZ kritickymi body f.

V obecném piipadé je k analyze chovani funkce na hranici potfeba technika Lagrangeovych multiplikatort, se kterou

se seznamime pozdéji. Nékdy lze hranici analyzovat pfimo.
Piiklad: najdéte extrémy funkce f(z,y) = 2% — 22 + y? — 2y v trojuhelniku (0,0), (0,3), (3,0).
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11. OBECNA DERIVACE PRVNIHO RADU A RETEZOVE PRAVIDLO

Definice 11.1. (Obecny pripad derivace)
Necht U C IR"™ je otevFend podmnoZina. Derivace (ve starsi terminologii totdlni diferencidl) funkce f : U — IR™,

U C R™ je linedrni zobrazeni (resp. matice m X n) L : IR™ — IR™ s vlastnosti
lim fla+h)— f(a) — Lh _0
h—0 12l
Pokud derivace (diferencidl) existuje, znacime ji df (a) = L, df (a)[h] = Lh.
Tvrzeni 11.2. Necht U C IR" je oteviend podmnoZina. Funkce f : U — IR™ md v bodé a € U derivaci prdvé kdyz
ezistuje linedrni zobrazent L : IR™ — IR™ takové, Ze

fla+h) = f(a) + Lh+o(][h]]). (9)

V tomto pfipadé navic plati df (a) = L.

Lze snadno vidét, Ze derivace predstavuje nejlepsi linearni aproximaci funkce na okoli bodu, v tom smyslu, Ze rovnice
(9) ur¢uje jednoznacéné zobrazeni L.
Disledek 11.3. Necht U C IR™ je otevicend podmnozina. Pokud je funkce f : U — IR™ v bodé a € U diferencovatelnd,
potom je v tomto bod€ téZ spojitd.
Véta 11.4. Necht U C IR" je oteviend podmnozina. Pokud f = (fi,...,fm) : U — IR™ je tiidy C' na okoli bodu
a € U, potom md f v bodé a diferencidl, a plati

df:(a) @) e He)
df(a)=1| = | = : - :
(@) \Gz@ - F=(0)
Tato matice se nazyvd Jacobiho matice v bodé a. Ddle plati linedrni aprozimacni formule
(@ o F@) (I
fla+h) = f(a) +df(a)[h] + o([[hl]) = fla) + | : .. : + o([[Al])
Yon(a) - G=(a)) \hm

Soucet diferencovatelnych funkci je opét diferencovatelna funkce.

Véta 11.5. (Derivovdni sloZengjch funkci)

Necht U C IR™ je oteviend podmnoZina. Pokud funkce f = (f1,...,fm) : U — IR™ je v bodé a diferencovatelnd
a funkce g = (g1,...,98) : V. — IRF, V C IR™ je v bodé f(a) diferencovatelnd, potom sloZend funkce h = g o
f U — IR* je diferencovatelnd v bodé a a jeji Jacobiho matice je rovna soucinu Jacobiho matic reprezentujicich

dh(a) = dg(f(a))df (a), tedy plati (polozme b= f(a))

) e FEON (@ o e
dh(a) = | . : : . :
) e g®) \r@ - G

Po rozepsani tedy dostaneme pro piipad k = 1:
h(zy,...,zn) =g(fi(z1, .. 2n)se ooy f(T1, . y2n)) : R — IR

dgof) _ <~ 99 0f;
8@- B jz::l 82/]' 89:,»
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12. PARCIALNI DERIVACE VYSSIHO RADU A HESSIAN

Derivace vyssich fadu jsou obecné definovany jako homogenni polynomy odpovidajiciho stupné. Budeme se pro
jednoduchost zabyvat pfipadem funkci s hodnotami pouze v IR, a derivacemi druhého #adu.

Definice 12.1. Necht f : U — IR je funkce jejiz parcidlni derivace %(x) (jakozto funkce proménné x € U) je opét
J

diferencovatelnd v bodé a € U podle proménné x;. Opakovdnim operace parcidlnich derivaci ziskdme parcidlni derivace
druhého rdadu

O*f  9(5;)
8$i81‘j (CL) B 63% (CL)

2
V pripadé i = j se pouZivd zkrdcenyj zdpis %.
3

Véta 12.2. Necht f : U — IR, U C IR™ oteviend mnoZina, a € U. JestliZe derivace %(a) a %(a) jsou spojité,
i ki J i
pak jsou si rouvny, tedy plati

0% f

0% f
8xi8xj (a)

a 8%8331 a)'

Diikaz. Muzeme predpokladat, ze n = 2,7 = 1, j = 2. Dukaz spociva v upravé dvéma zpisoby vyrazu V pro § — 0
V= f(o1+ 6,22+ 0) = f(z1 4+ 6,22) — f(z1,22 +0) + f(21,22)

Zavedeme funkei
a(t) = f(xr + 6,20 +t) — f(z1, 22+ 1)

Potom
V = a(d) — a(0)
Podle véty o stiedni hodnoté existuje 7 € (0,0) tak, Ze
0 0 0
V=ad/(r)d = 56762”(%1 +0,22+7) = flwr, 22+ 7)) = 5[7@ (x1 40,22+ 7) — D2y (z1,22 + 7))

Jesté jednou pouzijeme vétu o stfedni hodnoté a dostaneme, ze existuje n € (0, ) pro néz plati

2
858131‘2

Prohozenim role souradnic dostaneme analogicky

V=62

flzi+n,z0+7)

82
V =6° x 7, T T
6.%‘28.%‘1 f( ! +77 2 +T)
K dokonéeni diitkazu pouzijeme spojitost téchto derivaci. O

Definice 12.3. Necht U C IR™ je oteviend podmnozina, f : U — IR. }f{z’kdme, Ze funkce f je tridy C? pokud viechny
2

parcidlni derivace 05 afx existugi a jsou spojité na U.
1O

Definice 12.4. Necht U C IR"™ je oteviend mnoZina, f : U — IR je tridy C?, a € U. Potom Hessidnem f v bodé¢ a
nazyvame symetrickou matici

2%f % f1
Ox10xT1 (a) e 0x10xy, (a)
32 f 9% f1
Oz, 011 (a’) T 0T, 0Ty (a’>
Homogenni kvadraticky polynom P(z1,...,2,) = Y 1y G;i®? + Y > i<j2ai7;x; v n proménnych lze jednoznatné
vyjadiit s pouzitim symetrické matice (a;; = aj;)
ailp -+ QAip Z1
P(xl,...,xn):(xl .’En)
ap1 Apn LTn

Je zfejmé, Ze tato korespondence mezi homogennimi kvadratickymi polynomy a symetrickymi maticemi je vzajemné
jednoznag¢na.



ANALYZA VE VICE PROMENNYCH 20

Definice 12.5. Necht U C IR" je oteviend mnoZina, f : U — IR je tiidy C?, a € U. Potom definujeme druhou
derivaci d® f(a) funkce f jako homogenni kvadraticky polynom, reprezentovany Hessidnem, pro kteryj plati

2 2

goa=(a) o g2 (a)\ [k

Ef@)h = (ha - hy) : . : .
2 2

agigxl (a) T Bfnglzn (a) hn

Pozndmka. Pro zjednoduseni jazyka a znageni budeme v dal§im textu misty ztotoziiovat druhou derivaci d?f(a) s
Hessianem (tyto objekty jsou ve vzéjemné jednoznaéném vztahu), tedy budeme psat (formalné nepfesnd)

i 32 f

D107, (a) - YT (a)
d*f(a) = : . :
o%f 2% f1

Oz, 011 (a’) T 0T, Oxp (a’)

Vé&ta 12.6. (Tayloriv polynom 2 Fddu)
Necht U C R"™ je oteviend mnozina, f : U — IR je tiidy C?, a € U. Pak plati odhad

fla+h) = f(a) +df(a)[n] + %dzf(a)[h] +o([[l?) (10)

Diikaz. Pro pevné a € U,v € R™, ||v|| = 1, polozme ¢(t) = f(a + tv). Potom s pouzitim Véty 9.10 mame

¢ (t) = By f(a+ tv) = gradf(a + tv) - v = f: w%
€Lj

Jj=1

" ' - 0%f
¢ (t) == 61)(¢ (t)) = Z Z 63%8.’17] (CL + tU)’Ui’Uj

Je ziejmé, Ze ¢ je tiidy C2, takZe podle Véty 1.10

1
6(t) = (0) + ¢ (0)t + 5" (0)t* + R(0, 1),
kde chyba spliiuje nerovnost

[R(0,8)] < sup |¢"(rt) — ¢"(0)[£.
T€[0,1]

Tedy plati

a n
fla+tv) )+ Z f i+ = Z 5‘z 8:1: a)tvitv; + R(0,1)
J

=1 j=
Oznacime-li h = tv a dosadime do této formule, mame

fla+h) = f(a) +df(a)[h] + %dzf(a) [h] + R(0,1)

K dokonéeni ditkazu véty zbyva odvodit, Ze chyba R(0,t) splituje o(||h[|?). Tento krok vyuziva pojmu normy matice,
ktery jsme nezavedli a je tedy ponékud nad ramec naseho vykladu. Oznaéime-li A, Hessian f v bodé a + Ttv,

92 9>
azlafml (a +7tv) - amlé}” (a + Ttv)
A = : ) :
9% f 2
D2, 0T, 8961 ( + Ttv) e amﬂ,giﬁn (a’ + Ttl))

Potom odhad chyby R(0,t) lze piepsat nasledovné (vektor v piSeme jako sloupcovy)
|R(0,t)| < sup |vT (A, — Ag)v|t?.
T€[0,1]
Vidime tedy (f je t¥idy C?), ze bez ohledu na konkrétni hodnotu v,

[R(0,1)] < sup 147 — Aol[lv]*t* = sup || A, — Aol[[|R[* = o(||A]]*).
T€l(0,

7€[0,1]

Odhad chyby je pfitom uniformni ve vSech smérech, coz dokoncuje dikaz.
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Maticovy zapis formule (10), kdy ztotoznime df s fadkovou matici gradientu a d?f s matici Hessianu, a vektor h je
sloupcovy, bude vypadat takto:

fla+h) = f(a) +df(a)h + %thFf(a)h +o([|R]?) (11)
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13. APLIKACE HESSIANU NA LOKALNI EXTREMY

Z linearni algebry vime, Ze pro dvé baze {ui,...,un},{v1,...,v,} vektorového prostoru X dimenze n existuje
jednoznaéné urcena ¢tvercova matice A = (a;;) takova, ze pro kazdy prvek u € X, ktery ma vyjadfenf u = > | xu; =
> yivi, plati

T aix -0 Qin Y1
=l - ] (12)
Tn anp1 - Qpn Yn
Je pritom ziejmé, Ze j-ty sloupec A vyjadruje vektor v; zapsany s pomoci baze {u;}, tedy v; = > 1| a;ju;.
Predpokladejme, ze F : X — IR je funkce, kterou je mozno vyjadrit pro kazdy vektor u = Y1 | xiu; = Y iy Yi;
pomoci obvyklé formule s pouzitim soufadnic nasledovné (zde jsou f, g : IR™ — IR né&jaké jednozna¢né uréené funkce):

F(u) = f($1,..-,$n) = g(y177yn)
7Z transformaé¢ni formule 12 je zfejmé, Ze plati

FOQaryse-- s> anys) = 9(yrs- -, yn) (13)
=1 =1

Pfedpokladejme nyni, Ze chceme studovat né&jakou funkci f : IR” — IR, tiidy C?. Povazujeme kanonickou jed-
notkovou bézi {e; } prostoru IR™ za bazi {u; } z piedchoziho vykladu (v prostoru X dimenze n, F(>_ x;u;) = f(x1,...,2n))
ptvodniho soufadného systému s bazi {u;} do nového vyjadieni g s pomoci soufadného systému s bazi {v;}. Funkce
g : R" — IR, je kompozici g = f o A, je tedy t¥idy C? (zde jsme ztotoznili matici A s linedrnim zobrazenim z IR"™
do IR™, které je matici A urceno). Mame tedy k dispozici dvé rizné funkce f,g : IR™ — IR, které ovSem reprezentuji
totéz zobrazeni F, a mohou byt tedy pouzity ke studiu F' (= f), specidlné k hledani lokalnich extrémi. Derivovanim
sloZené funkce (13) v bodé y € IR™ vyjde

dg(y) = (85’;?) . ag;i)) -3 afa(iy) it o1 @y) in) (14)

i=1 i=1
Coz lze prepsat maticové

of(dy)  aftay) (T
Y Yy
d =df (Ay)A = . 15
9(y) = df (Ay)A = (=5 = =5 ) (15)
anp1 - Apn
62 62
S Yt g (Ay)ana - Y Y gea (Ay)anan
d*g(y) = : - :
22 22
i Z?:1 amafmj (Ay)amaj - >0, E?:l axiafmj (Ay)aina;n
Co7 lze opét piepsat maticové d2g(y) = ATd?f(Ay)A, tedy (ztotoznénim Hessianu s druhou derivaci) ziskdme
T 22 92
air o Qin axlale (Ay) - Waf%(Ay) aix 0 Qlp
d’g(y) = | : . : - : : .
e 0> 0> e
anl Ann ngl(Ay) ... W(Ay) an1 Ann

méme tedy transformovanou Taylorovu formuli (11) pro g, vyjadfenou maticové (pfedpokladame, Ze vektor h je
sloupcovy a d?f je Hessidn-tedy matice)

9y + 1) = g(y) + df (Ay) Ah+ ShT ATd2 F(Ay) Ah + of 1))

Nyni jsme tedy v situaci, kdy vhodnou transfomaci soufadnic A muzeme dosahnout diagonalizace Hessianu. K
tomuto cili je tfeba pouzit véty z linearni algebry.

Pfipomefime, Ze baze {uy,...,un} v IR"™ se nazyva ortonorméalni pokud jeji ¢lenové jsou jednotkové a navzajem
kolmé vektory. Ortonormalni baze ma vyzna¢nou vlastnost. Necht u; = (u1j, ..., un;). Pokud zvolime
Urr - Uin
U =

Un1 T Unn
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Potom U~ = U”. Pro hledani diagonalni reprezentace Hessianu tedy mtZeme uZit teorii podobnosti matic, a zejména
vlastnich ¢isel a vlastnich vektort. Toto v8e je disledkem jedné z hlavnich vét linearni algebry:

Véta 13.1. (Véta o hlavnich osdch)
Pro kazdou symetrickou matici H = (h;j) existuje orthonormdlni matice A = (a;;) takovd, Ze ATHA = A"THA je
diagondlni matice, tedy

T
a1 v Qg hit -+ hin aiy - Qip Ao 0

anl e Apn hnl e hnn anl T Gpn 0 e )\n

Posloupnost vlastnich cisel \y > --- > \,, je pFitom urcena jednoznacné.

Jako okamzity dusledek véty ziskavame, Ze pro kazdy kvadraticky homogenni polynom P(x1,...,x,)
hiy -+ hig T
P(xy,...,xq) = (xl xn)
hni oo hon Tn
existuje orthonormalni baze takova, Ze formule pro polynom v novych soufadnicich ma tvar PoU (y) = Q(y1,...,Yn) =

MyE 4+ Xoyd + -+ Ayl

T
Uy o Ulp hit -+ hin Uiy v Ulp Y1

PoU(y)=(y - wa)| 1 . N N R R 2
i=1

Unl e Unn hnl e hnn Un1 e Unn Yn

()

Najdeme vlastni ¢isla 3,1 a vektory (1,1),(—1,1) Orthogonalni transformace bude tedy

Piiklad odvozeny od polynomu 22 + 2y + 2zy.

a plati
1 1 1 1
6 D-(2 20 (e »
01 v wn)\PY\n %5

Definice 13.2. Necht H = (h;j) je symetrickd matice, s posloupnosti vlastnich ¢isel \y > -+ > A, Rz’kdme, Ze H je
pozitivné definitng pokud X\, > 0,
negativné definitni pokud A < 0,
indefinitni pokud A1 > 0, A, <O0.
Povs8imnéme si, ze pfipad A\; = 0 nebo \,, = 0 neni zahrnut.
Zakladni problém pii diagonalizaci matice spo¢iva v tom, Ze vyzaduje TeSeni rovnice n tého stupné, pro které

neexistuje vzorec pokud je n vétsi nez Ctyii.
Definitnost lze vSak testovat bez vypoc¢tu vlastnich ¢isel pomoci nasledujici véty.

Véta 13.3. (Sylvestrovo kritérium)
Matice H je pozitivné definitni prdvé tehdy kdyz jsou vSechny hlavni subdeterminanty matice H kladné, tj.
hiy oo him
A = det >0, m<n,
hml o hmm

H je negativné definitni prave tehdy kdyZ di < 0 a celd posloupnost {d, }1,_, stFidd po kaZdém kroku znaménka.
H je indefinitni jestlize d,, # 0 a posloupnost {d, }1,_, nespliiuje nékterou z piedchozich podminek. (Tato podminka
je postacugici ale nikoliv nutnd)

Jednim z dusledki je nasledujici kritérium pro lokalni extrémy.
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Véta 13.4. Necht f : U — IR, U C IR" je oteviend mnoZina, a € U. Predpokladejme, Ze [ md vSechny derivace
2
%aij(a) spojité, a plati df (a) = 0. Pokud Hessidn d*f(a) je pozitivné definitni, potom f nabyvd lokdlniho minima
v a. Pokud Hessidn d?f(a) je negativné definitni, potom f nabyjvd lokdlniho mazima v a. Pokud Hessidn d*f(a) je
indefinitni, potom f nenabyvd lokdlniho extrému.
Diikaz. Stali provést transformaci Taylorovy formule f 2 fadu do novych souiadnic ve kterych je Hessidn diagonalni.
O

Priklady na absolutni a lokalni extrémy.
Zjistéte body lokalnich extrému:

z=x(3—2%) —y?
2 kritické body, max a sedlo.

z=(x—y)?+2y+1)°+1=224+3y* — 22y + 4y +3
z=a%+y + 9wy + 27
Z:xey—i-wsinw

Zjistéte body absolutnich extrémi na mnozinach:

z=e", x4+y=1
z=x—-2y—3, 0<z,y<1,0<z+y<1
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14. IMPLICITNI FUNKCE A LAGRANGEOVY MULTIPLIKATORY

V praxi je Casty piipad kdy vzajemnou zéavislost nékolika proménnych lze vyjadrit rovnici

f(xlw'wxn) =0.

Priklad: body na kruznici, nebo na sféfe 22 + y? + 22 — 1 = 0.

V této situaci, obecné feceno, nelze predpokladat Ze néktera proménna je funkci ostatnich. Lokalné to vsak platit
miiZze. Geometricky intuitivné feceno, mnoziny bodu které splituji tuto rovnici tvoii plochy v IR™. Jejich studium je
umoznéno lokalnim nahrazenim pomoci linearni aproximace
Véta 14.1. (Véta o implicitni funkci)

Necht U C IR" je oteviend mnoZina, F : U — IR je tridy C', F(a) = 0, a pFedpoklddejme ze nékterd parcidlni
derivace %(a) je nenulovd. Potom existuje okoli Us(a) na kterém existuje jednoznacné definovina funkce tiidy C*

J

J,‘j :h(xl,...,xj_l,xj+1,...,a:,L),
takovd, Ze plati
F(oy, .. mjo1, h(21, 01, 1, -+ Tn)y T 1, - Tn) = 0

a normdlovyj vektor ke grafu takto implicitné zadané funkce md tvar gradF .

Vétu nebudeme dokazovat, ale predpokladame-li Ze implicitni funkce existuje, vypocet jejicho gradientu lze provést

nasledovné. Predpokladejme, Ze gTF(a) je nenulova,

T, = h(xh,,.,l'n_l), F(xl,...,xn_l,h(:rl,...,xn_l)) =0
) OF 8h ) OF _dh
gradF(z1,...,xn_1,h(z1,...,2p_1)) = (37}1 8;; Boor e azf_l + %Mn_l) =0

Takze
oF OF oh 0

=0, i=1,...,n—1
ox; + Ox,, Ox; ! "
oh o
5. = T oF
ox; B

a normalovy vektor ke grafu h ma tvar

Véta o implicitni funkei nam ¥ik4, Ze nulova mnoZina C! funkce F je vlastné sjednocenim né&jakého systému grafi
C! funkei (pokud vime, ze gradF je viude nenulovy). Jde tedy skute¢né o plochu v intuitivnim smyslu.

Priklad.

Priklad: Najdéte y'(0), kde y(0) = 2,

Naleznéte te¢nou rovinu k elipsoidu
x Y z¢
Dulezita situace pii hledani extrému funkce f : U — IR nastava kdyZz chceme najit extrémy vzhledem k jisté

podmnoziné defini¢ntho oboru f, typicky definované néjakou rovnici.
Pr. Najdéte maximalni obsah ktery mize mit obdélnik se zadanym pevnym obvodem. Najdete minimalni hodnotu

f(z,y) = 4+ y na jednotkové kruZnici.

Véta 14.2. (Lagrangeovy multiplikdtory) Jestlize f,g; : U — IR, j = 1,...k, jsou spojité diferencovatelné funkce na
oteviené mnoziné U C IR"™. Necht

M= ﬁ?zl{x eU:g(x)=0}
Predpoklddejme, Ze dg;(x), j =1, ..k, jsou linedrné nezdvislé pro vSechna x € M. Jestlize a je bodem lokdlniho extrému
f vzhledem k M, pak existuji \;, 7 =1, ..k takovd, Ze plati

k
df (a) = Z Ajdg;(a)



Diikaz. Dokazeme v p¥ipadé k = 1. Podle véty o implicitni funkci, BUNO existuje x,, = h(z1,

Takze

Kriticky bod funkce

ma nulovy gradient, takze plati

Takze

apro A=

of
9en plati

9g
G
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gla1,..

dg
axi

f(:cl,. . ,$n,1,h(2717. .. ,l'nfl)) . .ZRnil — IR

of

3:52-

.,xn,hh(:rl,...,xn,l)):O
dg Oh
—_— = ,=1,...,n—1
0x,, 0x; 0, ¢ el
oh _ 5%
Owi aamg

of oh
oh
8%1' o
of af
ox; __ Oxyp
dg ~  9g?
ox; Oy,

0, +=1,...,n—1
of
Oz
- of
Oz,
i=1,....,n—1

grad f = X grad g.

., Tp—1) takové ze

26
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15. LAGRANGEOVY MULTIPLIKATORY APLIKACE, ABSOLUTNI EXTREMY

Priklady.
Najdéte absolutni extrémy (absolutni extrémy existuji na kompaktech):

2(z,y) =2 —y?, 2®+yP=1

u(z,y,2) =ayz, 2*+y°+22=1, 2+y+2=0
V roviné 2z — z = 0 naleznéte bod, pro néjz je soucet ¢tvercti vzdéalenosti od bodu (1,1,1) a (2,3,4) co nejmensi.
Naleznéte vzdalenost paraboly y = 2 od piimky y = = — 2.
DokaZzte nerovnost # > (ZEeyn,

Najdéte extrémy funkce f(z,y,2) = 2% + 2y* + 322 je-li 22 + y? + 22 < 100.
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16. DVOJNY INTEGRAL PRES OBDELNIK

Motivace: objemy téles v prostoru, hmotnost dvourozmérnych nehomogennich ttvart apod. Diskuse pojmu obsahu
v roving (resp. objemu v prostoru).

1. obsah obdélnika (objem kvadru)

2. obsah kone¢ného sjednoceni obdélnikii (s prazdnymi primiky vnitiki)- nezavislost na rozkladu (resp. pro kvadry)

3. obsah pod grafem funkce-limitni proces (objem pod grafem)

Problém zavedeni obsahu pro obecnou podmnozinu v roviné, resp. prostoru- hlavni role aditivity-diskuse.

Zavedeni dvojného integralu pro spojité funkce.

Necht D = [a,b] X [¢,d] je obdélnik, f : D — IR spojita funkce.

Definice 16.1. Necht a = 29 < 21 < - < xp = b, c=yg < y1 < -+ < Ym = d. Potom systém obdélniki D
(i, 2it1] X [Yj,yj+1], kterg pokryvd D, se nazjvd délenim D.

D] = max{ziy1 — i, Yj+1 — Y5}
Se nazyvd norma déleni D.

Definice 16.2. Nechfa =29 <x1 < - <zpn=b,c=yo <y1 <+ < Ym = d vytvdri déleni D obdélniku D. Necht
f:D — IR je spojitd funkce. Potom zavddime

S*(f.D) = Z_ Z_ max{f(z,y) : (2,y) € [iy1 — xi] X [yj41 — v}

S.(f,D) = szin{f@ay) D(w,y) € [T — ] X [Z/j+1 - yﬂ}

které se nazyvaji horni , resp. dolni soucet f pres déleni D.

Je jasné, ze plati

Necht a = zg <1 < -+ < x,, = b, c=yo<y1 < <ym=dvytvafi déleni D, a = g <u1 <--- <uny =b,
c=vg <v < <vy =d vytvaii déleni R. Rikdme Ze déleni R je zjemnénim déleni D, jestlize {z;} C {w;},{y;} C
{u;}-
Tvrzeni 16.3. Necht f je spojitd na D, déleni R je zjemnénim déleni D. Potom
Tvrzeni 16.4. Necht f je spojitd na D, a dv€ libovolnd déleni R, D jsou zaddna. Potom
Diikaz. Plyne z predchozi véty s pouzitim spoleéného zjemnéni k témto dvéma zjemnénim. (I
Véta 16.5. Necht f : D — IR je spojitd funkce. Potom pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D s
normou nejvyse § plati

S*(f,D) < Su(f, D) +¢

ndsledujici limity tudiZ existuji a jsou si rovny

lim S*(f,D)= lim S.(f,D
| D]|—0 ( ) | D[|—0 (/D)

Diukaz: plyne ze stejnomérné spojitosti f na D.
Definice 16.6. (Definice dvojného integrdlu pro obdélnik)
Necht f : D — IR je spojitd funkce. Potom dvojny integrdl pies D je definovdn ndsledovné

/ D/ faS= lm S°(£D)= lm S.(f,D)

Véta 16.7. (Fubiniho véta)
Duojnyg integrdl pres obdélnik D = [a,b] X [¢,d] lze vycislit jako opakovany integrdl

//deZ/d(/b f(x,y)dw)dy=/b(/df(xyy)dy)dm
D a a c

c

Driikaz. Plyne z konstrukce integréalu, presnéji feceno ze stejnomérné spojitosti f které zaruéi, ze funkce y — fab f(z, y)dml
je (stejnomérné) spojita a opakovana integrace ma smysl.
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E pres obdélnik 0 <x <1, 1 <y <2

Piiklady. Integrujte f(z,y) = m
1 2
d d
// 14 23: + 3y)? ver
01

2
/ ol L 11 11
+2x+3y2y 31+2r 43y 34+t2r 37+2¢
1

1
1 1 11 1 1. 7
z —~_\dx = ==[log(4 + 2z) — 1 22)]8 = = (log 6 —log9 — log 4 +1 = —log(=
3/ Tr2r 71 ox) = gglloatd +22) —log(7+22)]g = 5 (log6 — log —log 4 +log7) = Flos(()
0

Integrujte f(x,y) = ¥ pro > 0 a f(0,y) = 0 pies obdélnik 0 < x < 1, 1 <y < 2. Viimnéte si, Ze tato funkee je

12 12
//xydyd:v = //eylogxdydx
0 1 01

2 2
r~ — T

1
eylogacd _ €y10g12:7
/ Y [logac i log x
1
I g — (integraly tohoto typu lze prevést na

V1 + 23 ete. Tato teorie je

spojité.

2
T : 2 1
s SInT, oo

vyrazy typu nekone¢nych fad). Diskuse existence primitivnich funkci, e.g. e
velmi obsahla, v praxi pouzit tabulky integralt apod.
Zvolme opac¢né poradi integrace
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17. DVOJNY INTEGRAL PRES ZAKLADNI OBLAST

Praxe vyzaduje pojem dvojného integralu pfes obecnéjsi oblasti. Konstrukci nebudeme provadét, jde o technickou
modifikaci predchoziho piipadu.

Véta 17.1. Zdkladni oblasti typu [x,y] (resp. typu [y,z]) budeme nazjvat uzavienou mnoZinu D C IR? pro kterou
existugi interval [a,b] a dvojice spojitych funkei s1(t) < s2(t) prot € [a,b] tak, Ze
D ={(z,y) : x € [a,b],51(z) Sy < s2(2)}, (16)
resp.
D ={(z,y) -y € la,b],51(y) <z < s2(y)}- (17)
Priklad.
D = {(z,y) : x € [0,1],2* <y < x} je typu [z, y], a zaroved typu [y, z], kde D = {(z,y) : y € [0,1],y <z < /y}.
D= {(z,y) :x € [-1,1],—2® <y < 1+ 22} je typu [z, y], ale nikoliv typu [y, z].
Definice 17.2. (Ezistence dvojného integrdlu pro zdkladni oblast)

Necht D je zdkladni oblast v IR?, f : D — IR je spojitd funkce. Potom dvojny integrdl pres D [ fD fdS existuje jako
limitni hodnota limitniho procesu obdobného pripadu kdy D je obdélnik.

Poznamka. Pro konstantni funkci f = 1 je dvojny integral roven plosnému obsahu D.

Véta 17.3. (Fubiniho véta)
Necht D je zdkladnt oblast typu (16) (resp. (17)), f : D — IR spojitd funkce. Pak plati

b s2(x)
//fa;de // (x,y)dy)dx.
a sqi(x)
resp.
b s2(
//f .y dS*/( / [z, y)dx)dy.
a s1(y)
Priklady na sestavovani a vypocet integrélu.
[ [5ds. D={@y): 1<y<a<y (18)
) Yy
2z 2 2 5
//EdS://gdyda::/xlogy /xlogmdw:210g2— =.
Y Y 4
D 11 1 1
//yeIdS, D={(z,y): Y¥*<x<y+2} (19)
D
2 y+2 2 2 . . s
[ [ verdoty = [ttty = [lpert ey = [gert® - e - S, = Set s D
Z1 g2 e 51
//sindeS7 D={(z,y): 0<y<1,0<z <y} (20)
1y 1 1 . .
//Sindexdy = /[x siny?))dy = /ysindey = 5[— cosy?|s = 3
0 0 0 0

Pii opatném pofadi opé&t vzniknou problémy, nebot vnitini integral fol f; sin y2dydz nelze nalézt.
Obecnéji, pro oblast D C IR?, kterou lze napsat jako koneéné sjednoceni zékladnich oblasti D = U?Zle, které
nemaji zadny spoleény vnitini bod, lze zavést dvojny integral obdobné, a plati

[ [ s
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Tato definice nezavisi na konkrétnim rozkladu-nebudeme dokazovat.
Priklad. Vyjadrete jako opakovany integral.

//de, D je omezeno kiivkami z =2,y =z, 2y = 1
//de, D je mezikruzi 1 < 22 4+ 4% < 4

//de, D spliuje z* < y? < 22

Zméite poradi integrace (a vypoctéte, pokud je to mozné):

1 VY
//fd:cdy
0 y

x? 3 3(3-2)

1
//fdyd:ch / fdydzx
0 0 0
2 222 4 10—z 7 10—z
//fdyda:—!—/ / fdydx—i—/ / fdydx
0 0 4 z—4
11 11
/ / sin y2dydz, / / dyda:
0 0

x x
2
0

H\

4—gz2

[=

dydx

31

(21)

(22)
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18. DVOJNY INTEGRAL SUBSTITUCE

Nyni pfejdeme k substituci (zméné proménnych) ve dvojném integralu. Substituce vychézi z vysledku z linearni
algebry pro linearni zobrazeni. Necht uj = (uyj, ..., un;) jsou vektory v IR"™. Potom z linearni algebry vime Ze objem
rovnobéznosténu R vytvoreného témito vektory je roven

Uiz - Ulp
objem(R) = |Det | = ~-.. 1 ||
Unl e Unn
Tvrzeni 18.1. Necht L : IR" — IR™ je linedrni zobrazeni reprezentované matici A. Potom |DetA| je objem obrazu
L(D) jednotkové krychle D = [0,1]™ v IR™.

Definice 18.2. Necht U C IR"™ je otvefend neprdzdnd mnoZina, ® : U — IR™ je zobrazeni, které md derivaci d®(a) v
bodé a € U. Absolutni hodnota determinantu Jacobiho matice (tedy derivace)

Gl o @
Ag(a) = |Det : : |
@ - Fe()

se nazyvd Jakobidn zobrazeni v bodé a.

Vé&ta 18.3. (Veéta o substituci v integrdlu)
Necht U,V C IR? jsou dvé oblasti integrace, ® : U — V je prosté zobrazeni se spojitou derivaci na V = ®(U),

f:V — IR. Potom
//de://A¢-fo<DdS
\% U
Polarni souradnice: diskuse zobrazeni

®:U = (0,27) x (0,00) — IR*\ polopiimka [0,00) x {0} =V
z(p,p) = pcosd, y(¢,p) =psing, Ag =p

//sin(x2 +y2)dS, E={(z,y):1<2*>+y* <16} (24)

//m T={(ry) € R :a’ + (y+2)° <4} = (25)

2w —4sin ¢ 27

/ / p2dpdd = / Jo ™ edg = 543 / sin® pdg =

™

4

—543 /( — cos? @) sin ¢pd¢p = —543[3 cos® ¢ — cos ¢|>™ = ;1—2

//\/ {(z,y) € R*: —2+Z—z§1} (26)

Dokazte (pouZzitim dvojného 1ntegralu a polarnich soufadnic)

2 ™
*wd:‘lf
/6 X 1

Preved'te do polarnich souradnic.
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19. TROJNY INTEGRAL

Trojny integral pfes zakladni oblasti v IR?. Fyzikalni motivaci je napiiklad vypocet hmotnosti trojrozmérného télesa
s proménnou hustotou.

Definice 19.1. Zdkladni oblast V v IR® typu [z,y,2] je oblast ohranicend shora a zdola grafy spojity’ch funkcz’
ha(x,y), hi(z,y) nad zdkladni oblasti D typu [z, y] v IR%. ( nad [a, b] ohranicend dvéma grafy spojitijch funkci s1(z), s2(x) )}
Permutact poradi x,y, z ziskdme zdkladni oblasti vSech ostatnich typu.

Trojny integral 1ze definovat obdobné jako dvojny integral. Pro vypocet lze opét pouZit nasledujici Fubiniho vétu.

Véta 19.2. (Fubiniho véta)
Trojngj integrdl spojité funkce nad zdkladni oblasti V typu [x,y, 2] v IR® spliuje

b s2(z) ha(z,y)

///f:z: y,2)dV = / / / (x,y, z)dzdydx

s1(z) hi(z,y)

Trojny integral pro obecnéjsi oblasti, které jsou sjednocenim kone¢né mnoha zékladnich oblasti, které nemaji zadny
spoleény vnitini bod lze ziskat pouzitim aditivity. Vysledny integral na rozkladu nezavisi. Diskuse.

Priklady-sestavovani integralt, na dva kroky.

Piedpokladame, 7ze V je zadano nékolika rovnicemi ploch (resp. nerovnicemi).

& Metoda 1. Rezy kolmé k vybranému sméru z,y,z. V tomto pifpadé interpretujeme integral [[[ [ IS
Vypocet objemu &tyifbokého jehlanu s vrcholy (+1,+1,0), (0,0, k). Zvol smér z.
Vypocet objemu rota¢niho jehlanu s vrcholy (£1,+1,0), (0,0, k). Zvol smér z.

& Metoda 2. Nalezeni S C IR* a dvojice funkei hy, hy : S — IR. Interpetujeme [ [, [[]. Tento postup je vhodny
pokud mezi podminkami definiéniho oboru lze najit proménnou, ktera se vyskytuje pravé ve dvou podminkach ve
formé vztahu z = hy(x,y), z = ha(z,y).

Pokud V je zakladni oblast, potom metoda 2 bude vest k feseni, obecné ovSem nemusi takova proménné existovat,
napf. pro mezikouli
{(z,y,2) : 1 <a? + ¢y + 22 <4}

Nejjednodussi piipad-integral pies kvadr [a,b] x [c,d] x [e, f]. Spoéitejte hmotnost krychle [0,a]?, jejiz hustota je
rovna p(z,y, z) = 2% + y? + 2%

Trojboky jehlan ve specidlni poloze: Najdéte

/ / / mw (27)

kde E je omezeno plochami =0,y =0,z=0,x+y+ 2= 1.

///@+me (28)

r=zc=y,2=0.(2=hy,ha)

//E/xyzdv (29)

o =1y%z=xy,2=0. (2= hy, ha)

[f [

kde E je kulovy vrchlik omezeny plochami 2% + % + 22 =1,z > 1.

kde E je omezeno plochami y = x2,

kde E je omezeno plochami y = 2

Sestavte
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20. TROJNY INTEGRAL SUBSTITUCE

Substituce v trojném integralu.

se spojitou derivaci na V= ®(U), f:V — IR. Potom

[ ] o= [ fureos

(U)

Véta 20.1. (Véta o substituci v integrdlu) Necht U,V C IR? jsou dvé oblasti integrace, ® : U — V je prosté zobrazeni

& Cylindrické soufadnice (polarni soufadnice v x,y): p > 0,¢ € (0,27),z € IR

x pCos @
y| =®(p,¢,2) = [ psing
z z

cos¢p —psing 0
dd = |sing pcos¢p 0

0 0 1
Odtud Ag = p.
Priklady.
Téleso E je ohrani¢eno plochami z? +y? = 1,2 = 4,2 = 1 — 22 — y%. Jeho hustota je pfimo tmérna vzdalenosti
bodu od osy valce. Najdéte hmotnost télesa

Oznacime f(x,y, z) hustotu, potom f(z,y, z

= K+/2? +y? = Kp.

27 1
m= // / Kr2dzdpde
0 1—p2
27 1 Lor K
T
=//Kp2[4—(1—p2)]dpd¢= 5
0 0

& Sférické souradnice: p > 0,¢ € (0,27),9 € (0,7)

T

psind cos ¢
y | =2(p,¢,9) = | psindsing
z pcos v
sindcos¢ —psindsing pcosdcos
dd = | sind¥sing psindcos¢p pcosdsing
cosv 0 —psind
plati Ap = p?sin?.
Spocitejte objem koule o poloméru r.
2r ™ r 4
/ / / p% sinddpdideo = %7“3
00 0

Najdéte objem télesa ohrani¢eného plochami z > v/22 + 42, 22 + 92+ 22 <2,y >0

1 cosV

// / p% sinddpddde = — //COb Hslnﬂdﬁdd)— =

Dalsi priklady na pouziti transformace soutadnic

&
IZ y2 22 1,2 yQ 22
E
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21. KRIVKY v R"

V riiznych oblastech matematiky existuje nékolik neekvivalentnich definic pojmu k¥ivka. NaSe definice v tomto textu
je v zasadé shodné s definici hladké kiivky z literatury a odpovidé pojmu oblouk ze skript Hamhalter-Tiser. Hlavnim
diavodem tohoto pristupu je zjednodusSeni dikazi a prace s teénym polem a orientovatelnosti. Specidlné, nas pojem
k¥ivky automaticky garantuje Ze uzaviena kiivka je jednoduché (ve smyslu zavedené literatury). Obecnéjsi pripad lze
nalézt napt. ve skriptech Hamhalter-TiSer.

Definice 21.1. Mnozina C C IR™ se nazyjvd kvivka, jestliZe existuje spojité zobrazent
¢ [a,b] = R"
na mnozinu C' s vlastnostmi:
1. ¢ je na [a,b) prosté, ¢(b) ¢ ¢((a,b)),

2. ¢'(t) = [} (¢), ..., P, ()] je spojitd a nenulovd na (a,b), a md limity v krajnich bodech.
Pokud ¢(a) = ¢(b) potom tikdame, Ze kiwka je uzaviend.

Zobrazeni ¢ spliujici tyto podminky budeme nazyvat kratce parametrizace kfivky.

Geometricky vyznam ¢’ je tecny vektor ke kiivce, diskuse.

Obecnéjsi pripad kiivek jejichz parametrizace nejsou prosté, tedy kiivek "protinajicich sebe sama'"nebudeme v
tomto textu uvazovat, nebot v tomto pfipadé je tfeba opatrnéji studovat otazky spojené s teénym vektorem, orientaci
apod., viz. niZe.

Priklady.

Graf funkce y = f(z),z € [a, b].

C={(z,y) :z=ait + b1,y = ast + b}
C={(z,y):a* +y* = a*}
C = {(cost,sint,t) : t € R}

C:{(l',y,Z)ZZ:$2+y2, z:x—l—y}

Véta 21.2. Necht C C R"™ je kiivka s parametrizacemi ¢ : [a,b] — C,v : [¢,d] — C. Potom ezistuje jednoznacné
definovand spojité diferencovatelnd monotonni funkce s nenulovou derivaci h : [a,b] — [c,d], takovd Ze plati

o(t) = ¢ (h(t)).
Rikame, Ze h prevddi parametrizaci ¢ na . Pokud je h rostouct, Fikdme Ze parametrizace jsou souhlasné, pokud je
klesagict Tikame Ze jsou nesouhlasné.

Diikaz. Polozme h = 1)~! o ¢. Potom h je spojita a na, zbyva ovéfit diferencovatelnost, tedy existenci

w(t) = %Z)(to) t,to € (a,b).
frotme 5(0) — ot ¥ o hit) ~ v o hto)
— 0 (e} — O 0
I T Y
Protoze ¢ = 1 o h, mame
B(t) = U(1)w(t) (30)
Protoze ¢’ (h(tg)) # 0 WLOG limy;_,1, U1 () # 0. Tedy ®1(t) = Uy (¢t)w(t),
) = Tim w(t) = lim 228 ¢1(to)
ilto) = g, w0 =1 ) = U (hito))
¢'(to) = ¥’ (h(to)) (to) (31)
Odtud téz vyplyva, Ze h'(tg) # 0. O

Definice 21.3. Pfi zadané parametrizaci ¢ kiivky C C IR™ je jednotkovy tecny vektor v bodé x = ¢(t) definovin
ndsledovné:

¢'(t)

70O = 1o

Diky (31) mame (podle znaménka h'):
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Tvrzeni 21.4. Pro krivku C C IR™ s parametrizaci existuji prdvé dvé jednotkovd tecnd pole (navzdjem opacnd).
Presnéji, pokud ¢ a v jsou dvé rizné hladké parametrizace, potom jejich jednotkovd tecnd pole jsou totozind prdvé kdyz
parametrizace jsou souhlasné. Jinak jsou tecnd pole opacnd.

Priklad: Najdéte jednotkovy teény vektor ke kiivce r(t) = (2,¢,t%) v bodé (2,1,1).
Kazdé parametrizaci prifadime jednotkové spojité te¢né pole
/ t)
2 (0(1) = 1 2F
ll¢" @)l

Definice 21.5. Necht C' C IR"™ je kvivka s parametrizaci ¢. Potom dvojice (C’,?) se nazyvd orientovand kiivka.
Pouzivime zkracené znaceni (C) = (C, 7).

Intuitivné, orientace je determinovina smérem prichodu kiivkou od pocateéniho do koncového bodu.
Rikame, Ze uzavien4 orientovana kiivka (C) v roving je pozitivné (resp. negativné) orientovand, pokud je orientace
proti sméru hodinovych rudicek.

Definice 21.6. Délka kifivky C' C IR™ s parametrizaci ¢(t) = (1(t), d2(t), ¢3(t)), t € [a,b], je definovina:

b b
L= [1e@ldt = [ Jiel0)2 + 0,0)2 + (0402

Tvrzeni 21.7. Délka ktivky nezdlezi na parametrizaci.

Diikaz. ¢(t) = ¥(h(t)) tedy

¢'(t) = (1(1), (1), ¢3(t)) = W' (1) (1 (h(1)), 5 (h(t)), ¢5(h(1)))

b
L= / Ih’(t)l\/(wi(h(t)))2 + (5(h(1)))? + (5 (R(1)))?dt

substituce s = h(t) (pfedpokladejme souhlasné orientace, b’ > 0):

d
— [ + whe) + wy(e))2as

Najdéte délku kiivky

C = {[cost,sint,t] : t € R}
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22. KRIVKOVY INTEGRAL 1. A 2. DRUHU

Definice 22.1. (kfivkovy integrdl 1. druhu)
Necht f je spojitd redind funkce definovand na kfivce C C IR™ s hladkou parametrizact ¢(t) = (¢1(t), p2(t), @3(t)), t €
[a,b]. Potom

/ﬂh—/f D't Mt(/f ()2 + (6h(1))? + (84 (1))2dt

se nazyvd se kiivkovy integrdl 1 druhu funkce f podél C'.

Tvrzeni 22.2. Kvivkovy integrdl funkce f podél C nezdvisi na parametrizaci.

Dikaz. ¢(t) = ¥(h(t)) tedy

¢'(t) = (91(1), $5(1), ¢3(t)) = M (1) (1 (h(1)), 5 (R(t)), d5(h(1)))

Potom

/mk/# DI ()llde = /f (O @) @ (R(0)? + ((h(0)? + (85 ((1))2dE

substituce s = h(t) (pfedpokladejme souhlasné orientace, h’ > 0):
d

= [ £ )2 + (62 + (wis)ds

c

d

Diskuse-nezavisi ani na orientaci, na rozdil od Riemannova integralu na intervalu, kdy zména pofadi mezi méni
znaménko integralu ( v Riemanové sumé se s¢ita pies rozdily f(x;)(ziy1 — i), zde se bere délka elementarniho kroku
ktera je vidy pozitivni).

Priklady:

/xy4ds, C je prava polovina kruznice z2 + 3% = 16 (32)
c

/x% +y%ds C je asteroida x3 —&-y% =16 (33)
c

Definice 22.3. (Vektorové pole)
Necht D C IR™, potom F : D — IR"™ se nazyjvd vektorové pole definované na D.

Definice 22.4. (kiivkovy integrdl 2. druhu)

Necht ? je spojité vektorové pole definované na orientované krivee (C, ?) Potom kiwkovym integrdlem ? podél
orientované kiivky (C) rozumime kfivkovy integrdl

? :?S s)as
(C/) d*c/()?d

Véta 22.5. Necht’? je spojité vektorové pole definované na orientované kiivce (C, ?) s parametrizaci ¢. Potom plati

[Pz = [T 7 @—/? ) el =
(@) ¢

/ﬂ 1)+ Fa(6(1)) 64 () + Fs(6(t)) ) (t)dt

a tento integrdl nezdvisi pri zachovdni orientace na parametrizaci.
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Diikaz. ¢(t) = (h(t)) tedy

¢'(t) = (41(1), 95(1), @5(t)) = I () (1 (A(1)), 3 (h(t)), 5 (h(t)))

b
/ Fi(o(£))¢) () + Fa((1)) 95 (t) + Fa(¢(t))¢5(t)dt
, a
= /Fl(w(h(t)))wi(h(t))h’(t) + Fa (1 (h(2))) @5 (h(2)1 (t) + Fs((h(t))) 5 (h(t)) 1 (t)dt

d
- / Fu(@(s), (s) + Fa(th(s))h(s) + Fs(t(5)))(s)ds

O
Priklady:
/(ax,y,m +y—1)d¥, (C) je orientovana tsecka (1,1,1)(2,3,4) (34)
)
/(y7 z, x)d?, (C) je pozitivné orientovana prisecnice ploch z = zy, 2% + y* = 1. (35)

(©)
Dulezita situace nastava pro pfipad kiivkového integralu vektorového pole zadaného v oblasti prostoru, kdy nés
zajimé zévislost integralu na kiivce pfi zachovani pocateéniho a koncového bodu.

Necht ?(w, y) = (y3, 23), spoctéte kiivkovy integral z bodu (0,0) do bodu (1,1) podél tsecky, resp. paraboly y = x2.

Necht ?(:c, y) = (23,9°), spoctéte kiivkovy integral z bodu (0,0) do bodu (1, 1) podél tsecky, resp. paraboly y = x2.
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23. VEKTOROVE POLE V IR"™

Véta 23.1. (Zdkladni véta pro krivkovy integrdl
Necht U C IR™ je oteviend podmnoZina, (C, 7 ) C U je orientovand kFivka vedouct z bodu A do bodu B, f : U — IR
je tridy C*. Potom

Diikaz.

(C) C
b b
- [ X s wmena = [ Lo = 16m) - )

O

Definice 23.2. Rikdme Ze vektorové pole ? : U — IR™ je potencidlni v oteviené mnoziné U C IR™ pokud existuje
funkce f: U — IR tridy C' takovd, Ze plati
? = gradf.

Rikdme e vektorové pole je konzervativni v oblasti U C IR"™, pokud kivkovy integrdl

[ Faz = 1) - 1.
(9]
podél krivky (C) lezict wvnitt U a spojugici body A, B € U nezdvisi na kiivce (C).

Podle predchozi véty je zfejmé Ze potencialni pole je konzervativni.

Definice 23.3. Rz’kdmej Ze otrevirend mnozina U C IR™ je souvisld, jestlize kazdé dva body uvnitt U lze spojit kiivkou,
kterd je obsaZena v U. Rikdme, Ze otreviend mnoZina U C IR™ je jednoduse souvisld, jestliZe kaZdou uzavienou krivku
v U lze spojité zdeformovat do libovolného bodu v U.

Véta 23.4. NechtU C IR" je oteviend souvisld podmnoZina, ? : U — IR™ je spojité vektorové pole. Potom ndsledujict
podminky jsou ekvivalentni.

1. F' je potencidlni

2. F je konzervativni

3. Integrdl F' pres libovolnou orientovanou uzavienou kfivku (C) v U je roven nule.

Diikaz. 2 a 3 jsou ekvivalentni standartnim argumentem. 1 implikuje 3 jsme jiz dokazali, zbyva 2 implikuje 1. Zvolime
libovolné xy € U a polozime

fla) = / Fds
©)

kde (C) je libovolna orientovana kiivka z zg do z. plati

h h
flx+ hej) — f(x) = | Flz+te;) - e;dt = [ Fj(x +te;)dt
/ /

Podle zékladni véty analyzy mame

a odtud gradf(z) = F(z).
O

Pr. f(x,y) = 22 + %, df (z,y) = (27, 2y)

Obecny pfipad integralu pfes jednoduchou kfivku je popsan v nésledujici vété. Je tfeba navic predpokladat, ze ?
je hladké a oblast je jednoduse souvisla!
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24. GREENOVA VETA

Véta 24.1. (Greenova véta)
Necht D C IR? je jednoduse souvisld podmnoZina, jejiz hranici je uzaviend kiivka (C), pozitivné orientovand (tj.

proti sméru hodinovych rucicek). Potom pro libovolné vektorové pole ? = (F1(x,y), Fy(z,y)) tridy C*, plati

/ﬁﬁ—//aﬁ—ﬂ ds. (36)

Diikaz. Pro zékladni oblast v obou smérech (tedy soucasné typu [z,y] i [y, z]).
D={(z,y):a<z<b:gi(r) <y<ga(e)}
plati (podle zakladni véty analyzy):

//@dé’ / 2/( 6(91;1 (z, y)dydx—]Fl(x792($))—F1(x,gl(m))dgc. (37)
a g1(z) a

Oznacime (Ch), (C2), (C’g) (Cy) orientované €asti hrani¢ni kiivky (C), (Cy) je graf g1, (C3) je graf go.
Potom pouzitim parametrizace ¢asti C1, z € [a,b], d(x) = (z,91(x)), ' (x) = (1, ¢ (x)):
b
[ 50,07 @ds = [ (File,1@),0) (L gi(2)de = [ Fa(o.g1(0))da
(C1) (C1) a
Potom pouzitim parametrizace ¢asti Cs, z € [b,al, d(x) = (z, g2(x)), ¢ (x) = (=1, —g5(x)):
b

/(Fl(s),O)?(s)ds: —/Fl(amgg(x))dx

(Cs) a
/(Fl(s),o)?(s)ds: /(Fl(s),O)?(s)dSZO
(C2) (Ca)

Celkem, s uzitim (37):

/(Fl(;my),O)d?: / + / / / /F1 (x,q1(2)) — Fi(z, g2(x))de = — //@ds

() (C1) (C2) (C3)
Podobnym postupem, jelikoz oblast je zakladnl v obou smérech,

[ 0.5t //@ds

(©)
Se¢tenim téchto dvou rovnosti vyjde (36).
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25. KONZERVATIVNI VEKTOROVE POLE

Definice 25.1. Rz’kdme, Ze pole ? tridy C' v U C IR? je nevirové, pokud plati
oF, O0F;

ox Jy
Pr. ?(m,y) = (2zy, xy?) neni nevirové. ?(x,y) = (3 + 22y, 22 — 3y?) je nevirové.

Véta 25.2. Necht ? je vektorové pole tridy C' na jednoduse souvislé oblasti U C IR?. Potom ? je konzervationi
praveé kdyzZ je nevirové.

Diikaz. Jedna implikace je z Greenovy véty, druha plyne ze zdménnosti parcialnich derivaci. O

Potencialnost je vlastnost globalni, nevirovost je lokalni. Véta obecné neplati bez predpokladu jednoduché souvis-
losti.

Priklady: nalezeni potencialniho pole bud po slozkach, nebo s pouzitim kiivkového integralu.

?(m,y) =3+ 2xy, 2 — 3y2) v IR?

J(y) =-3y* flz,y) =3z+2°y—y°

Nasledujici pole je nevirové v IR? \ {0}, ale neni potencialni. Spoéti kiivkovy integral podél jednotkové kruznice. Je
ovSem potencialni na {(z,y) : y > 0}.

Faw) = (575 )

x2+y2’x2+y2

Definice 25.3. Necht ? je vektorové pole tiidy Ct v U C IR3, (x,y,2) € U. Potom jeho rotace je definovand
ndsledovné
92 9
Oy

e}
oz 9z
OF: IF: OF OF: OF: OF
rOt?(‘/L”:%Z) = det Fl F2 F3 = ( 6y3 - 3227 azl - 82237 612 - 3?!1)
i ok

Rikdme Ze pole je nevirové, jestliZe rot ? =0.

Tvrzeni 25.4. Necht’? je vektorové pole tridy C* v IR3. Potom ? je konzervationi pravé kdyZ je rot ? =0.
Pr:
?(x, y,2) = (y?, 2zy + €%, 3ye3?)
plati rot F' = 0. Necht f je gradient ?7 potom plati:

of
=Y
Z—Jyt = 2zy + e**
af .
et 3ye’
Tedy
f(x,y,2) =2y + gy, 2)
af dg
=L _9 7
oy~ Tty
Tedy
a z z
6—5 = €%, g(y,2) = ye** + h(2)
f(x,y,2) = 2y® + ye®* + h(2)
? = e3% = 3ye®* — 3ye®* =0
z
tedy

flx,y, 2) = zy® + ye**
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26. PLocny
Definice 26.1. Mnozina M C IR? se nazjvd elementdrni plocha, jestlize
M= {(m,y,Z) tR= g(f,y),(x,y) € D}

kde g je spojitd na zdkladni oblasti D a tridy C* na D°. (Nebo podobné pro libovolnou permutaci proménnjch.)
Krajem plochy se rozumi g(0D) C M.

Elementarni plocha je tedy grafem funkce t¥idy C*.

Piiklad
M ={(z,y,2) : 2= /1 —2® —y?, (z,y) € D} (38)

Definice 26.2. Mnozina M C IR se nazjvd plocha, pokud existuji elementdrni plochy M; (tvorict tzv. rozklad M)
takové, Ze M = Uj_y M;, pricemz prinik M; N M; je bud kiivka, nebo konecnd mnoZina.

piiklad. Sféra v IR3, Krychle v IR3.
Definice 26.3. Necht M C IR® je elementdrni plocha zadand funkci g na zdkladni oblasti D C IR?. Potom obsah

plochy M je definovdn
obsah(M) = // ll(grad g, —1)||dS = // 1+ (@)2 + (@)QdS
’ Ox Oy
D D

Pokud M je plocha s rozkladem M = Uj_, M; na elementdrni podplochy, potom poloZime:

obsah(M) = Z obsah(Mj)
j=1

Diskuse: Definice pro elementarni plochu vychéazi z faktu ze vektor (gradg, —1) je kolmy na graf g a jeho velikost
se rovna koeficientu nafouknuti obsahu elementérntho obdélniku z D. Definice ma tedy geometricky zaklad a nezavisi
na g (sméru parametrizace). Definice pro plochu vychazi z aditivity integralu vzhledem na defini¢ni obor.

Spoctéte obsah kulového vrchliku

1
M= {(w,y,2) :2® +y* + 2" = La’ +¢* < 3}
z=1/1—22—y?2
Definice 26.4. Necht M C IR? je plocha, T C IR? je zdkladni oblast, ® = (@1, P, ®3) : T — M C IR? je spojitd a

tridy C' ma M°, kterd je prostd na vnitrku T. Potom ¥ikdime, Ze ® je hladkd parametrizace (nebo jenom parametrizace
pro krdtkost) plochy M.

Pr. Plast valce 22 4+ 22 =32, -1 <y < 2.
®(¢,y) = (3cos ¢, y,3sin¢).

Pr. Parametrizace sféry o poloméru r: vychazime ze sférickych soutadnic.

D(¢p,¥) = (rsind cos ¢, rsin ¥ sin ¢, r cos ).

Vyznam vyrazu %—‘f, %—f. Podle definice,
0P .1
E(Soato) = }lllg%) g(q’(so + h,to) — ®(s0,t0)) =
o1
lim E((‘bl(so + h,to), P2(s0 + R, o), P3(so + h,to)) — (P1(s0, o), P2(s0, o), P3(s0,%0)))
Tedy pokud uvazime kiivku, bézici po povrchu plochy M, ktera je obrazem proménné s tedy prvni soutfadnice, s
parametrizaci

¢(8) = ((1)1(57 tO)v (1)2(87 t0)7 ‘1)3(87 to))
Potom plati

oD
¢'(s0) = g(soyto)

Tedy %—‘f(so,to) predstavuje te¢ny vektor ke kfivce na povrchu M, tedy je téz teCnou k plose M. Totéz plati pro

%*?(807 to)-
Vyraz
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0P o 0P
0s Ot
je tedy vektor kolmy (normalovy) k plose M. Jeho délka | % X %—‘f || je plocha elementarniho elementu plochy, ktery
je obrazem elementu v oblasti parametru, tedy predstavuje Jakobian zobrazeni ®.

Vétu o substituci 18.3 ve dvojném integralu (pro pfipad konstantni funkce f = 1) tak miZeme zobecnit na tento
pripad néasledovné.

Véta 26.5. Necht M C IR? je plocha s hladkou parametrizaci ® = (®1, o, ®3) : T — M C IR®. Potom plati

0o 00
obsah(M) =//Hg x 2 ds
T

Spoctéte obsah anuloidu s vnitinim polomérem 7 a vnéjsim polomérem R: Parametrizace:

(o, B) = (R4 rcosp)cosa, (R+ cos ) sina, rsin )

Vysledek nezdvisi na parametrizaci.

Vysledek: (47%rR).

Abstraktngjsi pristup k plo$nému integralu s pouZzitim parametrizace se zaklada na pouziti Grammovy matice,
kterou znate z linearni algebry. Pro matici A typu k x n, ktera reprezentuje linearni zobrazeni L : R* — R, n > k,
prostoru s Euklidovskou normou, jsou sloupce obrazy jednotkovych vektorii z IR*. k-rozmérny objem rovnobé&znosténu
V jimi vytvoreného v IR"™ je potom vyjadien

Vol (V) = VDet AT A.

Lze ovérit vypoctem, Ze pro néas piipad vyjde stejnd hodnota, tedy

900D 0D od. 0b b
OFO%\p OF 0=y 9= OF
\/Det(as o) (s o) =55 < %!
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27. PLOSNY INTEGRAL 1. DRUHU

Definice 27.1. (Plosny integrdl 1. druhu)
Necht M C IR? je elementdrni plocha zadand funkci g na zdkladni oblasti D, a necht f : M — IR je spojitd. Potom
integrdl f pres plochu M je definovdn

//fds://f(z’y’g(z’y))\/“r(gggc)“‘Jr(gz)?dS
M D

Véta 27.2. Necht M C IR? je plocha s hladkou parametrizaci ® = (®q, @9, ®3) : T — IR?, a necht f : M — IR je

spojitd. Potom plati
o 09
[ [sis=[ [ r@sols; < Flas
M T

Vysledek nezdvisi na parametrizacs.

Vypoctéte plosny integral
//(a:2 +y* + 2)dS
M

kde M je &ast rotacniho paraboloidu z = a? — z2 — 32, 22 + 3% < ‘14—2, a>0.
(pouzit cylindrické soufadnice z = pcos ¢,y = psing, z = a% — p?)
Urcete

f [ e

kde M je povrch jednotkové koule. Pouzit sférické souradnice k parametrizaci (r = 1).
D(pp, ) = (rsind cos ¢, rsin ¥ sin ¢, r cos V).

x=rsindcos¢ y=rsindsing z = rcos

684;1 aa% aa¢>3 —rsindsing rsindcos ¢ 0
38‘1:91 ‘96‘{’92 66793 = | rcos 19 cos¢  rcos 19 sing —rsind
I * i j Kk
od 09
s X e = —r? sin¥(sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos V).
o® 09
x —|| = r%sin .

156 % 39
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28. PLOSNY INTEGRAL 2. DRUHU

Definice 28.1. Necht M C IR? je plocha. Pokud existuje jednotkové spojité normdlové vektorové pole %}, které kazZdému
vnitinimu bodu plochy pFitadi jednotkovy normdlovy vektor ok plose M, potom fikdme Ze T zaddvd orientaci plochy
M. Dwvojice (M, ﬁ) se nazyvd orientovand plocha.

Priklady:
& Hranice 9T télesa T C IR3 (v intuitivnim smyslu, tedy 7' si predstavujeme jako fyzikalni t¥frozmérny objekt)
tvofi obvykle orientovatelnou plochu.

& Mobitv péas nelze orientovat.

& Diilezita poznamka: v praxi se pracuje s plochami, které nejsou hladké (jen po ¢astech hladké)-napf. povrch
krychle. Pro tyto plochy je tfeba pojem orientace oslabit, ve smyslu existence orientace pro libovolné blizké hladké
aproximace téchto ploch. Nebudeme detailné analyzovat.

Tvrzeni 28.2. Pokud M C IR? je elementdrni plocha, kterd je grafem funkce g
M ={(z,y,2) : z = g(z,y), (z,y) € D}
potom existuji pravé dvé orientace spliiujici jednu z formuli
dg 2]
_) (_%(fyy)>_7z($7y)al)
0.
(=52 (x,y), — (2, y), )|

= (5%(z,y), §2(x,y), —1)

1052 (). 52 (2, ), ~ 1)l

Pokud M je hranici zakladniho télesa v IR3, potom Ize definovat jeho orientaci vnitinim, nebo vnéjsim normalovym
polem (bez dikazu).

Definice 28.3. (Plosny integrdl 2. druhu)
Necht M C IR? je orientovand plocha s normdloviym polem, %}, kterd je sjednocenim orientovanijch elementdrnich

ploch M. Plosny integrdl spogitého vektorového pole ? : M — IR? je definovdn

//?d?://?-ﬁdsz//?-ﬁlds+-~-+//?-mds
(M) M M, M,

Tomuto plosnému integralu se fika nékdy ve fyzice tok vektorového pole plochou.
Tvrzeni 28.4. Pokud M C IR? je elementdrni plocha, kterd je grafem funkce g

M = {(mvyaz) te= g(x,y), (mvy) € D}
potom (pii horni orientaci plochy M ):

[ [#as - //?xuwy () = G ). s

(M)
Drikaz. plati
9 2
o (g, -5 (y),1)
= . 2
”(78757(93,y)7 737‘;],(‘%7?/)7 1)”
pouzitim Definice 27.1 dojde k vykraceni jmenovatele. O

Piiklad. Spoé¢téte tok pole ?(w,y, 2) = (y,x, z) pres hranici télesa ohrani¢eného paraboloidem z = 1 — 22 — y? a

rovinou z = 0 s vné&jsi orientaci.
Rozdélime na horni ¢ast a dolni ¢ast, obé& dané grafem funkci z = 1 — 22 — 2, resp. z = 0. Vysledek e
Hornf integral bude (parametrizace jako graf funkce):

//ngxy ) (= @)~ G e, S

kdeD:{(x,y):x2+y2§17g(%y)=1—x -y
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Tvrzeni 28.5. Necht M je elementdrni plocha dand funkci g na zdkladm oblasti D. Necht ® = (®1, &y, ®3) : T — IR3

je hladkd parametrizace plochy M, takovd, Ze vektorovy soucin % X at je nenulovy ve vSech vnitinich bodech D.

Potom orientace pomoci normdlového vektoru spliiuje ndsledujici (nebo —1 ndsobek)

29 . 00

ﬁ)— 0s ot
NEEE ]
Os ot

Véta 28.6. Necht (M, ﬁ)) je orientovand plocha a Necht ? : M — IR? je spojité vektorové pole. Necht ® =

(1, Do, ®3) : T — IR? je hladkd parametrizace plochy M, takovd Ze vektorovy soucin %—q) X M) je nenulovy ve vsech

vnitinich bodech D a je pozitivnim ndsobkem jednotkového normdlového vektoru . Potom platz

L&[ﬁﬁ%z/!F@@M(iX%?%

Viygsledek nezdlezi na parametrizaci.

Priklad Ly
— == 39
[ [y )

(M) je povrch elipsoidu ﬁ—z + Z—z + i—z =1s poloosaml a,b,c, orientovany vné&jsim normalovym polem.

r=asinfcos¢p y=>bsinfsing z = ccosb

D(p, ) = (asind cos ¢, bsin ¥ sin ¢, ccos V).

r=asintcos¢p y=bsindsing z = ccos?

0b, 9%,  O9%g —asindsing bsind cos ¢ 0

Bag 80 adg i i
R acosq?cosqb bcosq?suué —csind
i j k 1 Jj k
ob 09
% X & = —sin¥(besin @ cos ¢, acsin ¥ sin ¢, ab cos 9).
Vidime, Ze pole je orientovano dovnitf, musime tedy zménit znaménko.
2w 1 1
- (besind in 1J si bcos ¥)dddep =
// aslnﬁcosqb bsinvsin ¢’ ccosﬂ) (besind cos ¢, acsinsin 6, ab cos ) didg
Ty b b
//mﬁc oy MMW%MJ T+
c

Pr.

/ /(mQ,yz,zZ)d?
(M)

(M) je povrch koule (z — a)? + (y — b)? + (2 — ¢)? = r? orientovany vn&js§im normalovym polem.

D(p, ) = (a+rsindcos o, b+ rsindsing, c+ rcosd).

aaz; 6822 88? —rsindcos¢ 7rsind cos @ 0
% % 9%s | = | rcostcos¢ rTcost¥sing —rsind
i 5k i j K
b  Od
5% X 70 = —r? sin 9(sin 9 cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ¥).

Vidime, Ze pole je orientovano dovnit¥, musime tedy zménit znaménko.

2

//r2 sind((a + rsind cos $)?, (b+rsinﬂsin¢)2,(c+Tcos19)2) - (sin® cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ) did¢ =
0



2w
0

/
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r? sind((a + rsind cos $)?, (b + rsindsin ¢)?, (¢ + 7 cos 19)2) - (sin® cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ) ddde =

48
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29. GAUSSOVA OTROGRADSKEHO VETA

Definice 29.1. Necht U C IR™ je oteviend mnoZina, ? : U — IR™ je vektorové pole tiidy C*. Pak jeho divergence je
definovdna
or, oF,
divF — g Y
Y e T o

Véta 29.2. (Gaussova Ostrogradskeho véta)

Necht E C IR? je zdkladni téleso, jehoZ hranice OF je plocha orientovand vnéjsim normdlovim polem . Je-li ?
vektorové pole tiidy C* na E, pak plati

///dNFdV://?d?://?-ﬁdS
B (OE) oF

Necht FE je zékladni oblast typu 1,2,3, tedy lze ji povaZzovat za téleso ohrani¢ené shora a zdola grafy funk(n nad
zakladni oblasti v IR? (v kazdém sméru), S = OF je hranice. Necht F = (P, Q, R), tedy divF = Bac + ay + 32’
Stadi dokazat (ostatni dva obdobné), za predpokladu ze F = {(z,y,2) : (z,y) € D,¢1(z,y) < z < oz, y) }:

//OOR wds = ///—dv

Tedy

$2(z,y)

[/ 5= ] Cf B naas

D ¢1(z,y)
pouzitim zakladni véty analyzy:

// dV // (z,y, d2(2,y)) — R(z,y, 61(x,y))dS

Oznac¢me S = 51U S5 US3, kde 51 je spodm plocha S3 je horni plocha a S3 je strana ve sméru osy z, s odpovidajici
orientaci. Je zfejmé, Ze norméalovy vektor 7 k plose Sy je kolmy na vektor (0,0, 1), takze

//OOR - HdS = //OOR ndS+//00R ndS+//OOR
—/S/l(O,O,R)~ﬁdS+/S/3(O,O,R)~ﬁd

ProtoZe na Sz plati (normalovy vektor mi¥i nahoru)
d d
_) ( 6(1;2( 7y)a_ 5(2;2 (xay)71)
d d
”( ¢2( )?_ (')(byz (.’L‘,y),l)“

plati (a podobné pro dolni sténu).

// (0,0, R) //R(x,y,sbz(rc,y))dé’

D
//(o,o,R)-ﬁdsz//—R(x,y,Qsl(x,y))ds
S1 D

Pr.

/ / (z,y, z)d?, (M) je jednotkova sféra orientovand vnéjsim jednotkovym polem
(M)
Pouzijeme Gaussovu vétu pro jednotkovou kouli, divE = 3, tedy

[ [ 7 ] [t

(oP)
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/ / (29, 4? + ¢ sin(ay))d 3,
(M)

(M) je hranici atvaru s vnéjsi orientaci
E={(z,y,2): —1<2<1,0<2<1-2%,0<y<2—2z}
a div? =3y

1—2?

/

z

184
dydzdr = —
yayazax 35

/ / (zy,y* + 6“2,sin(xy))d? = 3/1

(M)

oY

50
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30. STOKESOVA VETA

Definice 30.1. Necht (M, W) je orientovand plocha, jejiz okraj je tvoten uzavicenou orientovanou jednoduchou kiivkou
(c, ?) Rikame, Ze plocha a jeji okraj maji souhlasnou orientaci, jestlize pro vektory 7, 7 plati, Ze pokud se pohybu-
jeme podél kiivky ve sméru 7 a nase hlava ukazuje ve smeéru 7, potom je plocha po nasi levé ruce.

Véta 30.2. (Stokesova véta) Necht’? je vektorové pole tiidy C' na oteviené mnoziné obsahujici elementdrni orien-
tovanou plochu (M, ﬁ), jejiz hranicni krivka (C, ?) je souhlasné orientovand. Pak plati

/?d%:/ / rot?d?

(9] (M)
kde
o 9 8

oz Oy Oz
rot ?(x,y,z) =det| F, F, Fy| = (8F3 OF OF, _ 9F3  9F, %)

i j k

oy 0z Oz ox ox oy

Diikaz. Piedpokladejme, Ze plocha (M,ﬁ)) je grafem funkce z = g(z,y), orientovana nahoru, kde (x,y) € D lezi v
jednoduse souvislé oblasti s hraniéni pozitivné orientovanou jednoduchou k¥ivkou (C1), jejiz obraz je hraniéni kiivka

(C) plochy (M).

. OF; _ 0F, OF _ OF3 98F _ 8F )\ —
/ / ’I’Ot?d? = // ( Dy Oz Oz ox ox 8y> ndS
D

(M)

_ OFs _ 0Fy, OFy _ 0F3  9Fy OF )\ (_YJ _ZJ
_//(By 0z 0z ox ox oy )( or’ 8y71)ds
D

—
|
QL
w]
[

9\@

—~
&
-
-~
~—
:_/
&
-
,(:F\
~—
\.\/
I
-
~
~—
N~—
SN—"
-
~
~
QL
~

pouzitim Greenovy véty

-/ Z (52 (Fale 960, 0)) + Fale. 9000 52) = 5L (Fi o gle. ) + Fale g6, ) 50)dS

Po provedeni tprav

89 6g
OF OF: OF OF: OF: OF
_//(78;_ 622’ 87;_789337 78:1:2_78;)( oz’ 9271)d5

D
O
Priklady:
/(—yQ, x,22)ds (40)
(&)
(C, 1) je prinik roviny y + z = 2 a vélce 22 + y? = 1, orientovana kladné p¥i pohledu shora.
plati

9 o] o)
oz dy 0z

rot ?(x,y, z)y=det | —y2 =z 22| =1(0,0,1+2y)
i3k
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Mnozina M = {(z,y,2) : y + 2z = 2,22 + y* < 1}, zvolime souhlasné orientace. M budeme parametrizovat jako graf
funkce,

M = {(z,y,2) : 2 = g(z,9), (v,y) € D}

90 0% 9y dg
as X at _( ax(xay)7 0y($’y)’1)

Pak plati (pouZzitim grafové parametrizace)

s orientaci nahoru, tedy

27 1

(c[) ?d_):/(]\l) rOt?d?:/[[(1+2E/)dszb/()/(l—i—2rsin6‘)rdrd9=7r

Pr.
Uzitim Stokesovy véty spocitejte [[ rot ?d?, kde ? = (yz,x2,2y), M je &ast sféry a? + y? + 22 = 4, ktera lezi
(M)
uvnitf valce 2 + y? = 1, orientovana nahoru.
Hraniéni kiivka je (C), 22 +y? = 1,z = 1/3. Parametrizace

r(t) = (cost,sint,v/3), 0 <t < 2m
r'(t) = (—sint,cost,0), 0 <t < 2

/ / rot Fdg = / Fav = / Blr(t) - (H)dt = 7(—\/§sin2t+ V3 cos? t)dt = 0 (41)
(M) () C 0

Pr. Trik se zamé&nou plochy za jinou plochu se stejnou hranici ( v tomto p¥ipadé kruh D, 22 + y? < 1).
Uzitim Stokesovy véty spocitejte [[ rot d?, kde F' = (22yz,z,e*®¥ cos z), S je polosféra 2 +y? + 22 =1, 2 > 0,

()
orientovana nahoru.
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31. CVICENT 1-RADY

(1) Zjistéte zda fada konverguje (resp. absolutne konverguje)
o0

(oo}

2" 43" (q 3)” 1
nglm nZO o Z ; (S8
37n Z (7)™ Z 1 = 1
= nm (4n—2)" n—y/n = Inn
ioj 1 ioz 1 io: 2+sinn = n
n(lnn)3/2 n?lnn n n3—1
n=2 n—2 n=1 n=1
00 s 00
i +1
NCIE TN = e
n= n=1 n—=

53
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32. CVICENI 2-FUNKCNI RADY

(2) NaJdete polomér a 1nterva1 konvergence:

PICIE IS L
X Hk
£ .y
(3) Najdéte Taylorovu fadu a jeji interval konvergence:
f(z) =sin(z?), 20=0f(x) = 3%, 20=0
f(x) =In(2 +x2), r9=0 f(z) = =%, 20=0
x :(i’:ig)ﬁQ J?o—of(l“):%g To = —2

n
x)=e*2x+1) z0=0 f(z) = (x+1)sin(2rz) x0=-1

54
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33. CVICENI 3 FOURIEROVY RADY

(4) Najdéte Fourierovu fadu funkce
f(t) =3sin*t 4+ 2cos?t, t € (0,2)

f(t) =cos*t, te€(0,2r)

cost pro0<t<Z,
f(t) = OIS re (o
t 0<t<Z,
Ft) =P PIOU=ES9 e 0,0
0 5 <t<m,
sint pro0<t<Z,
f(t) = POTEIS Y e (o)
0 7 <t<m,
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34. CVICENI 4-OPAKOVANI GEOMETRIE IR", PRIKLADY
Tvrzeni 34.1. x -y = ||x||||y|| cos ¢, kde ¢ je thel sevieny obéma vektory.
Diikaz. Uvazme trojuhelnik s vrcholy O = 0, A = x, B = y. Podle kosinové véty plati
|AB* = |OA|? + |OB|? — 2|0 A||OB| cos ¢.
Ptevedeno do do jazyka vektori,
1% =y = Ix[I* + lly[I* = 2llx[[ly] cos -
Zbyvé uzit definice normy pouzitim soufadnic.

TakZe po tpravé dostaneme:
X-y

cos p = .
[y

Odtud plyne snadny test kolmosti dvou vektora x -y = 0.
Definice 34.2. Vektorovyj soucin, pouze pro vektory z IR>.
i j ok
xxXy=det |z xy 3| = (T2ys — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)-
Yy Y2 Y3
Dale zavedeme smiSeny soucin

(x xy)-z=(v2y3 — ¥3y2)21 + (T3y1 — T1Y3)22 + (T1y2 — T2y1)z3 = det [ 21 22 3
Y Y2 Y3
Odtud je vidét ze vektorovy soucin je kolmy na oba souéinitele. Protoze determinant je roven objemu rovnobeznos-
ténu urcéeného vektory v matici, vidime téz, Ze vektorovy soucin je v absolutni hodnoté roven obsahu rovnobéznika
uréeného vektory. Znaménko zalezi na orientaci, pravidlo pravé ruky.
plati tedy:
x> yll = lIx[llyl sin¢.
(1) Najdéte velikost tthlu mezi hlavni diagonalou krychle a diagonélou jedné ze stran, kterd s ni mé spoleény
vrchol.
(2) Dokazte formuli pro kolmou projekei z vektoru y na vektor x:

x
(3) Dokazte

Cauchy-Schwartzova nerovnost |x - y| < ||x]||ly|l-
(4) Dokazte

Trojuhelnikova nerovnost ||x + y| < |Ix|| + ||y]l-
(5) Dokazte

Rovnob&zmikové pravidlo ||x +y|* + [x — y[* = 2[x|* + 2|y |*.
(6) DokaZte, Ze x X y = —y X X.
(7) Dokaite, Ze x- (y +2z) =X Xy+x X2
(8) Dokaite, Ze x X (y xz) = (x-2)y — (x-y)z
Necht P je bod lezici v roviné dané tfemi riznymi body @, R,S. Ozna¢me a = Q—}>3,b = Q?,c = Q?
Potom plati
(axb)-c=0.
Odtud lze odvodit rovnici pro rovinu uréenou body @, R, S. Obecna formule pro rovinu (afinni podprostor) je
az + by + ¢z + d = 0, normalovy vektor je naptiklad n = (a, b, ¢).
Rovina obsahujici bod X = (21,22, z3) s normalou n = (a, b, ¢) spliwje rovnici
(x —x1,y — 29,2 —x3) -m=0.
Vzdalenost bodu X = (21, 29, x3) od I‘OVEIX p dané formuli az+by+cz+d = 0. Zvol libovolny Y = (y1,y2,y3)
v roving. Bud ¢ thel mezi vektorem v = XY a normélovym vektorem n roviny p. Potom
n-v| |axy +brs + cw3 +d

[l VaZ b2 + 2

—
dist(X, p) = | X7 cos d] = |
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(9) Zjistéte, zda pFimka prochézejici body (0,0,1) a (1,—1,6) je kolmé na pfimku prochazejici body (—4,2,1) a

(717 63 2)

(10) Najdéte rovnici pro rovinu prochéazejici bodem (1,4, 5), ktera je kolma na vektor (7,1,4).

(11) Najdste rovnici pro rovinu obsahujici body (0,0,0), (1,1,1), (1,2, 3).

(12) Necht P je bod lezici mimo rovinu danou tfemi riznymi body Q, R, S. Ozna¢me a = Cﬁ,b = Q?m = Q?
Dokazte ze vzdalenost bodu P od roviny spliuje

L lla-tbxo)

llax bl
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35. CVICENI 5- MNOZINY A SPOJITOST

(1) Diametr mnoziny M je definovan vzorcem
diam(M) = sup{[|z — y||, z,y € M}

Stanovte diametr mnozin: M = [0,1]%, M = [0, 1] etc.
(2) Urcete vnit¥ek, hranici a uzavér mnozin:

M = {(x,y) : 2 + 2z +y* < 3,2% — 4o+ < 0}

M =A{(z,y,2):xc+y+2>1}

Q..racionalni ¢isla
(3) Sestrojte priklady mnozin v IR? s nasledujicimi vlastnostmi:

nemé vnitini bod ani vnéjsi bod

nemé hrani¢ni bod

nema vnéjsi bod a je uzaviené

nema zadny hromadny bod, ale neni koneéna

je uzaviend a kazdy jeji bod je izolovany
(4) Dokazte Ze sjednoceni libovolného systému otevienych mnozin je oteviena mnozina. Plati téZ pro prunik?
(5) Najdéte defini¢éni obory funkei

f(xa y) = ln(:z:y — 1)7

f(z,y) = zyv/a® +y,

fl@y,2) =In(1 —2? —y® — 22)

n(d—z2 a2
fla,y) = %

(6) Nacrtndte graf funkce
fley)=2—2—-3y

flz,y) =2y
f(z,y) = /a2 + 9y?
flay) =17

f(z,y) =y —cosx
(7) Najdéte limity L
li sin(z“+y ),
(s (0.0) SV
lim sin(z+y)
(@)= (0,0) TV 7
lim — &tryty”
(@y)—(0,0) 7Y’
li zoy
(z.) > (0,0) FV’
lim 2oy
(,y)—(0,0) T T2V
lim a2 —y’z
(@,y,2)—>(1,2,3) =71
(a2 + 2"

Ty+yz+xz

Z27

li
(x,y,2)—(0,0,0)
lim
(2,,2)-(0,0,0) © VT
2.2 2
lim _zytzt
(@.9,5) - (0,0,0) * U+
(8) Zjistéte, zda existuje ¢ € IR takové, aby nasledujici funkee byla spojita

[ @y £ 0,0
/) {C, (z,y) = (0,0).
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36. CVICENI 6-PARCIALNI DERIVACE

Najdéte nésledujici smérové derivace

flx,y) =e®cosy, P(1,%), u=i-j

f(xay’z) =23 71’2:% P(17672)7 u= (3a4712)'
Najdéte te¢nou rovinu ke grafu funkce

2z =2x? +y* v bodé (1,1,3)

z = xy +sin(z + y), v bodé (1,—1,—1)

Najdéte linearizaci funkce f(z,y,z) = e’ 4 rtyz v bodé (1,1,1).
Najdéte rovnici te¢né roviny k elipsoidu

24+ 202 +22=1
ktera je rovnobézné s rovinou 4x + 2y + z = 0.
Najdéte rovnici teéné roviny k elipsoidu

ktera vytina stejné tseky na vSech soufadnicovych oséach.

Najdéte parcialni derivace néasledujicich sloZenych funkci. % kde w =
%, %, kde z = ze¥ + ye~
%Zv % pros=0,t=1,kde u = zy+yz + 22, x = st, y = e, z = t%.

Najdéte gradient f v bodé P a najdéte rychlost rastu f v P ve sméru vektoru u. f(z,y) = e*siny,

u=(-1,2) f(x,y,2) =ay +yz® + 23, P(2,0,3), u=(-2,-1,2).

Najdéte jednotkovy smér nejvétsiho riastu dané funkce v bodé P.
flz,y) = 2%y +e*¥siny, P(1,0)
flz,y,2) = ze¥ + 22, P(1,In2, %)

XXXXXXKXXXXXKXKXXKXKXX
Pfipomeiite si kvadratické povrchy (kvadriky). Nadrtnéte je proa =b=c = 1:

2 4 z—z + z—i =1 elipsoid

a2

z
Yy
T

,x:sgt,y:stQ

—
&
N

(b) 2—2 ;i— Z—z - z—z = 1 jednodilny hyperboloid
(¢) =% — 4 + % = 1 dvoudilny hyperboloid
(d) 2 =2 + % kuzel

(e) 2= g—i + Z—j elipticky paraboloid

(f) 2 =2 — % hyperbolicky paraboloid

(g) sz + %z = 1 elipticky valec

(h) y = ax? parabolicky vélec.

+ 2Lz =t y=cos(2t), z
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(10)

(18)

(19)
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37. CVICENI 7-8, PARCIALNI DERIVACE A EXTREMY

Najdéte derivace nasledujicich slozenych funkci. w = 22 + y? + 22, = st, y = scos(t), z = ssint,
u=zxy+yz+zx, x=sty=e", z =1t
z=y’tanz, v = t2uv,y = u + tv2.

Najdéte kritické body nasledujicich funkei:

f(z,y) = 2* +9° + 4o — 6y

flay) =yvo —y* —x+6y
f(SC,y,Z) :$4+y4+24
Najdéte lokalni extrémy nésledujicich funkei:
flx,y) =222 + 3zy + 4y* — 5x + 2y, f(z,y) = 2% —y> — 20y +6
Najdéte absolutni extrémy funkce f(z,y) = 22 + y? na trojuhelniku ohrani¢eném pifmkami x = 0,y =
0, y+ 2z =2
Najdéte absolutni extrémy funkce f(x,y) = 2 — xy + y* na mnoziné |z| + |y| < 1.
Najdéte absolutni extrémy funkce f(x,y,2) = = +y + 2z na mnoziné 2% + y? < 2 < 1.
Necht f(z,y) = e’ Najdéte f,, fy(1,1). Ovéite ze plati fuy = fyz. Najdéte fip,. Necht f(z,y,2) =
25 + y2? + sin(xy) + cos(zx). Najdéte fu, fyz, foz-
Dokazte ze nasledujici matice jsou invertibilni. Najdéte inverzni matici pouzitim metody elementarnich sloup-
covych operaci, a metodou determinantu.

2

1 0 2 1 2 2 0 1 2
01 1}),{0 1 1,11 1 1
0 01 0 0 1 0 0 1

Najdéte ortogonalni matici, ktera redukuje nasledujici matici na diagonalni tvar. PouZijte pfitom fakt, znamy
jako véta o hlavnich osach, ktery rika Ze symetrickou matici lze prevést na diagonalni matici pomoci or-

thogonalni transformace soufradnic.
5 -3 2 2V3
-3 5 )'\2v3 —2)°

Preved'te ortogonalni transformaci na diagonalni tvar nasledujici kvadratické polynomy (pouZzitim maticové
reprezentace kvadratickych polynomd, jakoZto bilinearnich forem):

522 — 6zy + 5y?, 222 + 4v/3zy — 212
Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné pro funkci v okoli bodu
fla,y) =2y® — 22" 142, (2,9) = (0,0)
fla,y,z) = ay?2®, (2,y,2) = (1,2,1)
Kruhovy talif s rovnici 22 + y? < 1 je zahfaty na teplotu T'(z,y) = 2% + 2y? — x. Najdéte nejteplejsi a
nejstudenéjsi bod na talifi.

Pouzitim Lagrangeovych multiplikdtorti najdéte rozméry obdélnika s maximalnim obsahem, ktery lze vepsat
do elipsy

% + % =1, a jehoz strany jsou rovnobézné s osami soutadnic.
Najdéte bod v roviné dané rovnici 2z — y + z = 1, ktery je nejbliZze bodu (—4, 1, 3)
Najdéte bod na plose zadané rovnici 22 = 2y + 1, ktery je nejblize po¢atku souadnic.
Najdéte tii pozitivni ¢isla jejichz soucin je maximalni, a jejichz soucet je roven 100.
Najdéte extrémy funkce s vazebnou podminkou:
fla,y) =a® —y? 2® +y° =1

f(xayvz) :x7y+327 $2+y2+422 =4

flryy,2) =at oyt + 24 2 2 422 =1

fley) =2+ 4% 2 =20 +y° -4y =0.
Najdéte tihel sevieny dvéma plochami v bodé

Py +22 =8, (- 1)+ (y—2)°+ (2 —3)*=6, (2,0,2)

Ovéfte predpoklady véty o implicitni funkci pro rovnici ze¥ +sin(z,y) + y — In2 = 0, kde y je diferencovatelna
funkce proménné x kolem (0, 1n 2). Spoditejte % v tomto bodé.
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38. CVICENI 9-DVOJNY INTEGRAL
Integrujte f(x,y) = ycos(ay) pres obdélnik 0 <z <7, 0 <y < 1.
Integrujte f(x,y) = xe™ pres obdélnik 0 <z <1,0<y < 1.
Integrujte f(z,y) = ﬁ pies obdélnik 1 <2 <2,0<y <1.
Zménte potradi integrace nasledujicich integrala

(1
(2
(3
4

~— — — —

V2ax

7 / fdydx

0 V2az—=x?
2
5) Nakreslete oblast integrace a spocitejte integral Ly 3y3e™ dx dy.
o Jo
(6) Nakreslete oblast integrace, uréete vhodné pofadi integrace a spocitejte integral
2 rd—z? L 2v 8 r2 dyd
Io Jo iy dydr o f% y%iﬁ

7) Vypocitejte integral pouzitim polarnich souradnic 22 + y2 dS kde D je ohrani¢eno kiivkou r = 1+cos@.

D
8) Vypodcitejte plochu kvétu D, kde D je ohrani¢eno kiivkou r = | cos 66)|.

yp Jjte p ) J

(9) Vypoditejte integral pFechodem do polarnich soufadnic

4—y?

(x* +o?) dz dy

e~ (@ +v7) dy dx

O\H O\M
0\3 o\

(10) Pouzijte substituci u = = 4 2y, v = & — y pro vypocet integralu
2/32—2y

/ / (z 4 2y)eV™) dz dy

0y

(11) Najdéte hmotnost a polohu tezisté trojihelnika s vrcholy (0,0), (1, 1), (4,0), hustota je rovna p(x,y) = .

(12) Najdéte hmotnost a polohu tezisté ¢asti roviny ohrani¢ené parabolou y = 9 — 22 a osou x, hustota je rovna
p(x,y) =y.

(13) Najdéte objem rota¢niho télesa ohrani¢eného paraboloidem z = 22 + 42 nad kruhem 22 + 32 < 9.

(14) Najdéte objem rota¢niho télesa ohrani¢eného paraboloidy z = 322 + 2 + 3y a z = 4 — 22 — 2.
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39. CVICENI 10-TROJNY INTEGRAL

(1) Nalrtnéte oblast integrace
z

I,
i7

fdxdydz

\cc

Yy

fdzdydz

/

x

%

/ 22

/ / fdxdzdy
0 0

x

/ / /fdym
[f [

kde F = {(2,9,2), 0<y<1,0<2<y,0<z<z+y}.

[f [

kde E je ohrani¢eno shora rovinou z = x + 2y, a lezi nad oblasti v roviné xy, ohrani¢ené kiivkami y = 22,y =

0,z =1.
///wW
E

kde F je ¢tyistén s vrcholy (0,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(0,1,1).

[f [

kde E je ohrani¢eno paraboloidem = = 4y? + 422 a rovinou z = 4.

—3x3—-3xz—y
/ / dz dy dx
0 0

In(siny) =z

/ / e dzx dz dy.
0 0 —o0

(4) Najdéte objem télesa ohrani¢eného eliptickym valcem 422 + 22 = 4 a rovinami y = 0, y = 2 + 2.
(5) Sestavte vSechna pofadi integrace pro integral

[ ][ av
E
kde F je ohrani¢eno plochami:

22+ 22=4,y=0,y=6, (tesp. 2 =0,z =y, 22 =1 -y 922 + 49> + 22 = 1)

N
|

mo\

(=)

(2) Vypoctste

— O\H
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40. CVICENI 11-SUBSTITUCE V TROJNEM INTEGRALU

(1) Nacrtnéte oblast integrace a spoctéte

27 4—r?

/ / rdzdrdd
0 0

/ / p? sin pdpddde
00

[] [

kde E = {(z,y,2), * +y*> <4,-1 <2 <2}

//E/x?dv

kde E je vnitfek valce 22 4+ y? = 1, ohrani¢eny shora kuzelem 22 = 422 + 4y? a z > 0.

///xe(x2+y2+z2)2dv
E

kde FE je mezikouli o vnitfnim poloméru 1 a vnéj$im poloméru 2.
(3) Prevedte do cylindrickych soufadnic a spoctéte

[N

/
/

(2) Vypoctéte

1
/ / xyzdzdxdy
1 0

63



(3)
(4)
(5)

(6)
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41. CVICENI 12-KRIVKOVY INTEGRAL

Integrujte f podél kiivky.

floy) = 2L, Ciy=% od (1,1/2) do (0,0).

flx,y) =z +y, C: 22 + y?> = 4 v prvnim kvadrantu od (2, 0) do (0,2).

f(z,y,z) = z/y — 322, x(t) = (cos(2t),sin(2t),5t), 0 < ¢ < 2.
Najdéte praci sily F' vykonanou na ¢astici

? = (322 — 3x,32,1), podél piimky r(t) = (¢,t,t), 0 <t < 1.

= (y+ 2,2+ x,x +y), podél kiivky r(t) = (¢,t%,t4), 0 <t < 1.

Spoditejte f(c) F.drkde F = (y, —x), podél kiivky 22 + y2 =1 od (1,0) do (0, 1).
Pouzijte Greenovu vétu k vypoctu integralu f(c) (3y, 2x)ds, kde C je hranici oblasti 0 <z <w, 0 <y <sinz,
pozitivné orientované.

Pouzijte Greenovu vétu k nalezeni prace sily F = (2293, 42%y?) podél hranice p¥i pohybu proti hodinovym

rucickam, oblasti v prvnim kvadrantu ohrani¢eném osou z, pfimkou x = 1, a kiivkou y = x3.

Zjistéte zda vektorova pole jsou konzervativni, a najdéte jejich potencialni funkci.

?1 = (ysinz, zsin z, 2y cos z)
?2 = (—y* — 222, 2yz — 2zy,9° — %)
Fy=(y0+2-y)
Dokaizte, Ze prace sily F- (2% +y,y? + x, ze*) podél kiivky z (1,0,0) do (1,0, 1) nezavisi na draze.
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42. CVICENI 13-PLOSNY INTEGRAL

(1) Najdéte plochu ¢asti roviny @ + 2y + z = 4, ktera lezi uvnitt valce 22 + 3> = 4.

(2) Najdéte plochu ¢asti roviny 2z + 3y — z = 1, ktera lezi nad obdélnikem [1,4] x [2,4].

(3) Najdéte plochu paraboloidu z = 22 + y2, ktera lezi pod rovinou z = 9.

(4) Spocitejte [ [z dS, kde S je ¢asti valce 2 + y* = 1 mezi rovinami z =0a z =z + 1.
5

(5)

(6)

Spocitejte [ [ F - dS kde:
()
(7) F= (e¥,ye®, 2%y), a S je Easti paraboloidu z = 22 + 32, nachézejici se nad ¢tvercem 0 <2 <1,0<y<1s
%rni orientaci.
(8) = (z,zy,xz), a S je Casti roviny 3z + 2y + z = 6, ktera lezi nad prvnim oktantem s orientaci nahoru.
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43. CVICEN]I 14-INTEGRALNI VETY

(1) Pomoci Stokesovy véty spocitejte [ [ rot? -dS, kde ? = (2yz,x,e" cos z), S je ¢asti sfery o2 +y%+ 22 =1,
(€))
z > 0, orientované nahoru.

(2) Pomoci Stokesovy véty spoditejte f(c) 7. dr, kde F= (xz,2xy, 3zy), C je hranice ¢asti roviny 3z +y+ 2z = 3,
v prvnim oktantu pfi pohledu shora.
Pouzitim Gaussovy véty spocitejte tok pole ? pres S, kde
? = (3y%23,92%y22, —4xy?), a S je povrch krychle (£1,41,41);

= (23,93,2%), a S je sféra 22 + y? + 22 = 1.
Ovérte Gaussovu vétu pro pole F'(z,y, z) = (3z,xy,222), kde E je krychle ohrani¢ena rovinami z = 0, x = 1,
y=0,y=1,2=0,az=1.
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