
ANALÝZA VE VÍCE PROM�NNÝCH

PETR HÁJEK

Tento text je osnovou jednosemestrální p°edná²ky analýzy více prom¥nných,
která pokrývá diferenciální a integrální po£et, a krátkého úvodu do funk£ních °ad.
P°edpokládá se znalost základru analýzy jedné prom¥nné a základru lineární alge-
bry. P°edpokládaný rozsah je 26-30 p°edná²ek (90 min),

Cílem p°edná²ky je seznámit studenta s hlavními pojmy a metodami této oblasti,
s drurazem na porozum¥ní jejich geometrickému významu, p°i sou£asném udrºení
matematické p°esnosti na p°ijatelné úrovni pro pouºití v b¥ºných aplikacích.

Text byl sestaven na základ¥ dvojice skript Hamhalter-Ti²er, s n¥kterými modi-
�kacemi.

1. Úvod

Opakování n¥kterých základních pojmru a vlastností-zejména reálná £ísla, reálné
funkce a derivace z konceptuálního hlediska.

V tomto kurzu vycházíme z intuitivní p°edstavy o reálných £íslech, jejichº mode-
lem je reálná osa IR s operacemi +,× a uspo°ádáním <. Reálná £ísla lze vybudovat
vycházeje z racionálních £ísel s pouºitím principu (axiomu) úplnosti. Tento princip
hraje hlavní roli p°i budování a aplikacích analýzy. Opakování pojmru z p°edchá-
zejícího kurzu MA1:

Nekone£ná posloupnost (resp. °ada) a její limita, konvergence, spojitost funkce
jedné reálné prom¥nné, derivace, lokální a absolutní extrém, ur£itý a neur£itý inte-
gral, maxA, minA, supA, infA.

De�nice 1.1. (Princip úplnosti)
Kaºdá shora omezená podmnoºina A ⊂ IR má supremum supA ∈ IR.

Tento princip lze ekvivalentn¥ formulovat také následujícím zprusobem, který
umoº¬uje vytvá°et nové objekty v analýze pomocí limitního procesu.

De�nice 1.2. (Princip úplnosti-alternativní formulace)
Kaºdá omezená posloupnost {xk}∞k=1 v IR má konvergentní podposloupnost {xkn}∞n=1,

limn→∞ xkn = x ∈ IR.

Jedním z drusledkru úplnosti reálných £ísel je existence °e²ení rovnic pro spojité
funkce.

V¥ta 1.3. (Nabývání mezihodnot)
Nech´ f je spojitá [a, b], f(a) < C < f(b). Potom existuje c ∈ (a, b) takové, ºe

f(c) = C.

Drukaz. Poloº c = sup{x, f(x) ≤ 0}. �

P°íklad: funkce f : Q→ Q, f(x) = x2 nenabývá mezihodnot (nap°. 2). Podobn¥,
f(x) = x2 − 2 nenabývá svého minima.

V¥ta 1.4. (V¥ta o existenci extrému)
Nech´ f je spojitá na [a, b]. Potom existuje c ∈ [a, b] takové, ºe f(c) = max{f(x) :

x ∈ [a, b]}.
1
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De�nice 1.5. �íkáme, ºe funkce f : (a, b) → IR je t°ídy Ck pokud f je spojit¥
diferencovatelná aº do °ádu k, t.j. f ′, f ′′, . . . , f (k) existují a jsou spojité na (a, b).

V¥ta 1.6. (Základní v¥ta integrálního po£tu)
Nech´ f je t°ídy C1 na [a, b]. Potom platí

f(b)− f(a) =

b∫
a

f ′(t)dt

V¥ta 1.7. (V¥ta o st°ední hodnot¥)
Nech´ f je spojitá [a, b], a t°ídy C1 na (a, b). Potom existuje c ∈ (a, b) takové, ºe

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Drukaz. První krok pro p°ípad f(a) = f(b) (Rolleova v¥ta) s pouºitím maxima.
Druhý krok ode£íst lineární funkci. �

P°íklady. Polynomy, trigonometrické funkce, exponenciální funkce, racionální
funkce, logaritmus, a téº funkce od nich odvozené s pomoci b¥ºných algebraických
operací a operace skládání jsou t°ídy C∞ na svých de�ni£ních oborech.

De�nice 1.8. (Symbol o(tk))
�íkáme, ºe funkce φ, která je de�novaná v okolí nuly, φ(0) = 0, spl¬uje vztah

φ(t) = o(tk)⇔ lim
t→0

φ(t)

tk
= 0.

Je z°ejmé, ºe φ(t) = o(tk)⇔ φ(t) = ψ(t)tk, pro n¥jaké ψ, lim
t→0

ψ(t) = 0.

Tvrzení 1.9. (Taylorova formule 1. °ádu)
f(x+ t) = f(x) +At+ o(t) platí práv¥ kdyº f ′(x) existuje a je rovno A.

Drukaz.

V¥ta 1.10. (Taylorova formule 2. °ádu)
Nech´ f je funkce spojitá na [a, b], a t°ídy C2 na (a, b), x ∈ (a, b). Potom platí

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+
1

2
f ′′(a)h2 +R(a, h),

kde
|R(a, h)| ≤ sup

t∈[0,1]

|f ′′(a+ th)− f ′′(a)|h2.

Speciáln¥ tedy platí

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
1

2
f ′′(x)h2 + o(h2)

Drukaz. Pouºijeme opakovan¥ základní v¥tu analýzy 1.6

f(a+ h) = f(a) +

a+h∫
a

f ′(t)dt = f(a) + f ′(a)h+

a+h∫
a

(f ′(t)− f ′(a))dt

= f(a) + f ′(a)h+

a+h∫
a

( t∫
a

f ′′(τ)dτ
)
dt
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= f(a) + f ′(a)h+

a+h∫
a

(
f ′′(a)(t− a) +

t∫
a

f ′′(τ)− f ′′(a)dτ
)
dt

= f(a) + f ′(a)h+
1

2
f ′′(a)h2 +R(a, h),

kde
|R(a, h)| ≤ sup

t∈[0,1]

|f ′′(a+ th)− f ′′(a)|h2

Speciáln¥, je vid¥t ºe R(a, h) = o(|h|2).
�

Drusledek 1.11. Nech´ funkce f t°ídy C1 má lokální extrém v bod¥ x. Pak platí
f ′(x) = 0. Nech´ funkce f t°ídy C2 spl¬uje f ′(x) = 0, f ′′(x) 6= 0. Potom f má v
bod¥ x lokální extrém.

Obecný tvar Taylorovy formule, druleºitý pro práci s mocninnými °adami.

V¥ta 1.12. (Taylorova formule k-tého °ádu)
Nech´ f je funkce spojitá na [a, b], a t°ídy Ck+1 na (a, b), x ∈ (a, b). Potom platí

f(a+ h) =

k∑
i=0

1

i!
f (i)(a)hi +

1

(k + 1)!
f (k+1)(η)hk+1,

pro n¥jaké η ∈ [a, b]. Speciáln¥ tedy platí

f(x+ h) =

k+1∑
i=0

1

i!
f (i)(x)hi + o(hk+1)

Zjednodu²en¥ lze °íci, ºe hlavními výsledky na²eho kurzu bude zobecn¥ní Taylo-
rovy formule a Základní v¥ty analýzy na p°ípad funkcí více prom¥nných.



ANALÝZA VE VÍCE PROM�NNÝCH 4

2. Nekone£né °ady

Vycházíme z p°edpokladu znalosti pojmu konvergence posloupnosti, tedy po-
sloupnost £ísel (an)∞n=1 konverguje k £íslu A pokud platí

(∀ε > 0)(∃N ∈ IN)(∀n > N)(|an −A| < ε). (1)
Jak plyne z úplnosti reálných £ísel, posloupnost je konvergentní práv¥ kdyº je

Cauchyovská, tedy platí

(∀ε > 0)(∃N ∈ IN)(∀n,m > N)(|an − am| < ε). (2)
Budeme pracovat s formálními výrazy tvaru

∑∞
n=1 an, které se nazývají neko-

ne£né °ady. Hlavní otázka je, zda tyto nekone£né sumy mohou mít n¥jaký p°esný
smysl a hodnotu.

De�nice 2.1. �íkáme, ºe
∑∞
n=1 an je konvergentní °ada, pokud platí ºe posloupnost

£áste£ných sou£tru (sk)∞k=1, sk =
∑k
n=1 an je konvergentní. Tato limita se nazývá

sou£et °ady. V opa£ném p°ípad¥ °íkáme, ºe °ada je divergentní.

Lze snadno ov¥°it, ºe °ada je konvergentní práv¥ kdyº platí

(∀ε > 0)(∃N ∈ IN)(∀n,m > N)(|sn − sm| < ε) (3)

Tvrzení 2.2. Pokud je °ada konvergentní pak její £leny konvergují k nule.

∑
(−1)n,

∑
sinn

Opa£ná implikace neplatí: ∑ 1

n
Hlavní p°íklad konvergentní °ady je geometrická °ada.

∞∑
n=0

aqn =
a

1− q

konverguje práv¥ kdyº |q| < 1.

De�nice 2.3. �íkáme, ºe
∑∞
n=1 an je absolutn¥ konvergentní °ada pokud je °ada

obsahující absolutní hodnoty
∑∞
n=1 |an| konvergentní.

Tvrzení 2.4. Kaºdá absolutn¥ konvergentní °ada je konvergentní.

Tvrzení 2.5. (Srovnávací kritérium) Nech´
∑
an je absolutn¥ konvergentní °ada,

|bn| ≤ |an| platí pro v²echna dostate£n¥ velká n ∈ IN . Potom
∑
bn je také absolutn¥

konvergentní.

Pouºitím porovnání s geometrickou °adou získáme známá kritéria absolutní kon-
vergence:

podílové, odmocninové.∑ 1

n!
,
∑ n2

3n
,
∑

(
4

n+ 2
)n

Tvrzení 2.6. (Integrální kritérium) Nech´ an ≥ 0 je nerostoucí °ada, a nech´
f : IR+ → IR+ je nerostoucí spojitá funkce taková, ºe f(n) = an. Potom

∑
an je

absolutn¥ konvergentní práv¥ kdyº
∫∞

0
f(t) <∞.

P°íklad. Dokaºte, ºe °ada
∑

1
n2 je absolutn¥ konvergentní.
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3. Funk£ní °ady

De�nice 3.1. Funk£ní °ada je formální nekone£ný sou£et funkcí fk : D → IR, kde
D ⊂ IR, ozna£ený

∞∑
k=1

fk(t), t ∈ D. (4)

�íkáme, ºe funk£ní °ada je konvergentní v bod¥ t ∈ D pokud °ada (4), po dosazení
hodnoty t ∈ D, konverguje. �íkáme, ºe funk£ní °ada je bodov¥ konvergentní na D,
pokud je tato °ada konvergentní v kaºdém bod¥ t ∈ D. Tedy, pokud platí

(∀t ∈ D)(∀ε > 0)(∃N ∈ IN)(∀n,m > N)(|
n∑
k=1

fk(t)−
m∑
k=1

fk(t)| < ε) (5)

�íkáme, ºe funk£ní °ada je stejnom¥rn¥ konvergentní na D, pokud platí

(∀ε > 0)(∃N ∈ IN)(∀n,m > N)(∀t ∈ D)(|
n∑
k=1

fk(t)−
m∑
k=1

fk(t)| < ε) (6)

V¥ta 3.2. (Spojitost °ad funkcí) Pokud °ada spojitých funkcí fk na mnoºin¥ D
konverguje stejnom¥rn¥ k funkci

f(t) =

∞∑
k=1

fk(t),

potom je funkce f spojitá na D.

Jednoduché kritérium stejnom¥rné konvergence následuje.

V¥ta 3.3. Nech´
∑∞
k=1 dk je konvergentní °ada s nezápornými £leny. Pokud °ada

spojitých funkcí fk na mnoºin¥ D ⊂ IR spl¬uje supt∈D |fk(t)| < dk, potom je funk£ní
°ada

∑∞
k=1 fk(t) stejnom¥rn¥ konvergentní ke spojité funkci na D.

V¥ta 3.4. (Integrace a derivování °ad funkcí) Pokud °ada spojitých funkcí fk na
intervalu [a, b] konverguje stejnom¥rn¥ k funkci

f(t) =

∞∑
k=1

fk(t),

pak platí pro kaºdé x ∈ [a, b]
x∫

0

f(t)dt =

∞∑
k=1

x∫
0

fk(t)dt.

Pokud jsou f ′k(t) spojité, a konvergují na tomto intervalu stejnom¥rn¥, pak platí
pro kaºdé t ∈ [a, b]

f ′(t) =

∞∑
k=1

f ′k(t)

Hlavními konkrétními p°íklady funk£ních °ad jsou mocninné °ady a Fourierovy
°ady, kterým se budeme v¥novat v dal²ím textu.
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4. Mocninné °ady a Taylorruv rozvoj

Mocninná °ada se st°edem x0 je formální funk£ní °ada tvaru

f(x) =

∞∑
k=0

ak(x− x0)k. (7)

Za ur£itých podmínek, tato °ada konverguje a funkce f je tedy dob°e de�nována
na n¥jaké mnoºin¥.

De�nice 4.1. Polom¥r konvergence mocninné °ady (7) je dán formulí

R =
1

lim sup |ak|
1
k

.

V¥ta 4.2. Pro libovolné 0 < r < R °ada (7) stejnom¥rn¥ konverguje na intervalu
(x0 − r, x0 + r). Pro t /∈ [x0 −R, x0 +R] °ada (7) diverguje.

Tato v¥ta tedy p°esn¥ popisuje mnoºinu bodru na které mocninná °ada má
smysl (aº na dvojici krajních bodru intervalu konvergence, kde konvergence mruºe
ale nemusí nastat).

V¥ta 4.3. Pro libovolné 0 < r < R °ada (7) na intervalu (x0−r, x0+r) reprezentuje
funkci t°ídy C∞. Navíc platí

ak =
fk(x0)

k!
.

P°íklady
1

1− t
=

∞∑
k=0

tk, t ∈ (−1, 1)

Derivováním a substitucí získáme

ln(1 + t) = t− t2

2
− . . . , t ∈ (−1, 1)

1

(1− t)2
=

∞∑
k=0

(k + 1)tk, t ∈ (−1, 1)

De�nice 4.4. (Analytická funkce)
�íkáme, ºe funkce f je analytická v okolí bodu (x0− r, x0 + r) práv¥ kdyº je C∞

hladká a platí

f(x) =

∞∑
k=0

fk(x0)

k!
(x− x0)k, x ∈ (x0 − r, x0 + r).

Nekone£ná °ada v rozvoji f se nazývá Taylorova °ada f se st°edem v bod¥ x0. Lze
ukázat, ºe analytická funkce v okolí bodu (x0−r, x0+r) je automaticky analytická v
n¥jakém okolí kaºdého bodu z tohoto intervalu. Zde je t°eba si uv¥domit, ºe zm¥na
bodu x0 vede ke zm¥n¥ Taylorovy formule.

P°íklady

ex =

∞∑
k=0

1

k!
xk

sinx =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1

cosx =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k

f(x) = (1 + x)α
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Poloºme
(
α
k

)
= α(α−1)...(α−k+1)

k! , potom

f(x) =

∞∑
k=0

(
α

k

)
xk

Speciáln¥

1√
1− x

= 1 +

∞∑
k=1

(2k − 1)!!

(2k)!!
xk

Pouºitím arcsin′(x) = 1√
1−x2

dostaneme

arcsinx = x+

∞∑
k=1

(2k − 1)!!

(2k)!!

x2k+1

2k + 1

Operace s mocninnými °adami:
S£ítání , derivování, integrace, kompozice.
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5. Fourierovy °ady

Motivace z lineární algebry a Euklidovského prostoru (prostoru se skalárním
sou£inem).

sinα sinβ =
1

2
(cos(α− β)− cos(α+ β))

cosα cosβ =
1

2
(cos(α− β) + cos(α+ β))

sinα cosβ =
1

2
(sin(α− β) + sin(α+ β))

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

V¥ta 5.1. (Orthogonalita trigonometrického systému) Je-li k,m ∈ IN , ω > 0, T =
2π
ω pak

T∫
0

sin kωt cosmωt =

T∫
0

cos kωt cosmωt =

T∫
0

sin kωt sinmωt = 0

pro k 6= m, jinak T
2 .

De�nice 5.2. Pro ω > 0 a ak, bk ∈ IR nazýváme °adu

a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kωt+ bk sin kωt)

trigonometrickou °adou.

V¥ta 5.3. Nech´

f(t) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kωt+ bk sin kωt)

a tato °ada konverguje stejnom¥rn¥. Potom platí

ak =
2

T

T∫
0

f(t) cos kωt, bk =
2

T

T∫
0

f(t) sin kωt

De�nice 5.4. Nech´ f je periodická po £ástech spojitá funkce s periodou T . �adu

a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kωt+ bk sin kωt)

kde

ak =
2

T

T∫
0

f(t) cos kωt, bk =
2

T

T∫
0

f(t) sin kωt

nazýváme Fourierovou °adou funkce f .

V¥ta 5.5. Nech´ f je periodická po £ástech spojitá funkce s periodou T . Pokud
ak, bk = 0, k ∈ IN potom f = 0 na [0, T ].

Drukaz. P°edpokládejme, ºe f je spojitá v okolí a a platí f(a) > 0, T = 2π. Zvolme
p(t) = ε + cos(t − a), pro vhodné ε > 0, tak ºe pk(t) = p(t)k > 1 pouze na malém
okolí a. Dostaneme limk→∞

∫ T
0
f(t)pk(t) → ∞. Protoºe pk(t) je trigonometrický

polynom, lze ho p°epsat jako lineární kombinaci sinnt, cosnt, a tedy musí existovat
n ∈ IN takové ze an 6= 0 nebo bn 6= 0. �
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V¥ta 5.6. Nech´ f je periodická funkce s periodou T t°ídy C2. Potom ak, bk =
O( 1

k2 ). Fourierova °ada funkce f konverguje stejnom¥rn¥ na [0, T ] k funkci f .

Drukaz. T = 2π pro jednoduchost. Per partes:

ak =

T∫
0

f(t) cos kt = [f(t)
1

k
sin kt]2π0 −

1

k

T∫
0

f ′(t) sin kt =
1

k

T∫
0

f ′(t) sin kt =

= [f(t)
1

k2
cos kt]2π0 +

1

k2

T∫
0

f ′′(t) cos kt =
1

k2

T∫
0

f ′′(t) cos kt

�

Následující siln¥j²í v¥ta bez drukazu.

V¥ta 5.7. Nech´ f je periodická po £ástech spojitá funkce s periodou T , která má
po £ástech spojitou derivaci. Potom její Fourierova °ada konverguje bodov¥ k sou£tu
s(t) = 1

2 (f(t+) + f(t−)). Pokud je f ′ spojitá, pak °ada konverguje stejnom¥rn¥ na
[0, T ] k funkci f .

P°íklady.

cos t =
2

π
−
∞∑
k=1

4

(16k2 − 1)π
(cos 4kt− 4k sin 4kt), t ∈ (0,

π

2
)

t =

∞∑
k=1

2(−1)k+1

k
sin kt, t ∈ (−π, π)

t2 =
1

3
+

∞∑
k=1

4(−1)k

k2π2
cos kπt, t ∈ (−1, 1)

f(t) = t, 0 ≤ t ≤ 1, 1, 1 ≤ t ≤ 2,
3

4
+

∞∑
k=1

(
cos kπ − 1

k2π2
cos kπt− 1

kπ
sin kπt), t ∈ (0, 2)

f(t) = |t| = 1

2
−
∞∑
k=0

(
4

π2(2k + 1)2
cos(2k + 1)πt, t ∈ (−1, 1)

f(t) =

{
sin t if 0 ≤ t < π

2 ,

1 π
2 < t < π,

=
2 + π

2π
+

∞∑
k=1

(
−2

π(4k2 − 1)
cos 2kt+(

4k(−1)k+1

π(4k2 − 1)
+

1− (−1)k

kπ
) sin 2kt), t ∈ (0, π)
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6. Mnoºiny v IRn a funkce více prom¥nných

Mnoºina IRn spolu s obvyklými operacemi po sloºkách tvo°í základní p°íklad
lineárního (vektorového) prostoru dimenze n.

De�nice 6.1. Skalární sou£in vektorru x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) z IRn je
roven

x · y = 〈x,y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn.

De�nice 6.2. (Euklidovský prostor)
Lineární prostor IRn spolu se skalárním sou£inem 〈·, ·〉 vytvá°í strukturu které

°íkáme Euklidovský prostor. Délka (nebo norma) vektoru je de�nována takto:

‖x‖ =
√
〈x,x〉 =

√
x2

1 + · · ·+ x2
n.

Pouºitím Pythagorovy v¥ty je z°ejmé, ºe takto de�novaná délka vektoru odpo-
vídá délce vektoru ve fyzikálním smyslu.

Z fyzikálního hlediska, prvky Euklidovského prostoru IRn lze povaºovat bu¤ za
body, potom uºijeme k jejich ozna£ení velká písmena P,Q, . . . nebo za vektory
(s prvním bodem v po£átku). vektory ozna£ujeme bu¤ tu£n¥ x nebo ²ipkou −→x .
Budeme bude P = (p1, . . . , pn), Q = (q1, . . . , qn) dvojice bodru, potom

−−→
PQ =

(p1 − q1, . . . , pn − qn) je vektor touto dvojicí ur£ený. Pro Euklidovskou vzdálenost
t¥chto bodru platí

dist(P,Q) = ‖
−−→
PQ‖ =

√
(p1 − q1)2 + · · ·+ (pn − qn)2.

De�nice 6.3. (Konvergence v Euklidovském prostoru)
�íkáme, ºe posloupnost bodru {(xk1 , . . . , xkn)}∞k=1 z IRn konverguje k bodu (x1, . . . , xn)

pokud skalární posloupnost {‖(xk1 , . . . , xkn)− (x1, . . . , xn)‖}∞k=1 konverguje k 0.

Tvrzení 6.4. Posloupnost {(xk1 , . . . , xkn)}∞k=1 v IRn konverguje k bodu (x1, . . . , xn)
práv¥ tehdy kdyº kaºdá z posloupností {xkj }∞k=1 konverguje k xj, tedy pruvodní po-
sloupnost vektoru konverguje po sloºkách.

Drukaz. �

De�nice 6.5. �íkáme, ºe mnoºina M ⊂ IRn je omezená, pokud existuje R > 0
takové, ºe ∀x ∈M, ‖x‖ < R.

V¥ta 6.6. Kaºdá nekone£ná omezená posloupnost {xk} ⊂ IRn obsahuje konver-
gentní podposloupnost.

Drukaz. Vyberme {xk}∞k=1 ⊂M , xk = (x1
k, . . . , x

n
k ) posloupnost navzájem rruzných

prvkru z M . P°ejdeme postupn¥ k podposloupnostem této posloupnosti pouºitím
principu úplnosti tak, aby posloupnosti jednotlivých sou°adnic konvergovaly. �

De�nice 6.7. Kruhové okolí bodu x: pro δ > 0,

Uδ(x) = {y; ‖x− y‖ < δ}

De�nice 6.8. Nech´ M ⊂ IRn. Potom bod x ∈ IRn se nazývá

vnit°ní bod pokud

Uδ(x) ⊂M, pro n¥jaké δ > 0

vn¥j²í bod pokud

Uδ(x) ∩M = ∅, pro n¥jaké δ > 0

hrani£ní bod pokud sou£asn¥ platí

Uδ(x) ∩M 6= ∅, Uδ(x) ∩ (IRn \M) 6= ∅ pro kaºdé δ > 0
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Fakt 6.9. Pro libovolnou mnoºinu M ⊂ IRn kaºdý bod x ∈ IRn spl¬uje práv¥ jednu
z p°edchozích podmínek.

P°íklady.

De�nice 6.10. Vnit°ek mnoºiny M◦ je de�nován jako mnoºina v²ech vnit°ních
bodru M . Hranice mnoºiny ∂M je de�nována jako mnoºina v²ech hrani£ních
bodru. Uzáv¥r mnoºiny M je de�nován jako M = M ∪ ∂M . �íkáme, ºe mno-
ºina M ⊂ IRn je otev°ená, pokud M = M◦. �íkáme, ºe mnoºina M ⊂ IRn je
uzav°ená, pokud M = M .

P°íklady.

{p1, . . . , pk} ⊂ IR2 {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} {(x, y) : x2 + y2 < 1} nadrovina vIRn

Fakt 6.11. Sjednoceni systému otev°ených mnoºin je otev°ená mnoºina.

Fakt 6.12.
M = {x ∈ IRn;∀δ > 0, Uδ(x) ∩M 6= ∅}

Drusledek 6.13. Pro kaºdou mnoºinu platíM = M , tedy uzáv¥r libovolné mnoºiny
je uzav°ená mnoºina. M je uzav°ená práv¥ kdyº IRn \M je otev°ená.

V¥ta 6.14. M ⊂ IRn je uzav°ená a omezená práv¥ kdyº kaºdá nekone£ná posloup-
nost {xk} ⊂M obsahuje konvergentní podposloupnost jejíº limita leºí v M .

Drusledek 6.15. Funkce f : [a, b]→ IR je spojitá práv¥ kdyº její graf je uzav°ená
mnoºina.
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7. Limity a spojitost funkcí více prom¥nných

Pod pojmem funkce více prom¥nných budeme rozum¥t funkce typu

f : D → IRm, kde D ⊂ IRn.
Obvykle je f zadáno formulí

f(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

kde fj jsou reálné funkce s de�ni£ním oborem D (a hodnotami v IR).
Pokud de�ni£ní obor D není speci�kován, bere se obvykle maximální moºný kde

má funk£ní zadání smysl.
Graf funkce je podmnoºina IRn × IRm která obsahuje práv¥ body (x, f(x)). Lze

ji nakreslit pouze pro malá n,m, pouºití rruzných °ezru a vrstevnic, nebo uºitím
symetrie.

P°íklady.
Hlavní p°íklady jsou f : IRn → IR, f : IRn → IRn a dále lineární funkce repre-

zentovatelné pomocí matic.

f(x, y) = ax2 + by2, a, b ∈ IR

f(x, y) =
√

1− x2 − y2

f(x, y) =
2y

x2 + y2

f(x, y) = sin(x+ y)

f(x, y) = e−x
2−y2

De�nice 7.1. �íkáme, ºe funkce f : D → IRm, D ⊂ IRn, má v bod¥ x ∈ D limitu
a pokud platí

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y ∈ D \ {x}, ‖y − x‖ < δ =⇒ ‖f(y)− a‖ < ε

P°íklady. (e.g. polární sou°adnice, nebo jiná metrika max{|x|, |y|})

lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y2
= 0 (polrn)

lim
(x,y)→(0,0)

sin3(x+ y)

x2 + y2
= 0 (max{|x|, |y|}, lim sin t

t
= 1)

Pokud limita existuje, existují v²echny limity podél spojitých k°ivek blíºících se
k bodu limity, t → (x(t), y(t)), kde (x(t), y(t)) = a ⇔ t = 0, a tyto limity jsou si
rovny. Tedy platí

lim
t→0

f(x(t), y(t)) = lim
(x,y)→a

f(x, y)

Tato podmínka vsak není prakticky pouºitelná pro ov¥°ení existence limity. Lze
ji pouºít jako podmínku nutnou, tedy k drukazu neexistence limity.

lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x4 + y4
neex.x = 0, x = y

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
neex.x = 0, x2 = y
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De�nice 7.2. �íkáme, ºe funkce f : D → IRm, D ⊂ IRn je v bod¥ x ∈ D spojitá
pokud se její funk£ní hodnota rovná limit¥.

V¥ta 7.3. Funkce f = (f1, . . . , fn) : D → IRn je spojitá v bod¥ a ∈ D práv¥ kdyº
v²echny funkce fj jsou spojité v bod¥ a.

Díky této v¥t¥ sta£í tedy vºdy zkoumat spojitost skalárních funkcí.

V¥ta 7.4. (V¥ta o kompozici spojitých funkcí)
Nech´ A ⊂ IRn, B ⊂ IRm, C ⊂ IRk, f : A → B, h : B → C jsou funkce s

vlastnostmi: f je spojitá v bod¥ a ∈ A, h je spojitá v bod¥ b = f(a). Potom h ◦ f je
spojitá v bod¥ a ∈ A.

Speciáln¥ tedy platí

Drusledek 7.5. Nech´ φ : IR → IR je funkce spojitá v bod¥ a ∈ IR. Potom funkce
f : IRn → IR

f(x1, . . . , xn) = φ(xj)

je spojitá v kaºdém bod¥ (x1, . . . , a, . . . , xn).

V¥ta 7.6. Nech´ A ⊂ IRn, B ⊂ IRm, f : A → B, g : A → B jsou funkce spojité v
bod¥ a ∈ A. Potom f + g je spojitá v a ∈ A, pokud B = IR potom téº fg, fg jsou
spojité v bod¥ a ∈ A (u podílu pokud g(a) 6= 0).

Díky t¥mto v¥tám mruºeme snadno najít limity funkci které jsou spojité.

lim
(x,y)→(0,0)

x

y + 1
= 0

lim
(x,y)→(1,2)

1 + xy

xy − 1
= 3

De�nice 7.7. �íkáme, ºe funkce f : D → IRm, D ⊂ IRn je spojitá pokud je
spojitá v kaºdém bod¥ x ∈ D.

Pouºitím v²ech p°edchozích v¥t o spojitosti funkcí dostáváme výsledek, ºe kaºdá
"rozumn¥"de�novaná funkce více prom¥nných (pomocí formule obsahující obvykle
spojité funkce jedné prom¥nné) je spojitá ve svém de�ni£ním oboru.

P°.
f(x, y, z) = sin(x2 − y

z
)
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8. Stejnom¥rná spojitost funkcí více prom¥nných

V¥ta 8.1. Spojitá funkce f : D → IR na omezené uzav°ené mnoºin¥ D ⊂ IRn je
omezená (tedy její obor hodnot tvo°í omezenou mnoºinu) a nabývá svého maxima
a minima.

De�nice 8.2. Funkce f : D → IRm, D ⊂ IRn je stejnom¥rn¥ spojitá pokud platí

∀ε > 0 ∃δ > 0, ‖y − x‖ < δ =⇒ ‖f(y)− f(x)‖ < ε

P°íklady:
f(x) = sinx, f(x) = x2, f(x) = tanx

Následující v¥ta bude pouºita p°i konstrukci integrálu.

V¥ta 8.3. Nech´ D ⊂ IRn je uzav°ená omezená podmnoºina, f : D → IRm je
spojitá. Potom f je stejnom¥rn¥ spojitá na D.
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9. Parciální derivace prvního °ádu

De�nice 9.1. (Sm¥rová derivace)
Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Sm¥rová derivace funkce f : U → IR

v bod¥ a ∈ U ve sm¥ru h je dána výrazem

∂f

∂h
(a) = lim

t→0

f(a+ th)− f(a)

t
.

Jako zkrácené zna£ení se téº uºívá ∂hf(a). pouºitím Tvrzení 1.9 získáme

Tvrzení 9.2.

f(a+ th) = f(a) +Kt+ o(t)⇔ ∂f

∂h
(a) existuje a je rovno K.

P°íklad.
f(x, y) = x2 + y2, a = (1, 0), h = (1, 1)

Tvrzení 9.3. Nech´ t ∈ IR, h ∈ IRn potom

∂f

∂(th)
(a) = t

∂f

∂h
(a)

Drukaz.

f(a+ τth) = f(a) +
∂f(a)

∂(th)
τ + o(τ)

f(a+ τth) = f(a) +
∂f(a)

∂(h)
tτ + o(tτ)

�

Tvrzení 9.4. Pokud funkce f má spojitou sm¥rovou derivaci ve sm¥ru h v kaºdém
bod¥ úse£ky a(a+ h), pak platí

f(a+ h)− f(a) =

1∫
0

∂f

∂h
(a+ th)dt

Drukaz. Poloºme φ(t) = f(a+ th), t ∈ [0, 1]. Podle základní v¥ty analýzy

f(a+ h)− f(a) = φ(1)− φ(0) =

1∫
0

φ′(t)dt =

1∫
0

∂f

∂h
(a+ th)dt

�

Odtud plyne následující V¥ta o st°ední hodnot¥.

Tvrzení 9.5. Pokud funkce f má spojitou sm¥rovou derivaci ve sm¥ru h v kaºdém
bod¥ úse£ky a(a+ h), pak existuje τ ∈ [0, 1] takové, ºe

f(a+ h)− f(a) =
∂f

∂h
(a+ τh)

Speciální p°ípad, derivace ve sm¥ru sou°adnicových vektorru,

De�nice 9.6. (Parciální derivace)
Nech´ ej je jednotkový sou°adnicový vektor, potom budeme pouºívat historické

zna£ení:
∂f

∂xj
(a) =

∂f

∂ej
(a)
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De�nice 9.7. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Gradient skalární funkce
f : U → IR v bod¥ a ∈ U je vektor (pokud parciální derivace existují)

gradf(a) =
( ∂f
∂x1

(a), . . . ,
∂f

∂xn
(a)
)

Z historických druvodru je více druhru zna£ení. Uºívá se téº nap°. ∇,
P°íklady.

f(x, y) = x3 + y3 − (x2 + y2) + xy

f(x, y) = sin(x+ xy2)

V tomto kurzu budeme pro zjednodu²ení jazyka a zna£ení ztotoº¬ovat lineární
zobrazení L : IRn → IRm s jeho reprezentující maticí tvaru m× n.

De�nice 9.8. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Derivace (ve star²í ter-
minologii totální diferenciál, nebo diferenciál) funkce f : U → IR je lineární
zobrazení (resp. matice) L : IRn → IR s vlastností

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− Lh
‖h‖

= 0.

Pokud derivace (diferenciál) existuje, zna£íme jí df(a) = L, df(a)[h] = Lh.

Je z°ejmé, ºe pokud derivace existuje, je ur£ena jednozna£n¥. Speciální p°ípad
derivace pro reáln¥ hodnotové funkce

Tvrzení 9.9. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Funkce f : U → IR má
derivaci v bod¥ a ∈ U práv¥ kdyº existuje lineární zobrazení (matice) L : IRn → IR
takové, ºe

f(a+ h) = f(a) + Lh+ o(‖h‖).
V tomto p°ípad¥ navíc platí df(a) = L.

Je z°ejmé, ºe derivace je ur£ena jednozna£n¥, a implikuje spojitost funkce v
daném bod¥. Dále je z°ejmé, ºe Taylorova formule 1. °ádu poskytuje nejlep²í lineární
aproximaci funkce v okolí bodu.

V¥ta 9.10. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Pokud f : U → IR má derivaci
v bod¥ a ∈ U , pak má v tomto bod¥ v²echny sm¥rové derivace a pro kaºdé h platí

df(a)[h] = ∂hf(a) = gradf(a) · h (8)

Tedy gradient tvo°í maticovou reprezentaci derivace (resp. vektorovou reprezen-
taci p°i pouºití skalárního sou£inu) a platí .

f(a+ h) = f(a) + gradf(x) · h+ o(‖h‖).

Drukaz. Podle Tvrzení 9.9 víme, ºe platí pro matici L reprezentující df(a)

f(a+ th) = f(a) + tLh+ o(‖h‖t).

Pro pevné h, K = Lh a t→ 0 tedy máme

f(a+ th) = f(a) +Kt+ o(t).
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Aplikací Tvrzení 9.2 tedy

L(h) =
∂f

∂h
(a)

Volbou h = ei získáváme

L(ei) =
∂f

∂xj
(a)

Tedy maticová reprezentace L derivace df(a) spl¬uje L = gradf(a) a (8) plyne
nebo´ df(a)[h] = Lh = gradf(a) · h.

�
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10. Gradient a derivace prvního °ádu

V¥ta 10.1. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Pokud jsou v²echny parciální
derivace f : U → IR v bod¥ a ∈ U spojité, potom má f v tomto bod¥ derivaci.

Drukaz. pouºitím v¥ty o st°ední hodnot¥ 9.5 a 9.3

f(a+h)−f(x) = f(a+(h1, . . . , hn))−f(a+(0, h2, . . . , hn))+f(a+(0, h2, . . . , hn))−

−f(a+ (0, 0, h3, . . . , hn)) + ...− f(a) =
∑ ∂f

∂xj
(aj + τjhjej)hj

kde aj = a+ (0, . . . , 0, hj+1, . . . , hn). Ze spojitosti parciálních derivací máme

f(a+ h)− f(a) =
∑ ∂f

∂xj
(a)hj + o(‖h‖)

a výsledek plyne z v¥ty 9.9. �

Najd¥te nejlep²í lineární aproximaci funkce f(x, y, z) = x3 +xy2 +z v okolí bodu
(0, 1, 2).

De�nice 10.2. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Pokud jsou v²echny parci-
ální derivace v²ech sloºek funkce f = (f1, . . . , fm) : U → IRm spojité, potom °íkáme
ºe funkce je t°ídy C1.

Reformulace Tvrzení 9.4.

Tvrzení 10.3. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina, f : U → IR je t°ídy C1, a
úse£ka a(a+ h) leºí uvnit° U , pak platí

f(a+ h)− f(a) =

1∫
0

df(a+ th)[h]dt

P°íklady pro pouºití gradientu k získání geometrických vlastnosti grafu funkce.

Tvrzení 10.4. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Nech´ f : U → IR má v bod¥
a diferenciál df(a) = grad f(a). Potom vektor gradientu dává sm¥r nejrychlej²ího
rrustu funkce. Vektor (df(a),−1) je kolmý na graf funkce f v bod¥ a (normálový
vektor).

Drukaz. Nech´ h je jednotkový vektor, ‖h‖ = 1, potom

f(a+ h) = f(a) + grad f(a) · h+ o(‖h‖) = f(a) + ‖grad f(a)‖‖h‖ cos(φ) + o(‖h‖)
kde φ je úhel sev°ený vektory grad f(a) a h. Nejrychlej²í rrust je tedy z°ejmý.
Nyní poloºme x = a+ h,

xn+1 = f(x) = f(a) + grad f(a1, . . . , an) · (h1, . . . , hn) + o(‖h‖) =

= f(a) +

n∑
i=1

∂f(a)

∂xi
(xi − ai) + o(‖h‖)

−(xn+1 − f(a)) +

n∑
i=1

∂f(a)

∂xi
(xi − ai) = o(‖h‖)

Normálový vektor (df,−1) nadroviny v IRn+1 (te£né ke grafu f v bod¥ a)

−(xn+1 − f(a)) +

n∑
i=1

∂f(a)

∂xi
(xi − ai) = 0

je tedy kolmý na graf f . �
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Najd¥te te£nou rovinu ke grafu funkce f(x, y) = x3 + y3 v bod¥ (x, y) = (1, 2).
Najdete úhel pod kterým se protínají grafy funkcí f(x, y) = x3 + y3, g(x, y) =

x2 + y2 + 4 v bod¥ (x, y) = (1, 2)

De�nice 10.5. Nech´ V ⊂ IRn, f : V → IR. �íkáme, ºe f má v bod¥ a ∈ V
absolutní maximum (resp. minimum), pokud f(a) = maxx∈V f(x) (resp min).

�íkáme ºe f má v bod¥ a ∈ V lokální maximum (resp. minimum), pokud
existuje δ > 0 takové, ºe f(a) = maxx∈V ∩Uδ(a) f(x) (resp min). Pokud f má v bod¥
a ∈ V bud lokální maximum nebo minimum, °íkáme ºe má v a lokální extrém.

Je z°ejmé, ºe absolutní extrémy jsou automaticky téº lokálními extrémy.

Tvrzení 10.6. Nech´ V ⊂ IRn, f : V → IR má v bod¥ a ∈ V ◦ lokální extrém a
diferenciál df(a). Potom df(a) = 0.

Bodrum kde derivace je nulová °íkáme kritické body. Je tedy z°ejmé, ºe nutná
podmínka pro existenci lokálního extrému ve vnit°ním bod¥ de�ni£ního oboru je
vlastnost býti kritickým bodem.

P°íklad. Najd¥te kritické body funkce f(x, y) = x4 + y4 − 4xy + 1. (vyjde sedlo
(0, 0) a dv¥ lokální minima (1, 1), (−1,−1) k t¥mto záv¥rrum je nutné pouºít druhou
derivaci)

V¥ta 10.7. Nech´ V ⊂ IRn je uzav°ená omezená mnoºina, f : V → IR je spojita
funkce t°ídy C1 na V ◦. Potom f nabývá svých absolutních extrémru, a tyto body se
nacházejí bu¤ na hranici ∂V , nebo jsou vnit°ními body V a v tomto p°ípad¥ jsou
téº kritickými body f .

V obecném p°ípad¥ je k analýze chování funkce na hranici pot°eba technika
Lagrangeových multiplikátorru, se kterou se seznámíme pozd¥ji. N¥kdy lze hranici
analyzovat p°ímo.

P°íklad: najd¥te extrémy funkce f(x, y) = x2 − 2x + y2 − 2y v trojúhelníku
(0, 0), (0, 3), (3, 0).
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11. Obecná derivace prvního °ádu a °et¥zové pravidlo

De�nice 11.1. (Obecný p°ípad derivace)
Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Derivace (ve star²í terminologii totální

diferenciál) funkce f : U → IRm, U ⊂ IRn je lineární zobrazení (resp. matice m×n)
L : IRn → IRm s vlastností

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− Lh
‖h‖

= 0.

Pokud derivace (diferenciál) existuje, zna£íme jí df(a) = L, df(a)[h] = Lh.

Tvrzení 11.2. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Funkce f : U → IRm má
v bod¥ a ∈ U derivaci práv¥ kdyº existuje lineární zobrazeni L : IRn → IRm takové,
ºe

f(a+ h) = f(a) + Lh+ o(‖h‖). (9)
V tomto p°ípad¥ navíc platí df(a) = L.

Lze snadno vid¥t, ºe derivace p°edstavuje nejlep²í lineární aproximaci funkce na
okolí bodu, v tom smyslu, ºe rovnice (9) ur£uje jednozna£n¥ zobrazení L.

Drusledek 11.3. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Pokud je funkce f :
U → IRm v bod¥ a ∈ U diferencovatelná, potom je v tomto bod¥ téº spojitá.

V¥ta 11.4. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Pokud f = (f1, . . . , fm) : U →
IRm je t°ídy C1 na okolí bodu a ∈ U , potom má f v bod¥ a diferenciál, a platí

df(a) =

df1(a)
...

dfm(a)

 =


∂f1
∂x1

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)
...

. . .
...

∂fm
∂x1

(a) · · · ∂fm
∂xn

(a)


Tato matice se nazývá Jacobiho matice v bod¥ a. Dále platí lineární aproxima£ní

formule

f(a+h) = f(a)+df(a)[h]+o(‖h‖) = f(a)+


∂f1
∂x1

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)
...

. . .
...

∂fm
∂x1

(a) · · · ∂fm
∂xn

(a)


h1

...
hm

+o(‖h‖)

Sou£et diferencovatelných funkcí je op¥t diferencovatelná funkce.

V¥ta 11.5. (Derivování sloºených funkcí)
Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina. Pokud funkce f = (f1, . . . , fm) : U →

IRm je v bod¥ a diferencovatelná a funkce g = (g1, . . . , gk) : V → IRk, V ⊂ IRm

je v bod¥ f(a) diferencovatelná, potom sloºená funkce h = g ◦ f : U → IRk je
diferencovatelná v bod¥ a a její Jacobiho matice je rovna sou£inu Jacobiho matic
reprezentujících dh(a) = dg(f(a))df(a), tedy platí (poloºme b = f(a))

dh(a) =


∂g1
∂y1

(b) · · · ∂g1
∂ym

(b)
...

. . .
...

∂gk
∂y1

(b) · · · ∂gk
∂ym

(b)




∂f1
∂x1

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)
...

. . .
...

∂fm
∂x1

(a) · · · ∂fm
∂xn

(a)


Po rozepsání tedy dostaneme pro p°ípad k = 1:

h(x1, . . . , xn) = g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) : IRn → IR

∂(g ◦ f)

∂xi
=

m∑
j=1

∂g

∂yj

∂fj
∂xi
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12. Parciální derivace vy²²ího °ádu a Hessián

Derivace vy²²ích °ádu jsou obecn¥ de�novány jako homogenní polynomy odpoví-
dajícího stupn¥. Budeme se pro jednoduchost zabývat p°ípadem funkcí s hodnotami
pouze v IR, a derivacemi druhého °ádu.

De�nice 12.1. Nech´ f : U → IR je funkce jejíº parciální derivace ∂f
∂xj

(x) (jakoºto
funkce prom¥nné x ∈ U) je op¥t diferencovatelná v bod¥ a ∈ U podle prom¥nné xi.
Opakováním operace parciálních derivací získáme parciální derivace druhého °ádu

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂( ∂f∂xj )

∂xi
(a)

V p°ípad¥ i = j se pouºívá zkrácený zápis ∂2f
∂x2
i
.

V¥ta 12.2. Nech´ f : U → IR, U ⊂ IRn otev°ená mnoºina, a ∈ U . Jestliºe derivace
∂2f

∂xi∂xj
(a) a ∂2f

∂xj∂xi
(a) jsou spojité, pak jsou si rovny, tedy platí

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a).

Drukaz. Mruºeme p°edpokládat, ºe n = 2, i = 1, j = 2. Drukaz spo£ívá v úprav¥
dv¥ma zprusoby výrazu V pro δ → 0

V = f(x1 + δ, x2 + δ)− f(x1 + δ, x2)− f(x1, x2 + δ) + f(x1, x2)

Zavedeme funkci

α(t) = f(x1 + δ, x2 + t)− f(x1, x2 + t)

Potom
V = α(δ)− α(0)

Podle v¥ty o st°ední hodnot¥ existuje τ ∈ (0, δ) tak, ºe

V = α′(τ)δ = δ
∂

∂x2
[f(x1+δ, x2+τ)−f(x1, x2+τ)] = δ[

∂

∂x2
f(x1+δ, x2+τ)− ∂

∂x2
f(x1, x2+τ)]

Je²t¥ jednou pouºijeme v¥tu o st°ední hodnot¥ a dostaneme, ºe existuje η ∈ (0, δ)
pro n¥º platí

V = δ2 ∂2

∂x1∂x2
f(x1 + η, x2 + τ)

Prohozením role sou°adnic dostaneme analogicky

V = δ2 ∂2

∂x2∂x1
f(x1 + η̃, x2 + τ̃)

K dokon£ení drukazu pouºijeme spojitost t¥chto derivací. �

De�nice 12.3. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina, f : U → IR. �íkáme, ºe
funkce f je t°ídy C2 pokud v²echny parciální derivace ∂2f

∂xi∂xj
existují a jsou spojité

na U .

De�nice 12.4. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená mnoºina, f : U → IR je t°ídy C2,
a ∈ U . Potom Hessiánem f v bod¥ a nazýváme symetrickou matici

∂2f
∂x1∂x1

(a) · · · ∂2f1
∂x1∂xn

(a)
...

. . .
...

∂2f
∂xn∂x1

(a) · · · ∂2f1
∂xn∂xn

(a)
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Homogenní kvadratický polynom P (x1, . . . , xn) =
∑n
i=1 aiix

2
i +
∑∑

i<j 2aijxixj
v n prom¥nných lze jednozna£n¥ vyjád°it s pouºitím symetrické matice (aij = aji)

P (x1, . . . , xn) =
(
x1 . . . xn

)a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


x1

...
xn


Je z°ejmé, ºe tato korespondence mezi homogenními kvadratickými polynomy a

symetrickými maticemi je vzájemn¥ jednozna£ná.

De�nice 12.5. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená mnoºina, f : U → IR je t°ídy C2, a ∈ U .
Potom de�nujeme druhou derivaci d2f(a) funkce f jako homogenní kvadratický
polynom, reprezentovaný Hessiánem, pro který platí

d2f(a)[h] =
(
h1 · · · hn

)
∂2f

∂x1∂x1
(a) · · · ∂2f1

∂x1∂xn
(a)

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
(a) · · · ∂2f1

∂xn∂xn
(a)


h1

. . .
hn


Poznámka. Pro zjednodu²ení jazyka a zna£ení budeme v dal²ím textu místy

ztotoº¬ovat druhou derivaci d2f(a) s Hessiánem (tyto objekty jsou ve vzájemn¥
jednozna£ném vztahu), tedy budeme psát (formáln¥ nep°esn¥)

d2f(a) =


∂2f

∂x1∂x1
(a) · · · ∂2f1

∂x1∂xn
(a)

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
(a) · · · ∂2f1

∂xn∂xn
(a)


V¥ta 12.6. (Taylorruv polynom 2 °ádu)

Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená mnoºina, f : U → IR je t°ídy C2, a ∈ U . Pak platí
odhad

f(a+ h) = f(a) + df(a)[h] +
1

2
d2f(a)[h] + o(‖h‖2) (10)

Drukaz. Pro pevné a ∈ U, v ∈ IRn, ‖v‖ = 1, poloºme φ(t) = f(a + tv). Potom s
pouºitím V¥ty 9.10 máme

φ′(t) = ∂vf(a+ tv) = gradf(a+ tv) · v =

n∑
j=1

∂f(a+ tv)

∂xj
vj

φ′′(t) = ∂v(φ
′(t)) =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a+ tv)vivj

Je z°ejmé, ºe φ je t°ídy C2, takºe podle V¥ty 1.10

φ(t) = φ(0) + φ′(0)t+
1

2
φ′′(0)t2 +R(0, t),

kde chyba spl¬uje nerovnost

|R(0, t)| ≤ sup
τ∈[0,1]

|φ′′(τt)− φ′′(0)|t2.

Tedy platí

f(a+ tv) = f(a) +

n∑
j=1

∂f(a)

∂xj
tvj +

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a+ tv)tvitvj +R(0, t)

Ozna£íme-li h = tv a dosadíme do této formule, máme
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f(a+ h) = f(a) + df(a)[h] +
1

2
d2f(a)[h] +R(0, t)

K dokon£ení drukazu v¥ty zbývá odvodit, ºe chyba R(0, t) spl¬uje o(‖h‖2). Tento
krok vyuºívá pojmu normy matice, který jsme nezavedli a je tedy pon¥kud nad
rámec na²eho výkladu. Ozna£íme-li Aτ Hessián f v bod¥ a+ τtv,

Aτ =


∂2f

∂x1∂x1
(a+ τtv) · · · ∂2f1

∂x1∂xn
(a+ τtv)

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
(a+ τtv) · · · ∂2f1

∂xn∂xn
(a+ τtv)


Potom odhad chyby R(0, t) lze p°epsat následovn¥ (vektor v pí²eme jako sloup-

cový)

|R(0, t)| ≤ sup
τ∈[0,1]

|vT (Aτ −A0)v|t2.

Vidíme tedy (f je t°ídy C2), ºe bez ohledu na konkrétní hodnotu v,

|R(0, t)| ≤ sup
τ∈[0,1]

‖Aτ −A0‖‖v‖2t2 = sup
τ∈[0,1]

‖Aτ −A0‖‖h‖2 = o(‖h‖2).

Odhad chyby je p°itom uniformní ve v²ech sm¥rech, coº dokon£uje drukaz.
�

Maticový zápis formule (10), kdy ztotoºníme df s °ádkovou maticí gradientu a
d2f s maticí Hessiánu, a vektor h je sloupcový, bude vypadat takto:

f(a+ h) = f(a) + df(a)h+
1

2
hT d2f(a)h+ o(‖h‖2) (11)
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13. Aplikace Hessiánu na lokální extrémy

Z lineární algebry víme, ºe pro dv¥ báze {u1, . . . , un}, {v1, . . . , vn} vektorového
prostoru X dimenze n existuje jednozna£n¥ ur£ená £tvercová matice A = (aij)
taková, ºe pro kaºdý prvek u ∈ X, který má vyjád°ení u =

∑n
i=1 xiui =

∑n
i=1 yivi,

platí x1

...
xn

 =

a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


y1

...
yn

 (12)

Je p°itom z°ejmé, ºe j-tý sloupec A vyjad°uje vektor vj zapsaný s pomocí báze
{ui}, tedy vj =

∑n
i=1 aijui.

P°edpokládejme, ºe F : X → IR je funkce, kterou je moºno vyjád°it pro kaºdý
vektor u =

∑n
i=1 xiui =

∑n
i=1 yivi pomocí obvyklé formule s pouºitím sou°adnic

následovn¥ (zde jsou f, g : IRn → IR n¥jaké jednozna£n¥ ur£ené funkce):

F (u) = f(x1, . . . , xn) = g(y1, . . . , yn).

Z transforma£ní formule 12 je z°ejmé, ºe platí

f(

n∑
j=1

a1jyj , . . . ,

n∑
j=1

anjyj) = g(y1, . . . , yn) (13)

P°edpokládejme nyní, ºe chceme studovat n¥jakou funkci f : IRn → IR, t°ídy C2.
Povaºujeme kanonickou jednotkovou bázi {ei} prostoru IRn za bázi {ui} z p°edcho-
zího výkladu (v prostoru X dimenze n, F (

∑
xiui) = f(x1, . . . , xn)), a máme k

dispozici je²t¥ dal²í bázi {vi} prostoru X. Potom formule (13) vyjad°uje transfor-
maci vyjád°ení funkce f z pruvodního sou°adného systému s bází {ui} do nového
vyjád°ení g s pomoci sou°adného systému s bází {vi}. Funkce g : IRn → IR, je
kompozicí g = f ◦ A, je tedy t°ídy C2 (zde jsme ztotoºnili matici A s lineárním
zobrazením z IRn do IRn, které je maticí A ur£eno). Máme tedy k dispozici dv¥
rruzné funkce f, g : IRn → IR, které ov²em reprezentují totéº zobrazení F , a mo-
hou být tedy pouºity ke studiu F (= f), speciáln¥ k hledání lokálních extrémru.
Derivováním sloºené funkce (13) v bod¥ y ∈ IRn vyjde

dg(y) =
(∂g(y)

∂y1
, . . . ,

∂g(y)

∂yn
) = (

n∑
i=1

∂f(Ay)

∂xi
ai1, . . . ,

n∑
i=1

∂f(Ay)

∂xi
ain
)

(14)

Coº lze p°epsat maticov¥

dg(y) = df(Ay)A =
(∂f(Ay)

∂x1
, . . . ,

∂f(Ay)

∂xn

)a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

 (15)

d2g(y) =


∑n
i=1

∑n
j=1

∂2f
∂xi∂xj

(Ay)ai1aj1 · · ·
∑n
i=1

∑n
j=1

∂2f
∂xi∂xj

(Ay)ai1ajn
...

. . .
...∑n

i=1

∑n
j=1

∂2f
∂xi∂xj

(Ay)ainaj1 · · ·
∑n
i=1

∑n
j=1

∂2f
∂xi∂xj

(Ay)ainajn


Coº lze op¥t p°epsat maticov¥ d2g(y) = AT d2f(Ay)A, tedy (ztotoºn¥ním Hessi-

ánu s druhou derivací) získáme
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d2g(y) =

a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


T


∂2f
∂x1∂x1

(Ay) · · · ∂2f
∂x1∂xn

(Ay)
...

. . .
...

∂2f
∂xn∂x1

(Ay) · · · ∂2f
∂xn∂xn

(Ay)


a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


máme tedy transformovanou Taylorovu formuli (11) pro g, vyjád°enou maticov¥

(p°edpokládáme, ºe vektor h je sloupcový a d2f je Hessián-tedy matice)

g(y + h) = g(y) + df(Ay)Ah+
1

2
hTAT d2f(Ay)Ah+ o(‖h‖2)

Nyní jsme tedy v situaci, kdy vhodnou transfomací sou°adnic A mruºeme dosáh-
nout diagonalizace Hessiánu. K tomuto cíli je t°eba pouºít v¥ty z lineární algebry.

P°ipome¬me, ºe báze {u1, . . . ,un} v IRn se nazývá ortonormální pokud její £le-
nové jsou jednotkové a navzájem kolmé vektory. Ortonormální báze ma význa£nou
vlastnost. Nech´ uj = (u1j , . . . , unj). Pokud zvolíme

U =

u11 · · · u1n

...
. . .

...
un1 · · · unn


Potom U−1 = UT . Pro hledání diagonální reprezentace Hessiánu tedy mruºeme
uºít teorii podobnosti matic, a zejména vlastních £ísel a vlastních vektorru. Toto
v²e je drusledkem jedné z hlavních v¥t lineární algebry:

V¥ta 13.1. (V¥ta o hlavních osách)
Pro kaºdou symetrickou matici H = (hij) existuje orthonormální matice A =

(aij) taková, ºe ATHA = A−1HA je diagonální matice, tedy

a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


T h11 · · · h1n

...
. . .

...
hn1 · · · hnn


a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

 =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn


Posloupnost vlastních £ísel λ1 ≥ · · · ≥ λn je p°itom ur£ena jednozna£n¥.

Jako okamºitý drusledek v¥ty získáváme, ºe pro kaºdý kvadratický homogenní
polynom P (x1, . . . , xn)

P (x1, . . . , xn) =
(
x1 . . . xn

)h11 · · · h1n

...
. . .

...
hn1 · · · hnn


x1

...
xn


existuje orthonormální báze taková, ºe formule pro polynom v nových sou°adni-

cích má tvar P ◦ U(y) = Q(y1, . . . , yn) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.

P◦U(y) =
(
y1 . . . yn

)u11 · · · u1n

...
. . .

...
un1 · · · unn


T h11 · · · h1n

...
. . .

...
hn1 · · · hnn


u11 · · · u1n

...
. . .

...
un1 · · · unn


y1

...
yn

 =

n∑
i=1

λiy
2
i .

P°íklad odvozený od polynomu 2x2 + 2y2 + 2xy.

A =

(
2 1
1 2

)
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Najdeme vlastní £ísla 3, 1 a vektory (1, 1), (−1, 1) Orthogonální transformace bude
tedy

U =

(
1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2

)
a platí (

3 0
0 1

)
=

(
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

)(
2 1
1 2

)( 1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2

)

De�nice 13.2. Nech´ H = (hij) je symetrická matice, s posloupností vlastních
£ísel λ1 ≥ · · · ≥ λn. �íkáme, ºe H je

pozitivn¥ de�nitní pokud λn > 0,

negativn¥ de�nitní pokud λ1 < 0,

inde�nitní pokud λ1 > 0, λn < 0.

Pov²imn¥me si, ºe p°ípad λ1 = 0 nebo λn = 0 není zahrnut.
Základní problém p°i diagonalizaci matice spo£ívá v tom, ºe vyºaduje °e²ení

rovnice n tého stupn¥, pro které neexistuje vzorec pokud je n v¥t²í neº £ty°i.
De�nitnost lze v²ak testovat bez výpo£tu vlastních £ísel pomocí následující v¥ty.

V¥ta 13.3. (Sylvestrovo kritérium)
Matice H je pozitivn¥ de�nitní práv¥ tehdy kdyº jsou v²echny hlavní subdetermi-

nanty matice H kladné, tj.

dm = det

h11 · · · h1m

...
. . .

...
hm1 · · · hmm

 > 0, m ≤ n,

H je negativn¥ de�nitní práv¥ tehdy kdyº d1 < 0 a celá posloupnost {dm}nm=1

st°ídá po kaºdém kroku znaménka.
H je inde�nitní jestlize dn 6= 0 a posloupnost {dm}nm=1 nespl¬uje n¥kterou z

p°edchozích podmínek. (Tato podmínka je posta£ující ale nikoliv nutná)

Jedním z drusledkru je následující kritérium pro lokální extrémy.

V¥ta 13.4. Nech´ f : U → IR, U ⊂ IRn je otev°ená mnoºina, a ∈ U . P°edpoklá-
dejme, ºe f má v²echny derivace ∂2f

∂xi∂xj
(a) spojité, a platí df(a) = 0. Pokud Hessián

d2f(a) je pozitivn¥ de�nitní, potom f nabývá lokálního minima v a. Pokud Hessián
d2f(a) je negativn¥ de�nitní, potom f nabývá lokálního maxima v a. Pokud Hessián
d2f(a) je inde�nitní, potom f nenabývá lokálního extrému.

Drukaz. Sta£í provést transformaci Taylorovy formule f 2 °ádu do nových sou°adnic
ve kterých je Hessián diagonální. �

P°íklady na absolutní a lokální extrémy.
Zjist¥te body lokálních extrémru:

z = x(3− x2)− y2

2 kritické body, max a sedlo.

z = (x− y)2 + 2(y + 1)2 + 1 = x2 + 3y2 − 2xy + 4y + 3

z = x3 + y3 + 9xy + 27

z = xey+x sin x
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Zjist¥te body absolutních extrémru na mnoºinách:

z = exy, x+ y = 1

z = x− 2y − 3, 0 ≤ x, y ≤ 1, 0 ≤ x+ y ≤ 1
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14. Implicitní funkce a Lagrangeovy multiplikátory

V praxi je £astý p°ípad kdy vzájemnou závislost n¥kolika prom¥nných lze vyjád°it
rovnicí

f(x1, . . . , xn) = 0.

P°íklad: body na kruºnici, nebo na sfé°e x2 + y2 + z2 − 1 = 0.
V této situaci, obecn¥ °e£eno, nelze p°edpokládat ºe n¥která prom¥nná je funkcí

ostatních. Lokáln¥ to v²ak platit mruºe. Geometricky intuitivn¥ °e£eno, mnoºiny
bodru které spl¬ují tuto rovnici tvo°í plochy v IRn. Jejich studium je umoºn¥no
lokálním nahrazením pomocí lineární aproximace

V¥ta 14.1. (V¥ta o implicitní funkci)
Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená Mnoºina, F : U → IR je t°ídy C1, F (a) = 0, a

p°edpokládejme ze n¥která parciální derivace ∂F
∂xj

(a) je nenulová. Potom existuje
okolí Uδ(a) na kterém existuje jednozna£n¥ de�nována funkce t°ídy C1

xj = h(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn),

taková, ºe platí

F (x1, . . . , xj−1, h(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn), xj+1, . . . , xn) = 0

a normálový vektor ke grafu takto implicitn¥ zadané funkce má tvar gradF .

V¥tu nebudeme dokazovat, ale p°edpokládame-li ºe implicitní funkce existuje,
výpo£et jejícho gradientu lze provést následovn¥. P°edpokládejme, ºe ∂F

∂xn
(a) je

nenulová,

xn = h(x1, . . . , xn−1), F (x1, . . . , xn−1, h(x1, . . . , xn−1)) = 0

gradF (x1, . . . , xn−1, h(x1, . . . , xn−1)) = (
∂F

∂x1
+
∂F

∂xn

∂h

∂x1
, . . . ,

∂F

∂xn−1
+
∂F

∂xn

∂h

∂xn−1
) = 0

Takºe

∂F

∂xi
+
∂F

∂xn

∂h

∂xi
= 0, i = 1, . . . , n− 1

∂h

∂xi
= −

∂F
∂xi
∂F
∂xn

a normálový vektor ke grafu h má tvar

(−
∂F
∂x1

∂F
∂xn

, . . . ,−
∂F

∂xn−1

∂F
∂xn

,−1)

V¥ta o implicitní funkci nám °íká, ºe nulová mnoºina C1 funkce F je vlastn¥
sjednocením n¥jakého systému grafru C1 funkcí (pokud víme, ºe gradF je v²ude
nenulový). Jde tedy skute£n¥ o plochu v intuitivním smyslu.

P°íklad.
P°íklad: Najd¥te y′(0), kde y(0) = 2,

xey + yex − 2 = 0

Nalezn¥te te£nou rovinu k elipsoidu

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1
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Druleºitá situace p°i hledání extrému funkce f : U → IR nastává kdyº chceme
najít extrémy vzhledem k jisté podmnoºin¥ de�ni£ního oboru f , typicky de�nované
n¥jakou rovnicí.

P°. Najd¥te maximální obsah který mruºe mít obdélník se zadaným pevným
obvodem. Najdete minimální hodnotu f(x, y) = x+ y na jednotkové kruºnici.

V¥ta 14.2. (Lagrangeovy multiplikátory) Jestliºe f, gj : U → IR, j = 1, ...k, jsou
spojit¥ diferencovatelné funkce na otev°ené mnoºin¥ U ⊂ IRn. Nech´

M = ∩kj=1{x ∈ U : gj(x) = 0}
P°edpokládejme, ºe dgj(x), j = 1, ..k, jsou lineárn¥ nezávislé pro v²echna x ∈ M .
Jestliºe a je bodem lokálního extrému f vzhledem k M , pak existují λj, j = 1, ..k
taková, ºe platí

df(a) =

k∑
j=1

λjdgj(a)

Drukaz. Dokáºeme v p°ípad¥ k = 1. Podle v¥ty o implicitní funkci, BUNO existuje
xn = h(x1, . . . , xn−1) takové ºe

g(x1, . . . , xn−1, h(x1, . . . , xn−1)) = 0

Takºe

∂g

∂xi
+

∂g

∂xn

∂h

∂xi
= 0, i = 1, . . . , n− 1

∂h

∂xi
= −

∂g
∂xi
∂g
∂xn

Kritický bod funkce

f(x1, . . . , xn−1, h(x1, . . . , xn−1)) : IRn−1 → IR

ma nulový gradient, takºe platí

∂f

∂xi
+

∂f

∂xn

∂h

∂xi
= 0, i = 1, . . . , n− 1

∂h

∂xi
= −

∂f
∂xi
∂f
∂xn

Takºe
∂f
∂xi
∂g
∂xi

=

∂f
∂xn
∂g
∂xn

, i = 1, . . . , n− 1

a pro λ =
∂f
∂xn
∂g
∂xn

platí

gradf = λgradg.

�
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15. Lagrangeovy multiplikátory aplikace, absolutní extrémy

P°íklady.
Najd¥te absolutní extrémy (absolutní extrémy existují na kompaktech):

z(x, y) = x2 − y2, x2 + y2 = 1

u(x, y, z) = xyz, x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 0

V rovin¥ 2x − z = 0 nalezn¥te bod, pro n¥jº je sou£et £tvercru vzdáleností od
bodu (1, 1, 1) a (2, 3, 4) co nejmen²í.

Nalezn¥te vzdálenost paraboly y = x2 od p°ímky y = x− 2.
Dokaºte nerovnost xn+yn

2 ≥ (x+y
2 )n.

Najd¥te extrémy funkce f(x, y, z) = x2 + 2y2 + 3z2 je-li x2 + y2 + z2 ≤ 100.
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16. Dvojný integrál pres obdélník

Motivace: objemy t¥les v prostoru, hmotnost dvourozm¥rných nehomogenních
útvarru apod. Diskuse pojmu obsahu v rovin¥ (resp. objemu v prostoru).

1. obsah obdélníka (objem kvádru)
2. obsah kone£ného sjednocení obdélníkru (s prázdnými prruniky vnit°kru)- ne-

závislost na rozkladu (resp. pro kvádry)
3. obsah pod grafem funkce-limitní proces (objem pod grafem)
Problém zavedení obsahu pro obecnou podmnoºinu v rovin¥, resp. prostoru-

hlavní role aditivity-diskuse.
Zavedení dvojného integrálu pro spojité funkce.
Nech´ D = [a, b]× [c, d] je obdélník, f : D → IR spojitá funkce.

De�nice 16.1. Nech´ a = x0 < x1 < · · · < xn = b, c = y0 < y1 < · · · < ym =
d. Potom systém obdélníkru D [xi, xi+1] × [yj , yj+1], který pokrývá D, se nazývá
d¥lením D.

‖D‖ = max{xi+1 − xi, yj+1 − yj}
Se nazývá norma d¥lení D.

De�nice 16.2. Nech´ a = x0 < x1 < · · · < xn = b, c = y0 < y1 < · · · < ym = d
vytvá°í d¥lení D obdélníku D. Nech´ f : D → IR je spojitá funkce. Potom zavádíme

S∗(f,D) =
∑
i

∑
j

max{f(x, y) : (x, y) ∈ [xi+1 − xi]× [yj+1 − yj ]}

S∗(f,D) =
∑
i

∑
j

min{f(x, y) : (x, y) ∈ [xi+1 − xi]× [yj+1 − yj ]}

které se nazývají horní , resp. dolní sou£et f p°es d¥lení D.

Je jasné, ºe platí
S∗(f,D) ≥ S∗(f,D)

Nech´ a = x0 < x1 < · · · < xn = b, c = y0 < y1 < · · · < ym = d vytvá°í d¥lení
D, a = x0 < u1 < · · · < uN = b, c = v0 < v1 < · · · < vM = d vytvá°í d¥lení R.
�íkáme ºe d¥lení R je zjemn¥ním d¥lení D, jestliºe {xi} ⊂ {ui}, {yj} ⊂ {vj}.

Tvrzení 16.3. Nech´ f je spojitá na D, d¥lení R je zjemn¥ním d¥lení D. Potom

S∗(f,D) ≤ S∗(f,R) ≤ S∗(f,R) ≤ S∗(f,D)

Tvrzení 16.4. Nech´ f je spojitá na D, a dv¥ libovolná d¥lení R, D jsou zadána.
Potom

S∗(f,D) ≤ S∗(f,R)

Drukaz. Plyne z p°edchozí v¥ty s pouºitím spole£ného zjemn¥ní k t¥mto dv¥ma
zjemn¥ním. �

V¥ta 16.5. Nech´ f : D → IR je spojitá funkce. Potom pro kaºdé ε > 0 existuje
δ > 0 takové, ºe pro kaºdé d¥lení D s normou nejvý²e δ platí

S∗(f,D) ≤ S∗(f,D) + ε

následující limity tudíº existují a jsou si rovny

lim
‖D‖→0

S∗(f,D) = lim
‖D‖→0

S∗(f,D)

Drukaz: plyne ze stejnom¥rné spojitosti f na D.
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De�nice 16.6. (De�nice dvojného integrálu pro obdélník)
Nech´ f : D → IR je spojitá funkce. Potom dvojný integrál p°es D je de�nován

následovn¥ ∫ ∫
D

fdS = lim
‖D‖→0

S∗(f,D) = lim
‖D‖→0

S∗(f,D)

V¥ta 16.7. (Fubiniho v¥ta)
Dvojný integrál p°es obdélník D = [a, b]×[c, d] lze vy£íslit jako opakovaný integrál∫ ∫

D

fdS =

d∫
c

(

b∫
a

f(x, y)dx)dy =

b∫
a

(

d∫
c

f(x, y)dy)dx

Drukaz. Plyne z konstrukce integrálu, p°esn¥ji °e£eno ze stejnom¥rné spojitosti
f která zaru£í, ºe funkce y →

∫ b
a
f(x, y)dx je (stejnom¥rn¥) spojitá a opakovaná

integrace ma smysl. �

P°íklady. Integrujte f(x, y) = 1
(1+2x+3y)2 p°es obdélník 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 2.

1∫
0

2∫
1

1

(1 + 2x+ 3y)2
dydx

2∫
1

1

(1 + 2x+ 3y)2
dy = [−1

3

1

1 + 2x+ 3y
]21 =

1

3

1

4 + 2x
− 1

3

1

7 + 2x

1

3

1∫
0

( 1

4 + 2x
− 1

7 + 2x

)
dx =

1

3

1

2
[log(4+2x)−log(7+2x)]10 =

1

6
(log 6−log 9−log 4+log 7) =

1

6
log(

7

6
)

Integrujte f(x, y) = xy pro x > 0 a f(0, y) = 0 p°es obdélník 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤
2. V²imn¥te si, ºe tato funkce je spojitá.

1∫
0

2∫
1

xydydx =

1∫
0

2∫
1

ey log xdydx

2∫
1

ey log xdy = [
1

log x
ey log x]21 =

x2 − x
log x

Dal²í krok integrace naráºí na problém nalezení primitivní funkce k x
log x (inte-

grály tohoto typu lze p°evést na výrazy typu nekone£ných °ad). Diskuse existence
primitivních funkci, e.g. ex

2

, sinx2, 1
log x ,

√
1 + x3 etc. Tato teorie je velmi obsáhlá,

v praxi pouºít tabulky integrálru apod.
Zvolme opa£né po°adí integrace

2∫
1

1∫
0

xydxdy

1∫
0

xydx = [
1

y + 1
xy+1]10 =

1

y + 1
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2∫
1

1∫
0

xydxdy =

2∫
1

1

y + 1
= [log(y + 1)]21 = log

(3

2

)
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17. Dvojný integrál p°es základní oblast

Praxe vyºaduje pojem dvojného integrálu p°es obecn¥j²í oblasti. Konstrukci ne-
budeme provád¥t, jde o technickou modi�kaci p°edchozího p°ípadu.

V¥ta 17.1. Základní oblastí typu [x, y] (resp. typu [y, x]) budeme nazývat uzav°enou
mnoºinu D ⊂ IR2 pro kterou existují interval [a, b] a dvojice spojitých funkcí s1(t) ≤
s2(t) pro t ∈ [a, b] tak, ºe

D = {(x, y) : x ∈ [a, b], s1(x) ≤ y ≤ s2(x)}, (16)

resp.
D = {(x, y) : y ∈ [a, b], s1(y) ≤ x ≤ s2(y)}. (17)

P°íklad.
D = {(x, y) : x ∈ [0, 1], x2 ≤ y ≤ x} je typu [x, y], a zárove¬ typu [y, x], kde

D = {(x, y) : y ∈ [0, 1], y ≤ x ≤ √y}.
D = {(x, y) : x ∈ [−1, 1],−x2 ≤ y ≤ 1 + x2} je typu [x, y], ale nikoliv typu [y, x].

De�nice 17.2. (Existence dvojného integrálu pro základní oblast)
Nech´ D je základní oblast v IR2, f : D → IR je spojitá funkce. Potom dvojný

integrál p°es D
∫ ∫

D
fdS existuje jako limitní hodnota limitního procesu obdobného

p°ípadu kdy D je obdélník.

Poznámka. Pro konstantní funkci f = 1 je dvojný integrál roven plo²nému obsahu
D.

V¥ta 17.3. (Fubiniho v¥ta)
Nech´ D je základní oblast typu (16) (resp. (17)), f : D → IR spojitá funkce. Pak

platí ∫ ∫
D

f(x, y)dS =

b∫
a

(

s2(x)∫
s1(x)

f(x, y)dy)dx.

resp. ∫ ∫
D

f(x, y)dS =

b∫
a

(

s2(y)∫
s1(y)

f(x, y)dx)dy.

P°íklady na sestavování a výpo£et integrálu.∫ ∫
D

x

y
dS, D = {(x, y) : 1 ≤ y ≤ x ≤ 2} (18)

∫ ∫
D

x

y
dS =

2∫
1

x∫
1

x

y
dydx =

2∫
1

[x log y]x1dx =

2∫
1

x log xdx = 2 log 2− 3

4
.

∫ ∫
D

yexdS, D = {(x, y) : y2 ≤ x ≤ y + 2} (19)

2∫
−1

y+2∫
y2

yexdxdy =

2∫
−1

[yex]y+2
y2 dy =

2∫
−1

[yey+2−yey
2

]dy = [yey+2−ey+2−1

2
ey

2

]2−1 =
1

2
e4+

5

2
e
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∫ ∫
D

sin y2dS, D = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ y} (20)

1∫
0

y∫
0

sin y2dxdy =

1∫
0

[x sin y2]y0dy =

1∫
0

y sin y2dy =
1

2
[− cos y2]10 =

1

2

P°i opa£ném po°adí op¥t vzniknou problémy, nebo´ vnit°ní integrál
∫ 1

0

∫ 1

x
sin y2dydx

nelze nalézt.
Obecn¥ji, pro oblast D ⊂ IR2, kterou lze napsat jako kone£né sjednocení zá-

kladních oblastí D = ∪kj=1Dj , které nemají ºádný spole£ný vnit°ní bod, lze zavést
dvojný integrál obdobn¥, a platí∫ ∫

D

fdS =

k∑
j=1

∫ ∫
Dj

fdS

Tato de�nice nezávisí na konkrétním rozkladu-nebudeme dokazovat.
P°íklad. Vyjád°ete jako opakovaný integrál.∫ ∫

D

fdS, D je omezeno k°ivkami x = 2, y = x, xy = 1 (21)

∫ ∫
D

fdS, D je mezikruºí 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 (22)

∫ ∫
D

fdS, D spl¬uje x4 ≤ y2 ≤ x2 (23)

Zm¥¬te po°adí integrace (a vypo£t¥te, pokud je to moºné):

1∫
0

√
y∫

y

fdxdy

1∫
0

x2∫
0

fdydx+

3∫
1

1
2 (3−x)∫

0

fdydx

2∫
0

2x2∫
0

fdydx+

4∫
2

10−x∫
0

fdydx+

7∫
4

10−x∫
x−4

fdydx

1∫
0

1∫
x

sin y2dydx,

1∫
0

1∫
x

sin(x2)dydx

2∫
0

4−x2∫
0

xe2y

4− y
dydx
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18. Dvojný integrál substituce

Nyní p°ejdeme k substituci (zm¥n¥ prom¥nných) ve dvojném integrálu. Sub-
stituce vychází z výsledku z lineární algebry pro lineární zobrazení. Nech´ uj =
(u1j , . . . , unj) jsou vektory v IRn. Potom z lineární algebry víme ºe objem rovno-
b¥ºnost¥nu R vytvo°eného t¥mito vektory je roven

objem(R) = |Det

u11 · · · u1n

...
. . .

...
un1 · · · unn

 |
Tvrzení 18.1. Nech´ L : IRn → IRn je lineární zobrazení reprezentované maticí A.
Potom |DetA| je objem obrazu L(D) jednotkové krychle D = [0, 1]n v IRn.

De�nice 18.2. Nech´ U ⊂ IRn je otve°ená neprázdná mnoºina, Φ : U → IRn je
zobrazení, které má derivaci dΦ(a) v bod¥ a ∈ U . Absolutní hodnota determinantu
Jacobiho matice (tedy derivace)

∆Φ(a) = |Det


∂Φ1

∂x1
(a) · · · ∂Φ1

∂xn
(a)

...
. . .

...
∂Φn
∂x1

(a) · · · ∂Φn
∂xn

(a)

 |
se nazývá Jakobián zobrazení v bod¥ a.

V¥ta 18.3. (V¥ta o substituci v integrálu)
Nech´ U, V ⊂ IR2 jsou dv¥ oblasti integrace, Φ : U → V je prosté zobrazení se

spojitou derivací na V = Φ(U), f : V → IR. Potom∫ ∫
V

fdS =

∫ ∫
U

∆Φ · f ◦ ΦdS

Polární sou°adnice: diskuse zobrazení

Φ : U = (0, 2π)× (0,∞)→ IR2 \ polop°ímka [0,∞)× {0} = V

x(φ, ρ) = ρ cosφ, y(φ, ρ) = ρ sinφ, ∆Φ = ρ∫ ∫
E

sin(x2 + y2)dS, E = {(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 16} (24)

∫ ∫
T

√
x2 + y2, T = {(x, y) ∈ IR2 : x2 + (y + 2)2 ≤ 4} = (25)

2π∫
π

−4 sinφ∫
0

ρ2dρdφ =

2π∫
π

[
1

3
ρ3]−4 sinφ

0 dφ = −1

3
43

2π∫
π

sin3 φdφ =

−1

3
43

2π∫
π

(1− cos2 φ) sinφdφ = −1

3
43[

1

3
cos3 φ− cosφ]2ππ =

44

32

∫ ∫
T

√
1− x2

a2
− y2

b2
, T = {(x, y) ∈ IR2 :

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1} (26)

Dokaºte (pouºitím dvojného integrálu a polárních sou°adnic)
∞∫

0

e−x
2

dx =

√
π

4
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P°eve¤te do polárních sou°adnic.
2∫

0

y∫
0

fdxdy

1∫
0

√
9−y2∫
2

fdydx

1∫
−1

|y|∫
0

fdxdy
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19. Trojný integrál

Trojný integrál p°es základní oblasti v IR3. Fyzikální motivací je nap°íklad vý-
po£et hmotnosti trojrozm¥rného t¥lesa s prom¥nnou hustotou.

De�nice 19.1. Základní oblast V v IR3 typu [x, y, z] je oblast ohrani£ená shora
a zdola grafy spojitých funkcí h2(x, y), h1(x, y) nad základní oblastí D typu [x, y] v
IR2. ( nad [a, b] ohrani£ená dv¥ma grafy spojitých funkcí s1(x), s2(x)): Permutací
po°adí x, y, z získáme základní oblasti v²ech ostatních typu.

Trojný integrál lze de�novat obdobn¥ jako dvojný integral. Pro výpo£et lze op¥t
pouºít následující Fubiniho v¥tu.

V¥ta 19.2. (Fubiniho v¥ta)
Trojný integrál spojité funkce nad základní oblastí V typu [x, y, z] v IR3 spl¬uje∫ ∫ ∫

V

f(x, y, z)dV =

b∫
a

s2(x)∫
s1(x)

h2(x,y)∫
h1(x,y)

f(x, y, z)dzdydx

Trojný integrál pro obecn¥j²í oblasti, které jsou sjednocením kone£n¥ mnoha
základních oblastí, které nemají ºádný spole£ný vnit°ní bod lze získat pouºitím
aditivity. Výsledný integrál na rozkladu nezávisí. Diskuse.

P°íklady-sestavování integrálru, na dva kroky.
P°edpokládáme, ºe V je zadáno n¥kolika rovnicemi ploch (resp. nerovnicemi).

♣ Metoda 1. �ezy kolmé k vybranému sm¥ru x, y, z. V tomto p°ípad¥ interpre-
tujeme integral

∫
[
∫ ∫

D
]

Výpo£et objemu £ty°bokého jehlanu s vrcholy (±1,±1, 0), (0, 0, h). Zvol sm¥r z.

Výpo£et objemu rota£ního jehlanu s vrcholy (±1,±1, 0), (0, 0, h). Zvol sm¥r z.

♣ Metoda 2. Nalezeni S ⊂ IR2 a dvojice funkcí h1, h2 : S → IR. Interpetujeme∫ ∫
D

[
∫

]. Tento postup je vhodný pokud mezi podmínkami de�ni£ního oboru lze
najít prom¥nnou, která se vyskytuje práv¥ ve dvou podmínkách ve form¥ vztahu
z = h1(x, y), z = h2(x, y).

Pokud V je základní oblast, potom metoda 2 bude vest k °esení, obecn¥ ov²em
nemusí taková prom¥nná existovat, nap°. pro mezikoulí

{(x, y, z) : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4}

Nejjednodu²²í p°ípad-integral p°es kvádr [a, b]×[c, d]×[e, f ]. Spo£ítejte hmotnost
krychle [0, a]3, jejíº hustota je rovna ρ(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

Trojboký jehlan ve speciální poloze: Najd¥te∫ ∫ ∫
E

1

(1 + x+ y + z)3
dV (27)

kde E je omezeno plochami x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1.

∫ ∫ ∫
E

(x+ 2)dV (28)

kde E je omezeno plochami y = x2, x = z, x = y, z = 0. (z = h1, h2)∫ ∫ ∫
E

xyzdV (29)
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kde E je omezeno plochami y = x2, x = y2, z = xy, z = 0. (z = h1, h2)

Sestavte ∫ ∫ ∫
E

fdV

kde E je kulový vrchlík omezený plochami x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 1
2 .
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20. Trojný integrál substituce

Substituce v trojném integrálu.

V¥ta 20.1. (V¥ta o substituci v integrálu) Nech´ U, V ⊂ IR3 jsou dv¥ oblasti inte-
grace, Φ : U → V je prosté zobrazení se spojitou derivací na V = Φ(U), f : V → IR.
Potom ∫ ∫ ∫

Φ(U)

fdS =

∫ ∫ ∫
U

∆Φf ◦ ΦdS

♣ Cylindrické sou°adnice (polární sou°adnice v x, y): ρ > 0, φ ∈ (0, 2π), z ∈ IRxy
z

 = Φ(ρ, φ, z) =

ρ cosφ
ρ sinφ
z



dΦ =

cosφ −ρ sinφ 0
sinφ ρ cosφ 0

0 0 1


Odtud ∆Φ = ρ.
P°íklady.
T¥leso E je ohrani£eno plochami x2 +y2 = 1, z = 4, z = 1−x2−y2. Jeho hustota

je p°ímo úm¥rná vzdálenosti bodu od osy válce. Najd¥te hmotnost t¥lesa.

Oznacime f(x, y, z) hustotu, potom f(x, y, z) = K
√
x2 + y2 = Kρ.

m =

2π∫
0

1∫
0

4∫
1−ρ2

Kr2dzdρdφ

=

2π∫
0

1∫
0

Kρ2[4− (1− ρ2)]dρdφ =
12πK

5

♣ Sférické sou°adnice: ρ ≥ 0, φ ∈ (0, 2π), ϑ ∈ (0, π)xy
z

 = Φ(ρ, φ, ϑ) =

ρ sinϑ cosφ
ρ sinϑ sinφ
ρ cosϑ



dΦ =

sinϑ cosφ −ρ sinϑ sinφ ρ cosϑ cosφ
sinϑ sinφ ρ sinϑ cosφ ρ cosϑ sinφ

cosϑ 0 −ρ sinϑ


platí ∆Φ = ρ2 sinϑ.

Spo£ítejte objem koule o polom¥ru r.

2π∫
0

π∫
0

r∫
0

ρ2 sinϑdρdϑdφ =
4π

3
r3
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Najd¥te objem t¥lesa ohrani£eného plochami z ≥
√
x2 + y2, x2 + y2 + z2 ≤ z,

y ≥ 0.
π∫

0

π
4∫

0

cosϑ∫
0

ρ2 sinϑdρdϑdφ =
8

3

π∫
0

π
4∫

0

cos3 θ sinϑdϑdφ =
π

2

Dal²í p°íklady na pouºití transformace sou°adnic.
♣ ∫ ∫ ∫

E

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
dV, E = {(x, y, z) :

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1}
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21. K°ivky v Rn

De�nice 21.1. Mnoºina C ⊂ IRn se nazývá oblouk, jestliºe existuje spojité zobra-
zení

φ : [a, b]→ IRn

na mnoºinu C s vlastnostmi:
1. φ je na [a, b) prosté, φ(b) /∈ φ((a, b)), (pokud φ(a) = φ(b) potom °íkáme, ºe

k°ivka je uzav°ená.)
2. φ′(t) = [φ′1(t), . . . , φ′n(t)] je spojitá a nenulová na (a, b), a má limity v krajních

bodech.

Parametrizaci spl¬ující tyto podmínky budeme nazývat krátce hladká paramet-
rizace.

Geometrický význam φ′ je te£ný vektor ke k°ivce, diskuse.
P°íklady.
Graf funkce y = f(x), x ∈ [a, b].

C = {(x, y) : x = a1t+ b1, y = a2t+ b2}

C = {(x, y) : x2 + y2 = a2}

C = {(cos t, sin t, t) : t ∈ IR}

C = {(x, y, z) : z = x2 + y2, z = x+ y}

V¥ta 21.2. Nech´ C ⊂ IRn je oblouk s hladkými parametrizacemi φ : [a, b] →
C,ψ : [c, d] → C. Potom existuje jednozna£n¥ de�novaná spojit¥ diferencovatelná
monotonní funkce s nenulovou derivaci h : [a, b]→ [c, d],

φ(t) = ψ(h(t)).

�íkáme, ºe h p°evádí hladkou parametrizaci φ na ψ. Pokud je h rostoucí, °íkáme
ºe parametrizace jsou souhlasné, pokud je klesající °íkáme ºe jsou nesouhlasné.

Drukaz. Poloºme h = ψ−1 ◦ φ. Potom h je spojitá a na, zbývá ov¥°it diferencova-
telnost, tedy existenci

ω(t) =
h(t)− h(t0)

t− t0
, t, t0 ∈ (a, b).

Zvolme

Φ(t) =
φ(t)− φ(t0)

t− t0
, Ψ(t) =

ψ ◦ h(t)− ψ ◦ h(t0)

h(t)− h(t0)

Protoºe φ = ψ ◦ h, máme

Φ(t) = Ψ(t)ω(t) (30)

Protoºe ψ′(h(t0)) 6= 0 WLOG limt→t0 Ψ1(t) 6= 0. Tedy Φ1(t) = Ψ1(t)ω(t),

h′(t0) = lim
t→t0

ω(t) = lim
Φ1(t)

Ψ1(t)
=

φ′1(t0)

ψ′1(h(t0))

φ′(t0) = ψ′(h(t0))h′(t0) (31)

Odtud téº vyplývá, ºe h′(t0) 6= 0. �
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De�nice 21.3. P°i zadané hladké parametrizaci φ oblouku C ⊂ IRn, jednotkový
te£ný vektor v bod¥ x = φ(t) je de�nován:

−→τ (φ(t)) =
φ′(t)

‖φ′(t)‖
Díky (31) máme (podle znaménka h′):

Tvrzení 21.4. Pro oblouk C ⊂ IRn existují práv¥ dv¥ jednotková te£ná pole (na-
vzájem opa£ná). P°esn¥ji, pokud φ a ψ jsou dv¥ rruzné hladké parametrizace, potom
jejich jednotková te£ná pole jsou totoºná práv¥ kdyº parametrizace jsou souhlasné.
Jinak jsou te£ná pole opa£ná.

P°íklad: Najd¥te jednotkový te£ný vektor k oblouku r(t) = (2, t, t2) v bod¥
(2, 1, 1).

De�nice 21.5. Mnoºina C ⊂ IRn se nazývá k°ivka, jestliºe existuje spojité zobra-
zení

φ : [a, b]→ IRn

na mnoºinu C takové, ºe existuje d¥lení intervalu [a, b] na kone£n¥ mnoho po sob¥
jdoucích podintervalru [a, c1], [c1, c2], . . . , [cm, b] takových, ºe na kaºdém z nich je φ
obloukovou hladkou parametrizací.

Parametrizaci k°ivky spl¬ující tyto podmínky budeme nazývat krátce hladká
parametrizace.

Kaºdé hladké parametrizaci p°i°adíme jednotkové po £ástech spojité te£né pole

−→τ (φ(t)) =
φ′(t)

‖φ′(t)‖
De�nice 21.6. Nech´ C ⊂ IRn je k°ivka s hladkou parametrizací φ. Potom dvojice
(C,−→τ ) se nazývá orientovaná k°ivka. Pouºíváme zkrácené zna£ení (C) = (C,−→τ ).

Intuitivn¥, orientace je determinována podle sm¥rem prruchodu k°ivkou od po-
£áte£ního do koncového bodu. Pokud po£áte£ní bod a koncový bod splývají, je
t°eba pouºít te£né pole místo po°adí bodu.

�íkáme, ºe uzav°ená orientovaná k°ivka (C) v rovin¥ je pozitivn¥ (resp. nega-
tivn¥) orientovaná, pokud je orientace proti sm¥ru hodinových ru£i£ek.

De�nice 21.7. Délka k°ivky C ⊂ IRn s parametrizaci φ(t) = (φ1(t), φ2(t), φ3(t)), t ∈
[a, b], je de�nována:

L =

b∫
a

‖φ′(t)‖dt =

b∫
a

√
(φ′1(t))2 + (φ′2(t))2 + (φ′3(t))2dt

Tvrzení 21.8. Délka k°ivky nezáleºí na parametrizaci.

Drukaz. φ(t) = ψ(h(t)) tedy

φ′(t) = (φ′1(t), φ′2(t), φ′3(t)) = h′(t)(ψ′1(h(t)), ψ′2(h(t)), φ′3(h(t)))

L =

b∫
a

|h′(t)|
√

(ψ′1(h(t)))2 + (ψ′2(h(t)))2 + (ψ′3(h(t)))2dt

substituce s = h(t) (p°edpokládejme souhlasné orientace, h′ > 0):

=

d∫
c

√
(ψ′1(s))2 + (ψ′2(s))2 + (ψ′3(s))2ds
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�

Najd¥te délku k°ivky

C = {[cos t, sin t, t] : t ∈ IR}
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22. K°ivkový integrál 1. a 2. druhu

De�nice 22.1. (k°ivkový integrál 1. druhu)
Nech´ f je spojitá reálná funkce de�novaná na k°ivce C ⊂ IRn s hladkou para-

metrizací φ(t) = (φ1(t), φ2(t), φ3(t)), t ∈ [a, b]. Potom∫
C

fds =

b∫
a

f(φ(t))‖φ′(t)‖dt =

b∫
a

f(φ(t))
√

(φ′1(t))2 + (φ′2(t))2 + (φ′3(t))2dt

se nazývá se k°ivkový integrál 1 druhu funkce f podél C.

Tvrzení 22.2. K°ivkový integrál funkce f podél C nezávisí na parametrizaci.

Drukaz. φ(t) = ψ(h(t)) tedy

φ′(t) = (φ′1(t), φ′2(t), φ′3(t)) = h′(t)(ψ′1(h(t)), ψ′2(h(t)), φ′3(h(t)))

Potom∫
C

fds =

b∫
a

f(φ(t))‖φ′(t)‖dt =

b∫
a

f(ψ(h(t)))|h′(t)|
√

(ψ′1(h(t)))2 + (ψ′2(h(t)))2 + (ψ′3(h(t)))2dt

substituce s = h(t) (p°edpokládejme souhlasné orientace, h′ > 0):

=

d∫
c

f(ψ(s))
√

(ψ′1(s))2 + (ψ′2(s))2 + (ψ′3(s))2ds

�

Diskuse-nezávisí ani na orientaci, na rozdíl od Riemannova integrálu na intervalu,
kdy zm¥na po°adí mezí m¥ní znaménko integrálu ( v Riemanov¥ sum¥ se s£ítá
p°es rozdíly f(xi)(xi+1 − xi), zde se bere délka elementárního kroku která je vºdy
pozitivní).

P°íklady: ∫
C

xy4ds, C je pravá polovina kruºnice x2 + y2 = 16 (32)

∫
C

x
4
3 + y

4
3 ds, C je asteroida x

2
3 + y

2
3 = 16 (33)

De�nice 22.3. (Vektorové pole)
Nech´ D ⊂ IRn, potom

−→
F : D → IRn se nazývá vektorové pole de�nované na D.

De�nice 22.4. (k°ivkový integrál 2. druhu)
Nech´

−→
F je spojité vektorové pole de�nované na orientované k°ivce (C,−→τ ). Po-

tom k°ivkovým integrálem
−→
F podél orientované k°ivky (C) rozumíme k°ivkový inte-

grál ∫
(C)

−→
F d−→s =

∫
C

−→
F (s) · −→τ (s)ds

V¥ta 22.5. Nech´
−→
F je spojité vektorové pole de�nované na orientované k°ivce

(C,−→τ ) s parametrizaci φ. Potom platí∫
(C)

−→
F d−→s =

∫
C

−→
F (s) · −→τ (s)ds =

b∫
a

−→
F (φ(t)) · φ′(t)

‖φ′(t)‖
‖φ′(t)‖dt =
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=

b∫
a

F1(φ(t))φ′1(t) + F2(φ(t))φ′2(t) + F3(φ(t))φ′3(t)dt

a tento integrál nezávisí p°i zachování orientace na parametrizaci.

Drukaz. φ(t) = ψ(h(t)) tedy

φ′(t) = (φ′1(t), φ′2(t), φ′3(t)) = h′(t)(ψ′1(h(t)), ψ′2(h(t)), φ′3(h(t)))

b∫
a

F1(φ(t))φ′1(t) + F2(φ(t))φ′2(t) + F3(φ(t))φ′3(t)dt

=

b∫
a

F1(ψ(h(t)))ψ′1(h(t))h′(t) + F2(ψ(h(t)))φ′2(h(t))h′(t) + F3(ψ(h(t)))φ′3(h(t))h′(t)dt

=

d∫
c

F1(ψ(t))ψ′1(s) + F2(ψ(t))ψ′2(s) + F3(ψ(t))ψ′3(s)ds

�

P°íklady:∫
(C)

(x, y, x+ y − 1)d−→s , (C) je orientovaná úse£ka (1, 1, 1)(2, 3, 4) (34)

∫
(C)

(y, z, x)d−→s , (C) je pozitivn¥ orientovaná prruse£nice ploch z = xy, x2 +y2 = 1.

(35)
Druleºitá situace nastává pro p°ípad k°ivkového integrálu vektorového pole za-

daného v oblasti prostoru, kdy nás zajímá závislost integrálu na k°ivce p°i zachování
po£áte£ního a koncového bodu.

Nech´
−→
F (x, y) = (y3, x3), spo£t¥te k°ivkový integrál z bodu (0, 0) do bodu (1, 1)

podél úse£ky, resp. paraboly y = x2.

Nech´
−→
F (x, y) = (x3, y3), spo£t¥te k°ivkový integrál z bodu (0, 0) do bodu (1, 1)

podél úse£ky, resp. paraboly y = x2.
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23. Vektorové pole v IRn

V¥ta 23.1. (Základní v¥ta pro k°ivkový integrál)
Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená podmnoºina, (C,−→τ ) ⊂ U je orientovaná k°ivka ve-

doucí z bodu A do bodu B, f : U → IR je t°ídy C1. Potom∫
(C)

gradf(s)d−→s = f(B)− f(A).

Drukaz. ∫
(C)

gradf(s)d−→s =

∫
C

df(s) · −→τ (s)ds =

b∫
a

df(φ(t)) · φ′(t)dt =

=

b∫
a

n∑
j=1

∂f

∂xj
(φ(t))φ′j(t)dt =

b∫
a

d

dt
(f(φ(t))) = f(φ(b))− f(φ(a))

�

De�nice 23.2. �íkáme ºe vektorové pole
−→
F : U → IRn je potenciální v otev°ené

mnoºin¥ U ⊂ IRn pokud existuje funkce f : U → IR t°ídy C1 taková, ºe platí
−→
F = gradf.

�íkáme ºe vektorové pole je konzervativní v oblasti U ⊂ IRn, pokud k°ivkový
integrál ∫

(C)

−→
F d−→s = f(B)− f(A).

podél k°ivky (C) leºící uvnit° U a spojující body A,B ∈ U nezávisí na k°ivce (C).

Podle p°edchozí v¥ty je z°ejmé ºe potenciální pole je konzervativní.

De�nice 23.3. �íkáme, ºe otrev°ená mnoºina U ⊂ IRn je souvislá, jestliºe kaºdé
dva body uvnit° U lze spojit lomenou £arou, která je obsaºena v U . �íkáme, ºe
otrev°ená mnoºina U ⊂ IRn je jednodu²e souvislá, jestliºe kaºdou uzav°enou k°ivku
v U lze spojit¥ zdeformovat do libovolného bodu v U .

V¥ta 23.4. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená souvislá podmnoºina,
−→
F : U → IRn je

spojité vektorové pole. Potom následující podmínky jsou ekvivalentní.
1.
−→
F je potenciální

2.
−→
F je konzervativní

3. Integrál
−→
F p°es libovolnou orientovanou uzav°enou jednoduchou k°ivku (C) v

U je roven nule.

Drukaz. 2 a 3 jsou ekvivalentní standartním argumentem. 1 implikuje 3 jsme jiº
dokázali, zbývá 2 implikuje 1. Zvolíme libovoln¥ x0 ∈ U a poloºíme

f(x) =

∫
(C)

−→
F d−→s

kde (C) je libovolná orientovaná k°ivka z x0 do x. platí

f(x+ hej)− f(x) =

h∫
0

F (x+ tej) · ejdt =

h∫
0

Fj(x+ tej)dt
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Podle základní v¥ty analýzy máme

∂f

∂xj
(x) = Fj(x)

a odtud gradf(x) = F (x).
�

Pr. f(x, y) = x2 + y2, df(x, y) = (2x, 2y)

Obecný p°ípad integrálu p°es jednoduchou k°ivku je popsán v následující v¥t¥.
Je t°eba navíc p°edpokládat, ºe

−→
F je hladké a oblast je jednodu²e souvislá!
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24. Greenova v¥ta

V¥ta 24.1. (Greenova v¥ta)
Nech´ D ⊂ IR2 je jednodu²e souvislá podmnoºina, jejíº hranicí je jednoduchá

uzav°ená k°ivka (C), pozitivn¥ orientovaná (tj. proti sm¥ru hodinových ru£i£ek).
Potom pro libovolné vektorové pole

−→
F = (F1(x, y), F2(x, y)) t°ídy C1, platí∫

(C)

−→
F d−→s =

∫ ∫
D

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
)dS. (36)

Drukaz. Pro základní oblast v obou sm¥rech (tedy sou£asn¥ typu [x, y] i [y, x]).

D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b : g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}
platí (podle základní v¥ty analýzy):

∫ ∫
D

∂F1

∂y
dS =

b∫
a

g2(x)∫
g1(x)

∂F1

∂y
(x, y)dydx =

b∫
a

F1(x, g2(x))− F1(x, g1(x))dx. (37)

Ozna£íme (C1), (C2), (C3), (C4) orientované £ásti hrani£ní k°ivky (C), (C1) je
graf g1, (C3) je graf g2.

Potom pouºitím parametrizace £ásti C1, x ∈ [a, b], φ(x) = (x, g1(x)), φ′(x) =
(1, g′1(x)):∫

(C1)

(F1(s), 0)−→τ (s)ds =

∫
(C1)

(F1(x, g1(x)), 0)(1, g′1(x))dx =

b∫
a

F1(x, g1(x))dx

Potom pouºitím parametrizace £ásti C3, x ∈ [b, a], φ(x) = (x, g2(x)), φ′(x) =
(−1,−g′2(x)): ∫

(C3)

(F1(s), 0)−→τ (s)ds = −
b∫
a

F1(x, g2(x))dx

∫
(C2)

(F1(s), 0)−→τ (s)ds =

∫
(C4)

(F1(s), 0)−→τ (s)ds = 0

Celkem, s uºitím (37):∫
(C)

(F1(x, y), 0)d−→s =

∫
(C1)

+

∫
(C2)

+

∫
(C3)

+

∫
(C4)

=

b∫
a

F1(x, g1(x))−F1(x, g2(x))dx = −
∫ ∫

D

∂F1

∂y
dS.

Podobným postupem, jelikoº oblast je základní v obou sm¥rech,∫
(C)

(0, F2(s))d−→s =

∫ ∫
D

∂F2

∂x
dS.

Se£tením t¥chto dvou rovností vyjde (36).
�
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25. Konzervativní vektorové pole

De�nice 25.1. �íkáme, ºe pole
−→
F tridy C1 v U ⊂ IR2 je nevírové, pokud platí

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 0.

P°.
−→
F (x, y) = (2xy, xy3) není nevírové.

−→
F (x, y) = (3+2xy, x2−3y2) je nevírové.

V¥ta 25.2. Nech´
−→
F je vektorové pole t°ídy C1 na jednodu²e souvislé oblasti U ⊂

IR2. Potom
−→
F je konzervativní práv¥ kdyº je nevírové.

Drukaz. Jedna implikace je z Greenovy v¥ty, druhá plyne ze zám¥nnosti parciálních
derivací. �

Potenciálnost je vlastnost globální, nevírovost je lokální. V¥ta obecn¥ neplatí bez
p°edpokladu jednoduché souvislosti.

P°íklady: nalezení potenciálního pole bud po sloºkách, nebo s pouºitím k°ivko-
vého integrálu.

−→
F (x, y) = (3 + 2xy, x2 − 3y2) v IR2

∂f
∂x = 3 + 2xy, f = 3x+ x2y + g(y), ∂f∂y = x2 + g′(y) = x2 − 3y2.

g′(y) = −3y2, f(x, y) = 3x+ x2y − y3

Následující pole je nevírové v IR2 \ {0}, ale není potenciální. Spo£ti k°ivkový
integrál podél jednotkové kruºnice. Je ov²em potenciální na {(x, y) : y > 0}.

−→
F (x, y) = (

−y
x2 + y2

,
x

x2 + y2
).

De�nice 25.3. Nech´
−→
F je vektorové pole t°ídy C1 v U ⊂ IR3, (x, y, z) ∈ U . Potom

jeho rotace je de�novaná následovn¥

rot
−→
F (x, y, z) = det

 ∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

i j k

 = (
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
)

�íkáme ºe pole je nevírové, jestliºe rot
−→
F = 0.

Tvrzení 25.4. Nech´
−→
F je vektorové pole t°ídy C1 v IR3. Potom

−→
F je konzervativní

práv¥ kdyº je rot
−→
F = 0.

Pr: −→
F (x, y, z) = (y2, 2xy + e3z, 3ye3z)

platí rotF = 0. Nech´ f je gradient
−→
F , potom platí:

∂f

∂x
= y2

∂f

∂y
= 2xy + e3z

∂f

∂x
= 3ye3z

Tedy
f(x, y, z) = xy2 + g(y, z)
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∂f

∂y
= 2xy +

∂g

∂y
Tedy

∂g

∂y
= e3z, g(y, z) = ye3z + h(z)

f(x, y, z) = xy2 + ye3z + h(z)

∂h

∂z
= e3z = 3ye3z − 3ye3z = 0

tedy

f(x, y, z) = xy2 + ye3z
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26. Plochy

De�nice 26.1. Mnoºina M ⊂ IR3 se nazývá elementární plocha, jestliºe

M = {(x, y, z) : z = g(x, y), (x, y) ∈ D}
kde g je spojitá na základní oblasti D a t°ídy C1 na D◦. (Nebo podobn¥ pro

libovolnou permutaci prom¥nných.) Krajem plochy se rozumí g(∂D) ⊂M .

Elementární plocha je tedy grafem funkce t°ídy C1.
P°íklad

M = {(x, y, z) : z =
√

1− x2 − y2, (x, y) ∈ D} (38)

De�nice 26.2. Mnoºina M ⊂ IR3 se nazývá plocha, pokud existují elementární
plochy Mj (tvo°ící tzv. rozklad M) takové, ºe M = ∪nj=1Mj, p°i£emº prrunik Mi ∩
Mj je bud k°ivka, nebo kone£ná mnoºina.

p°íklad. Sféra v IR3, Krychle v IR3.

De�nice 26.3. Nech´ M ⊂ IR3 je elementární plocha zadaná funkcí g na základní
oblasti D ⊂ IR2. Potom obsah plochy M je de�nován

obsah(M) =

∫ ∫
D

‖(gradg,−1)‖dS =

∫ ∫
D

√
1 + (

∂g

∂x
)2 + (

∂g

∂y
)2dS

Pokud M je plocha s rozkladem M = ∪nj=1Mj na elementární podplochy, potom
poloºíme:

obsah(M) =

n∑
j=1

obsah(Mj)

Diskuse: De�nice pro elementární plochu vychází z faktu ºe vektor (gradg,−1)
je kolmý na graf g a jeho velikost se rovna koe�cientu nafouknutí obsahu elemen-
tárního obdélníku z D. De�nice má tedy geometrický základ a nezávisí na g (sm¥ru
parametrizace). De�nice pro plochu vychází z aditivity integrálu vzhledem na de�-
ni£ní obor.

Spo£t¥te obsah kulového vrchlíku

M = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 ≤ 1

2
}

z =
√

1− x2 − y2

De�nice 26.4. Nech´ M ⊂ IR3 je plocha, T ⊂ IR2 je základní oblast� Φ =
(Φ1,Φ2,Φ3) : T → M ⊂ IR3 je spojitá a t°ídy C1 na M◦, která je prostá na
vnit°ku T . Potom °íkáme, ºe Φ je hladká parametrizace (nebo jenom parametrizace
pro krátkost) plochy M .

P°. Plá²´ válce x2 + z2 = 32, −1 ≤ y ≤ 2.

Φ(φ, y) = (3 cosφ, y, 3 sinφ).

P°. Parametrizace sféry o polom¥ru r: vycházíme ze sférických sou°adnic.

Φ(φ, ϑ) = (r sinϑ cosφ, r sinϑ sinφ, r cosϑ).

Význam výrazu ∂Φ
∂s ,

∂Φ
∂t . Podle de�nice,

∂Φ

∂s
(s0, t0) = lim

h→0

1

h
(Φ(s0 + h, t0)− Φ(s0, t0)) =
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lim
h→0

1

h
((Φ1(s0+h, t0),Φ2(s0+h, t0),Φ3(s0+h, t0))−(Φ1(s0, t0),Φ2(s0, t0),Φ3(s0, t0)))

Tedy pokud uváºíme k°ivku, b¥ºící po povrchu plochy M , která je obrazem
prom¥nné s tedy první sou°adnice, s parametrizaci

φ(s) = (Φ1(s, t0),Φ2(s, t0),Φ3(s, t0))

Potom platí

φ′(s0) =
∂Φ

∂s
(s0, t0)

Tedy ∂Φ
∂s (s0, t0) p°edstavuje te£ný vektor ke k°ivce na povrchu M , tedy je téº

te£nou k plo²e M . Totéº platí pro ∂Φ
∂t (s0, t0).

Výraz

∂Φ

∂s
× ∂Φ

∂t
je tedy vektor kolmý (normálový) k plo²e M . Jeho délka ‖∂Φ

∂s ×
∂Φ
∂t ‖ je plocha

elementárního elementu plochy, který je obrazem elementu v oblasti parametru,
tedy p°edstavuje Jakobián zobrazeni Φ.

V¥tu o substituci 18.3 ve dvojném integrálu (pro p°ípad konstantní funkce f = 1)
tak mruºeme zobecnit na tento p°ípad následovn¥.

V¥ta 26.5. Nech´ M ⊂ IR3 je plocha s hladkou parametrizaci Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) :
T →M ⊂ IR3. Potom platí

obsah(M) =

∫ ∫
T

‖∂Φ

∂s
× ∂Φ

∂t
‖dS

Výsledek nezávisí na parametrizaci.

Spo£t¥te obsah anuloidu s vnit°ním polom¥rem r a vn¥j²ím polom¥rem R: Pa-
rametrizace:

(α, β)→ ((R+ r cosβ) cosα, (R+ cosβ) sinα, r sinβ)

Výsledek: (4π2rR).

Abstraktn¥j²í p°ístup k plo²nému integrálu s pouºitím parametrizace se zakládá
na pouºití Grammovy matice, kterou znáte z lineární algebry. Pro matici A typu
k × n, která reprezentuje lineární zobrazení L : IRk → IRn, n ≥ k, prostoru s
Euklidovskou normou, jsou sloupce obrazy jednotkových vektorru z IRk. k-rozm¥rný
objem rovnob¥ºnost¥nu V jimi vytvo°eného v IRn je potom vyjád°en

Volk(V ) =
√
DetATA.

Lze ov¥°it výpo£tem, ºe pro ná² p°ípad vyjde stejná hodnota, tedy√
Det(

∂Φ

∂s

∂Φ

∂t
)T (

∂Φ

∂s

∂Φ

∂t
) = ‖∂Φ

∂s
× ∂Φ

∂t
‖



ANALÝZA VE VÍCE PROM�NNÝCH 54

27. Plo²ný integrál 1. druhu

De�nice 27.1. (Plo²ný integrál 1. druhu)
Nech´ M ⊂ IR3 je elementární plocha zadaná funkcí g na základní oblasti D, a

nech´ f : M → IR je spojitá. Potom integrál f p°es plochu M je de�nován∫ ∫
M

fdS =

∫ ∫
D

f(x, y, g(x, y))

√
1 + (

∂g

∂x
)2 + (

∂g

∂y
)2dS

V¥ta 27.2. Nech´ M ⊂ IR3 je plocha s hladkou parametrizaci Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) :
T → IR3, a nech´ f : M → IR je spojitá. Potom platí∫ ∫

M

fdS =

∫ ∫
T

f(Φ(s, t))‖∂Φ

∂s
× ∂Φ

∂t
‖dS

Výsledek nezávisí na parametrizaci.

Vypo£t¥te plo²ný integrál ∫ ∫
M

(x2 + y2 + z)dS

kde M je £ást rota£ního paraboloidu z = a2 − x2 − y2, x2 + y2 ≤ a2

4 , a > 0.
(pouºít cylindrické sou°adnice z = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = a2 − ρ2)
Ur£ete ∫ ∫

M

√
x2 + y2dS

kde M je povrch jednotkové koule. Pouºít sférické sou°adnice k parametrizaci (r =
1).

Φ(φ, ϑ) = (r sinϑ cosφ, r sinϑ sinφ, r cosϑ).

x = r sinϑ cosφ y = r sinϑ sinφ z = r cosϑ∂Φ1

∂φ
∂Φ2

∂φ
∂Φ3

∂φ
∂Φ1

∂ϑ
∂Φ2

∂ϑ
∂Φ3

∂ϑ
i j k

 =

−r sinϑ sinφ r sinϑ cosφ 0
r cosϑ cosφ r cosϑ sinφ −r sinϑ

i j k


∂Φ

∂φ
× ∂Φ

∂ψ
= −r2 sinϑ(sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ).

‖∂Φ

∂φ
× ∂Φ

∂ψ
‖ = r2 sinϑ.
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28. Plo²ný integrál 2. druhu

De�nice 28.1. Nech´ M ⊂ IR3 je plocha. Pokud existuje jednotkové spojité nor-
málové vektorové pole −→n , které kaºdému vnit°nímu bodu plochy p°i°adí jednotkový
normálový vektor −→n k plo²e M , potom °íkáme ºe −→n zadává orientaci plochy M .
Dvojice (M,−→n ) se nazývá orientovaná plocha.

P°íklady:
♣ Hranice ∂T t¥lesa T ⊂ IR3 (v intuitivním smyslu, tedy T si p°edstavujeme

jako fyzikální t°írozm¥rný objekt) tvo°í obvykle orientovatelnou plochu.

♣ Mobiruv pás nelze orientovat.

♣ Druleºitá poznámka: v praxi se pracuje s plochami, které nejsou hladké (jen
po £ástech hladké)-nap°. povrch krychle. Pro tyto plochy je t°eba pojem orientace
oslabit, ve smyslu existence orientace pro libovoln¥ blízké hladké aproximace t¥chto
ploch. Nebudeme detailn¥ analyzovat.

Tvrzení 28.2. Pokud M ⊂ IR3 je elementární plocha, která je grafem funkce g

M = {(x, y, z) : z = g(x, y), (x, y) ∈ D}

potom existují dv¥ orientace spl¬ující jednu z formuli

−→n =
(− ∂g

∂x (x, y),−∂g∂y (x, y), 1)

‖(− ∂g
∂x (x, y),−∂g∂y (x, y), 1)‖

−→n =
( ∂g∂x (x, y), ∂g∂y (x, y),−1)

‖( ∂g∂x (x, y), ∂g∂y (x, y),−1)‖

Pokud M je hranicí základního t¥lesa v IR3, potom lze de�novat jeho orientaci
vnit°ním, nebo vn¥j²ím normálovým polem (bez drukazu).

De�nice 28.3. (Plo²ný integrál 2. druhu)
Nech´ M ⊂ IR3 je orientovaná plocha s normálovým polem −→n , která je sjednoce-

ním orientovaných elementárních ploch Mj. Plo²ný integrál spojitého vektorového
pole

−→
F : M → IR3 je de�nován∫ ∫

(M)

−→
F d
−→
S =

∫ ∫
M

−→
F · −→n dS =

∫ ∫
M1

−→
F · −→n 1dS + · · ·+

∫ ∫
Mk

−→
F · −→n kdS

Tomuto plo²nému integrálu se °íká n¥kdy ve fyzice tok vektorového pole plochou.

Tvrzení 28.4. Pokud M ⊂ IR3 je elementární plocha, která je grafem funkce g

M = {(x, y, z) : z = g(x, y), (x, y) ∈ D}

potom (p°i horní orientaci plochy M):∫ ∫
(M)

−→
F d
−→
S =

∫ ∫
D

−→
F (x, y, g(x, y)) · (−∂g

∂x
(x, y),−∂g

∂y
(x, y), 1)dS

Drukaz. platí

−→n =
(− ∂g

∂x (x, y),−∂g∂y (x, y), 1)

‖(− ∂g
∂x (x, y),−∂g∂y (x, y), 1)‖

pouºitím De�nice 27.1 dojde k vykrácení jmenovatele. �
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Pr. Spo£t¥te tok pole
−→
F (x, y, z) = (y, x, z) p°es hranici t¥lesa ohrani£eného pa-

raboloidem z = 1− x2 − y2 a rovinou z = 0 s vn¥j²í orientací.
Rozd¥líme na horní £ást a dolní £ást, ob¥ dané grafem funkcí z = 1 − x2 − y2,

resp. z = 0. Výsledek π
2 .

Horní integrál bude (parametrizace jako graf funkce):∫ ∫
D

(y, x, g(x, y)) · (−∂g
∂x

(x, y),−∂g
∂y

(x, y), 1)dS

kde D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, g(x, y) = 1− x2 − y2.

Tvrzení 28.5. Nech´ M je elementární plocha daná funkcí g na základní oblasti
D. Nech´ Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) : T → IR3 je hladká parametrizace plochy M , taková, ºe
vektorový sou£in ∂Φ

∂s ×
∂Φ
∂t je nenulový ve v²ech vnit°ních bodech D. Potom orientace

pomocí normálového vektoru spl¬uje následující (nebo −1 násobek)

−→n =
∂Φ
∂s ×

∂Φ
∂t

‖∂Φ
∂s ×

∂Φ
∂t ‖

V¥ta 28.6. Nech´ (M,−→n ) je orientovaná plocha a Nech´
−→
F : M → IR3 je spojité

vektorové pole. Nech´ Φ = (Φ1,Φ2,Φ3) : T → IR3 je hladká parametrizace plochy
M , taková ºe vektorový sou£in ∂Φ

∂s ×
∂Φ
∂t je nenulový ve v²ech vnit°ních bodech D a

je pozitivním násobkem jednotkového normálového vektoru −→n . Potom platí∫ ∫
M

−→
F · −→n dS =

∫ ∫
T

F (Φ(s, t)) · (∂Φ

∂s
× ∂Φ

∂t
)dS

Výsledek nezáleºí na parametrizaci.

Pr. ∫ ∫
(M)

(
1

x
,

1

y
,

1

z
)d
−→
S (39)

(M) je povrch elipsoidu x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1 s poloosami a,b,c, orientovaný vn¥j²ím
normálovým polem.

x = a sin θ cosφ y = b sin θ sinφ z = c cos θ

Φ(φ, ϑ) = (a sinϑ cosφ, b sinϑ sinφ, c cosϑ).

x = a sinϑ cosφ y = b sinϑ sinφ z = c cosϑ∂Φ1

∂φ
∂Φ2

∂φ
∂Φ3

∂φ
∂Φ1

∂ϑ
∂Φ2

∂ϑ
∂Φ3

∂ϑ
i j k

 =

−a sinϑ sinφ b sinϑ cosφ 0
a cosϑ cosφ b cosϑ sinφ −c sinϑ

i j k


∂Φ

∂φ
× ∂Φ

∂ψ
= − sinϑ(bc sinϑ cosφ, ac sinϑ sinφ, ab cosϑ).

Vidíme, ºe pole je orientováno dovnit°, musíme tedy zm¥nit znaménko.

2π∫
0

π∫
0

sinϑ(
1

a sinϑ cosφ
,

1

b sinϑ sinφ
,

1

c cosϑ
)·(bc sinϑ cosφ, ac sinϑ sinφ, ab cosϑ)dϑdφ =

2π∫
0

π∫
0

sinϑ(
bc

a
+
ac

b
+
ab

c
)dϑdφ = 4π(

bc

b
+
ac

b
+
ab

c
)
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Pr. ∫ ∫
(M)

(x2, y2, z2)d
−→
S ,

(M) je povrch koule (x− a)2 + (y− b)2 + (z− c)2 = r2 orientovaný vn¥j²ím normá-
lovým polem.

Φ(φ, ϑ) = (a+ r sinϑ cosφ, b+ r sinϑ sinφ, c+ r cosϑ).∂Φ1

∂φ
∂Φ2

∂φ
∂Φ3

∂φ
∂Φ1

∂ϑ
∂Φ2

∂ϑ
∂Φ3

∂ϑ
i j k

 =

−r sinϑ cosφ r sinϑ cosφ 0
r cosϑ cosφ r cosϑ sinφ −r sinϑ

i j k


∂Φ

∂φ
× ∂Φ

∂ψ
= −r2 sinϑ(sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ).

Vidíme, ºe pole je orientováno dovnit°, musíme tedy zm¥nit znaménko.

2π∫
0

π∫
0

r2 sinϑ((a+r sinϑ cosφ)2, (b+r sinϑ sinφ)2, (c+r cosϑ)2)·(sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ)dϑdφ =

=

2π∫
0

π∫
0

r2 sinϑ((a+r sinϑ cosφ)2, (b+r sinϑ sinφ)2, (c+r cosϑ)2)·(sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ)dϑdφ =
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29. Gaussova Otrogradského v¥ta

De�nice 29.1. Nech´ U ⊂ IRn je otev°ená mnoºina,
−→
F : U → IRn je vektorové

pole t°ídy C1. Pak jeho divergence je de�nována

div
−→
F =

∂F1

∂x1
+ · · ·+ ∂Fn

∂xn

V¥ta 29.2. (Gaussova Ostrogradskeho v¥ta)
Nech´ E ⊂ IR3 je základní t¥leso, jehoº hranice ∂E je plocha orientovaná vn¥j²ím

normálovým polem −→n . Je-li
−→
F vektorové pole t°ídy C1 na E, pak platí∫ ∫ ∫

E

divFdV =

∫ ∫
(∂E)

−→
F d
−→
S =

∫ ∫
∂E

−→
F · −→n dS

Nech´ E je základní oblast typu 1,2,3, tedy lze ji povaºovat za t¥leso ohrani£ené
shora a zdola grafy funkci nad základní oblasti v IR2 (v kaºdém sm¥ru), S = ∂E je
hranice. Nech´ F = (P,Q,R), tedy divF = ∂P

∂x + ∂Q
∂y + ∂R

∂z .
Sta£í dokázat (ostatní dva obdobn¥), za p°edpokladu ºe E = {(x, y, z) : (x, y) ∈

D,φ1(x, y) ≤ z ≤ φ2(x, y)}:∫ ∫
S

(0, 0, R) · −→n dS =

∫ ∫ ∫
E

∂R

∂z
dV

Tedy

∫ ∫ ∫
E

∂R

∂z
dV =

∫ ∫
D

(

φ2(x,y)∫
φ1(x,y)

∂R

∂z
(x, y, z)dz)dS

pouºitím základní v¥ty analýzy:∫ ∫ ∫
E

∂R

∂z
dV =

∫ ∫
D

(R(x, y, φ2(x, y))−R(x, y, φ1(x, y))dS

Ozna£me S = S1 ∪ S2 ∪ S3, kde S1 je spodní plocha, S3 je horní plocha a S3 je
strana ve sm¥ru osy z, s odpovídající orientací. Je z°ejmé, ºe normálový vektor −→n
k plo²e S2 je kolmý na vektor (0, 0, 1), takºe∫ ∫

S

(0, 0, R) ·−→n dS =

∫ ∫
S1

(0, 0, R) ·−→n dS+

∫ ∫
S2

(0, 0, R) ·ndS+

∫ ∫
S3

(0, 0, R) ·−→n dS

=

∫ ∫
S1

(0, 0, R) · −→n dS +

∫ ∫
S3

(0, 0, R) · −→n dS

Protoºe na S3 platí (normálový vektor mí°í nahoru)

−→n =
(−∂φ2

∂x (x, y),−∂φ2

∂y (x, y), 1)

‖(−∂φ2

∂x (x, y),−∂φ2

∂y (x, y), 1)‖

platí (a podobn¥ pro dolní st¥nu).∫ ∫
S3

(0, 0, R) · −→n dS =

∫ ∫
D

R(x, y, φ2(x, y))dS

∫ ∫
S1

(0, 0, R) · −→n dS =

∫ ∫
D

−R(x, y, φ1(x, y))dS
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Pr.∫ ∫
(M)

(x, y, z)d
−→
S , (M) je jednotková sféra orientovaná vn¥j²ím jednotkovým polem

Pouºijeme Gaussovu v¥tu pro jednotkovou kouli, divF = 3, tedy∫ ∫
(∂P )

−→
F d
−→
S =

∫ ∫ ∫
P

3dV = 3
4π

3
= 4π

P°. ∫ ∫
(M)

(xy, y2 + exz
2

, sin(xy))d
−→
S ,

(M) je hranicí útvaru s vn¥j²í orientací

E = {(x, y, z) : −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1− x2, 0 ≤ y ≤ 2− z}

a div
−→
F = 3y

∫ ∫
(M)

(xy, y2 + exz
2

, sin(xy))d
−→
S = 3

1∫
−1

1−x2∫
0

2−z∫
0

ydydzdx =
184

35
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30. Stokesova v¥ta

De�nice 30.1. Nech´ (M,−→n ) je orientovaná plocha, jejíº okraj je tvo°en uzav°e-
nou orientovanou jednoduchou k°ivkou (C,−→τ ). �íkáme, ºe plocha a její okraj mají
souhlasnou orientaci, jestliºe pro vektory −→n ,−→τ platí, ºe pokud se pohybujeme podél
k°ivky ve sm¥ru −→τ a na²e hlava ukazuje ve sm¥ru −→n , potom je plocha po na²í levé
ruce.

V¥ta 30.2. (Stokesova v¥ta) Nech´
−→
F je vektorové pole t°ídy C1 na otev°ené

mnoºin¥ obsahující elementární orientovanou plochu (M,−→n ), jejíº hrani£ní k°ivka
(C,−→τ ) je souhlasn¥ orientovaná. Pak platí∫

(C)

−→
F d−→s =

∫ ∫
(M)

rot
−→
F d
−→
S

kde

rot
−→
F (x, y, z) = det

 ∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

i j k

 = (
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
)

Drukaz. P°edpokládejme, ºe plocha (M,−→n ) je grafem funkce z = g(x, y), oriento-
vaná nahoru, kde (x, y) ∈ D leºí v jednodu²e souvislé oblasti s hrani£ní pozitivn¥
orientovanou jednoduchou k°ivkou (C1), jejíº obraz je hrani£ní k°ivka (C) plochy
(M).

∫ ∫
(M)

rot
−→
F d
−→
S =

∫ ∫
D

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
) · −→n dS

=

∫ ∫
D

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
)(−∂g

∂x
,−∂g

∂y
, 1)dS

∫
(C)

−→
F d−→s =

b∫
a

(F1(φ(t)), F2(φ(t)), F3(φ(t)))φ(t)′dt

=

b∫
a

(F1(φ(t)), F2(φ(t)), F3(φ(t)))(x′(t), y′(t),
∂g

∂x
x′(t) +

∂g

∂y
y′(t))dt

=

b∫
a

(F1(φ(t)) + F3(φ(t))
∂g

∂x
, F2(φ(t)) + F3(φ(t))

∂g

∂y
)(x′(t), y′(t))dt

pouºitím Greenovy v¥ty

=

∫ ∫
D

(
∂

∂x
(F2(x, y, g(x, y))+F3(x, y, g(x, y))

∂g

∂y
)− ∂

∂y
(F1(x, y, g(x, y))+F3(x, y, g(x, y))

∂g

∂x
))dS

Po provedení úprav

=

∫ ∫
D

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
)(−∂g

∂x
,−∂g

∂y
, 1)dS

�
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P°íklady: ∫
(C)

(−y2, x, z2)d−→s (40)

(C, τ) je prrunik roviny y + z = 2 a válce x2 + y2 = 1, orientovaná kladn¥ p°i
pohledu shora.

platí

rot
−→
F (x, y, z) = det

 ∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−y2 x z2

i j k

 = (0, 0, 1 + 2y)

Mnoºina M = {(x, y, z) : y + z = 2, x2 + y2 ≤ 1}, zvolíme souhlasné orientace.
M budeme parametrizovat jako graf funkce,

M = {(x, y, z) : z = g(x, y), (x, y) ∈ D}
s orientací nahoru, tedy

∂Φ

∂s
× ∂Φ

∂t
= (−∂g

∂x
(x, y),−∂g

∂y
(x, y), 1)

Pak platí (pouºitím grafové parametrizace)∫
(C)

−→
F d−→s =

∫ ∫
(M)

rot
−→
F d
−→
S =

∫ ∫
D

(1 + 2y)dS =

2π∫
0

1∫
0

(1 + 2r sin θ)rdrdθ = π

P°.
Uºitím Stokesovy v¥ty spo£ítejte

∫∫
(M)

rot
−→
F d
−→
S , kde

−→
F = (yz, xz, xy), M je £ást

sféry x2 + y2 + z2 = 4, která leºí uvnit° válce x2 + y2 = 1, orientovaná nahoru.
Hrani£ní k°ivka je (C), x2 + y2 = 1, z =

√
3. Parametrizace

r(t) = (cos t, sin t,
√

3), 0 ≤ t ≤ 2π

r′(t) = (− sin t, cos t, 0), 0 ≤ t ≤ 2π

∫ ∫
(M)

rot
−→
F d
−→
S =

∫
(C)

−→
F d−→r =

∫
C

−→
F (r(t))·r′(t)dt =

2π∫
0

(−
√

3 sin2 t+
√

3 cos2 t)dt = 0

(41)

Pr. Trik se zám¥nou plochy za jinou plochu se stejnou hranici ( v tomto p°ípad¥
kruh D, x2 + y2 ≤ 1).

Uºitím Stokesovy v¥ty spo£ítejte
∫∫
(S)

rot
−→
F d
−→
S , kde

−→
F = (x2yz, x, e2xy cos z), S

je polosféra x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0, orientovaná nahoru.
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31. Cvi£ení 1-�ady

(1) Zjist¥te zda °ada konverguje (resp. absolutn¥ konverguje):
∞∑
n=1

2
n2+2n

∞∑
n=0

2n+3n

5n

∞∑
n=0

(q−3)n

qn

∞∑
n=1

1
(1+q)n

∞∑
n=1

3nn!
nn

∞∑
n=1

(n+7)n

(4n−2)n

∞∑
n=2

1
n−
√
n

∞∑
n=2

1
lnn

∞∑
n=2

1
n(lnn)3/2

∞∑
n=2

1
n2 lnn

∞∑
n=1

2+sinn
n

∞∑
n=1

n
n3−1

∞∑
n=2

(−1)n 1
2 lnn

∞∑
n=1

cos(nπ)
(4n−2)n

∞∑
n=1

sinn
n2

∞∑
n=1

(−1)n
√
n+1
n2+1
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32. Cvi£ení 2-Funk£ní °ady

(2) Najd¥te polom¥r a interval konvergence:
∞∑
n=1

(−1)n xn

4nn2

∞∑
n=1

(n+5)3xn

n!

∞∑
n=1

n(x+2)n

2n+1

∞∑
k=0

2k+(−3)k+1

√
k+1

(x+ 1)k

(3) Najd¥te Taylorovu °adu a její interval konvergence:
f(x) = sin(x2), x0 = 0 f(x) = 2

3−5x , x0 = 0

f(x) = ln(2 + x2), x0 = 0 f(x) = x
x2−x−2 , x0 = 0

f(x) = 3−2x
(1−x)2 x0 = 0 f(x) = x+3

x−3 x0 = −2

f(x) = 1
x x0 = −3 f(x) = ln

√
x

4−x x0 = 1

f(x) = e−x(2x+ 1) x0 = 0 f(x) = (x+ 1) sin(2πx) x0 = −1
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33. Cvi£ení 3 Fourierovy °ady

(4) Najd¥te Fourierovu °adu funkce

f(t) = 3 sin2 t+ 2 cos2 t, t ∈ (0, 2π)

f(t) = cos4 t, t ∈ (0, 2π)

f(t) =

{
cos t pro 0 ≤ t < π

2 ,

0 π
2 < t < π,

, t ∈ (0, π)

f(t) =

{
cos t pro 0 ≤ t < π

2 ,

0 π
2 < t < π,

, t ∈ (0, π)

f(t) =

{
sin t pro 0 ≤ t < π

2 ,

0 π
2 < t < π,

, t ∈ (0, π)
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34. cvi£ení 4-Opakování geometrie IRn, p°íklady

Tvrzení 34.1. x · y = ‖x‖‖y‖ cosφ, kde φ je úhel sev°ený ob¥ma vektory.

Drukaz. Uvaºme trojúhelník s vrcholy O = 0, A = x, B = y. Podle kosinové v¥ty
platí

|AB|2 = |OA|2 + |OB|2 − 2|OA||OB| cosφ.

P°evedeno do do jazyka vektorru,

‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2‖x‖‖y‖ cosφ.

Zbyva uzit de�nice normy pouºitím sou°adnic.
�

Takºe po úprav¥ dostaneme:

cosφ =
x · y
‖x‖‖y‖

.

Odtud plyne snadný test kolmosti dvou vektorru x · y = 0.

De�nice 34.2. Vektorový sou£in, pouze pro vektory z IR3.

x× y = det

 i j k

x1 x2 x3

y1 y2 y3

 = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1).

Dale zavedme smiseny sou£in

(x×y)·z = (x2y3−x3y2)z1+(x3y1−x1y3)z2+(x1y2−x2y1)z3 = det

z1 z2 z3

x1 x2 x3

y1 y2 y3


Odtud je vid¥t ze vektorovy sou£in je kolmy na oba sou£initele. Protoze deter-

minant je roven objemu rovnobeznostenu urceneho vektory v matici, vidime tez
ze vektorovy sou£in je v absolutni hodnot¥ roven obsahu rovnobeznika urceneho
vektory. Znamenko zaleºí na orientaci, pravidlo práv¥ ruky.

platí tedy:
‖x× y‖ = ‖x‖‖y‖ sinφ.

(1) Najd¥te velikost úhlu mezi hlavní diagonálou krychle a diagonálou jedné ze
stran, která s ní má spole£ný vrchol.

(2) Dokazte formuli pro kolmou projekci z vektoru y na vektor x:

z = (
y · x
‖x‖2

)x.

(3) Dokazte

Cauchy-Schwartzova nerovnost |x · y| ≤ ‖x‖‖y‖.
(4) Dokazte

Trojúhelníková nerovnost ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
(5) Dokazte

Rovnob¥ºníkové pravidlo ‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

(6) Dokaºte ºe x× y = −y × x.
(7) Dokaºte ºe x · (y + z) = x× y + x× z
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(8) Dokaºte ºe x× (y × z) = (x · z)y − (x · y)z
Nech´ P je bod leºíci v rovine dane tremi ruznymi bodyQ,R, S. Oznacme

a =
−−→
QR,b =

−→
QS, c =

−−→
QP . Potom platí

(a× b) · c = 0.

Odtud lze odvodit rovnici pro rovinu urcenou body Q,R, S. Obecna formule
pro rovinu (a�ni podprostor) je ax+ by + cz + d = 0, normalovy vektor je
nap°íklad n = (a, b, c).

Rovina obsahujici bod X = (x1, x2, x3) s normalou n = (a, b, c) splnuje
rovnici

(x− x1, y − x2, z − x3) · n = 0.

Vzdalenost bodu X = (x1, x2, x3) od roviny ρ dane formuli ax+by+cz+
d = 0. Zvol libovolny Y = (y1, y2, y3) v rovine. Bud φ uhel mezi vektorem
v =
−−→
XY a normalovym vektorem n roviny ρ. Potom

dist(X, ρ) = ‖
−−→
XY ‖| cosφ| = |n · v|

‖n‖
=
|ax1 + bx2 + cx3 + d|√

a2 + b2 + c2
.

(9) Zjist¥te zda p°ímka procházející body (0, 0, 1) a (1,−1, 6) je kolmá na
p°ímku procházející body (−4, 2, 1) a (−1, 6, 2).

(10) Najd¥te rovnici pro rovinu procházející bod¥m (1, 4, 5), která je kolmá na
vektor (7, 1, 4).

(11) Najd¥te rovnici pro rovinu obsahující body (0, 0, 0), (1, 1, 1), (1, 2, 3).
(12) Nech´ P je bod leºící mimo rovinu danou t°emi rruznými body Q,R, S.

Ozna£me a =
−−→
QR,b =

−→
QS, c =

−−→
QP . Dokaºte ºe vzdálenost bodu P od

roviny spl¬uje

d =
‖a · (b× c)‖
‖a× b‖

.
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35. cvi£ení 5- Mnoºiny a spojitost

(1) Diametr mnoºiny M je de�nován vzorcem

diam(M) = sup{‖x− y‖, x, y ∈M}
Stanovte diametr mnoºin: M = [0, 1]2,M = [0, 1]3 etc.

(2) Ur£ete vnit°ek, hranici a uzáv¥r mnoºin:

M = {(x, y) : x2 + 2x+ y2 ≤ 3, x2 − 4x+ y2 ≤ 0}

M = {(x, y, z) : x+ y + z > 1}
Q..racionální £ísla

(3) Sestrojte p°íklady mnoºin v IR2 s následujícími vlastnostmi:
nemá vnit°ní bod ani vn¥j²í bod
nemá hrani£ní bod
nemá vn¥j²í bod a je uzav°ená
nemá ºádný hromadný bod, ale není kone£ná
je uzav°ená a kaºdý její bod je izolovaný

(4) Dokaºte ºe sjednocení libovolného systému otev°ených mnoºin je otev°ená
mnoºina. Platí téº pro prrunik?

(5) Najd¥te de�ni£ní obory funkcí
f(x, y) = ln(xy − 1),
f(x, y) = xy

√
x2 + y,

f(x, y, z) = ln(1− x2 − y2 − z2)

f(x, y) = ln(4−x2−y2)√
x2+y2−1

(6) Nacrtnete graf funkce
f(x, y) = 2− x− 3y
f(x, y) = xy

f(x, y) =
√
x2 + 9y2

f(x, y) = x
y

f(x, y) = y − cosx
(7) Najd¥te limity

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2+y2)
x2+y2 ,

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x+y)
x+y ,

lim
(x,y)→(0,0)

x2+xy+y2

x2−y2 ,

lim
(x,y)→(0,0)

x−y
x2+y2 ,

lim
(x,y)→(0,0)

2xy
x2+2y2 ,

lim
(x,y,z)→(1,2,3)

xz2−y2z
xyz−1

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

(x2 + y2)x
2y2

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

xy+yz+xz
x2+y2+z2 ,

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

x2y2z2

x2+y2+z2 ,

(8) Zjist¥te zda existuje c ∈ IR takové, aby následující funkce byla spojitá

f(x) =

{
x2y3

2x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

c, (x, y) = (0, 0).
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36. cvi£ení 6-Parciální derivace

(1) Najd¥te následující sm¥rové derivace
f(x, y) = ex cos y, P (1, π6 ), u = i− j
f(x, y, z) = z3 − x2y, P (1, 6, 2), u = (3, 4, 12).

(2) Najd¥te te£nou rovinu ke grafu funkce

z = 2x2 + y2, v bod¥ (1, 1, 3)

z = xy + sin(x+ y), v bod¥ (1,−1,−1)

(3) Najd¥te linearizaci funkce f(x, y, z) = exy
2

+ x4yz v bod¥ (1, 1, 1).
(4) Najd¥te rovnici te£né roviny k elipsoidu

x2 + 2y2 + z2 = 1

která je rovnob¥ºná s rovinou 4x+ 2y + z = 0.
(5) Najd¥te rovnici te£né roviny k elipsoidu

x2

25
+
y2

16
+
z2

9
= 1

která vytíná stejné úseky na v²ech sou°adnicových osách.
(6) Najd¥te parciální derivace následujících sloºených funkcí. dwdt kde w = x

y+ y
z ,

x =
√
t, y = cos(2t), z = e−3t

∂z
∂s ,

∂z
∂t , kde z = xey + ye−x, x = s2t, y = st2

∂u
∂s ,

∂u
∂t pro s = 0, t = 1, kde u = xy + yz + zx, x = st, y = est, z = t2.

(7) Najd¥te gradient f v bod¥ P a najd¥te rychlost rrustu f v P ve sm¥ru
vektoru u. f(x, y) = ex sin y, P (1, π4 ), u = (−1, 2) f(x, y, z) = xy +

yz2 + xz3, P (2, 0, 3), u = (−2,−1, 2).
(8) Najd¥te jednotkový sm¥r nejv¥t²ího rrustu dané funkce v bod¥ P .

f(x, y) = x2y + exy sin y, P (1, 0)
f(x, y, z) = xey + z2, P (1, ln 2, 1

2 ).
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
Pripomente si kvadratické povrchy (kvadriky). Nacrtnete je pro a = b =

c = 1:
(a) x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1 elipsoid

(b) x2

a2 + y2

b2 −
z2

c2 = 1 jednodílný hyperboloid

(c) −x
2

a2 −
y2

b2 + z2

c2 = 1 dvoudílný hyperboloid

(d) z2

c2 = x2

a2 + y2

b2 kuºel

(e) z
c = x2

a2 + y2

b2 eliptický paraboloid

(f) z
c = x2

a2 −
y2

b2 hyperbolický paraboloid

(g) x2

a2 + y2

b2 = 1 eliptický válec
(h) y = ax2 parabolický válec.
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37. cvi£ení 7-8, Parciální derivace a extrémy

(1) Najd¥te derivace následujících sloºených funkci. w = x2 + y2 + z2, x = st,
y = s cos(t), z = s sin t,
u = xy + yz + zx, x = st, y = est, z = t2.
z = y2 tanx, x = t2uv, y = u+ tv2.

(2) Najd¥te kritické body následujících funkcí:

f(x, y) = x2 + y2 + 4x− 6y

f(x, y) = y
√
x− y2 − x+ 6y

f(x, y, z) = x4 + y4 + z4

(3) Najd¥te lokální extrémy následujících funkcí:
f(x, y) = 2x2 + 3xy + 4y2 − 5x+ 2y, f(x, y) = x3 − y3 − 2xy + 6

(4) Najd¥te absolutní extrémy funkce f(x, y) = x2 + y2 na trojúhelníku ohra-
ni£eném p°ímkami x = 0, y = 0, y + 2x = 2.

(5) Najd¥te absolutní extrémy funkce f(x, y) = x2 − xy + y2 na mnoºin¥ |x|+
|y| ≤ 1.

(6) Najd¥te absolutní extrémy funkce f(x, y, z) = x+y+z na mnoºin¥ x2+y2 ≤
z ≤ 1.

(7) Nech´ f(x, y) = exy
2

. Najd¥te fx, fy(1, 1). Ov¥°te ºe platí fxy = fyx. Na-
jd¥te fxxy. Nech´ f(x, y, z) = x5 +yz2 + sin(xy) + cos(zx). Najd¥te fx, fyx,
fzz.

(8) Dokaºte ºe následující matice jsou invertibilní. Najd¥te inverzní matici pou-
ºitím metody elementárních sloupcových operací, a metodou determinantu.1 0 2

0 1 1
0 0 1

 ,

1 2 2
0 1 1
0 0 1

 ,

0 1 2
1 1 1
0 0 1


(9) Najd¥te ortogonální matici, která redukuje následující matici na diagonální

tvar. Pouºijte p°itom fakt, známý jako v¥ta o hlavních osách, který °íká ºe
symetrickou matici lze p°evést na diagonální matici pomocí orthogonální
transformace sou°adnic.(

5 −3
−3 5

)
,

(
2 2

√
3

2
√

3 −2

)
.

(10) P°evedte ortogonální transformaci na diagonální tvar následující kvadra-
tické polynomy (pouºitím maticové reprezentace kvadratických polynomru,
jakoºto bilineárních forem):

5x2 − 6xy + 5y2, 2x2 + 4
√

3xy − 2y2.

(11) Najd¥te Taylorruv polynom druhého stupn¥ pro funkci v okolí bodu

f(x, y) = x2y3 − 2x4 + y2, (x, y) = (0, 0)

f(x, y, z) = xy2z3, (x, y, z) = (1, 2, 1)

f(x, y, z) = xey cos z, (x, y, z) = (0, 0, 0)

(12) Kruhový talí° s rovnicí x2 + y2 ≤ 1 je zah°átý na teplotu T (x, y) = x2 +
2y2 − x. Najd¥te nejteplej²í a nejstuden¥j²í bod na talí°i.

(13) Pouºitím Lagrangeových multiplikátorru najd¥te rozm¥ry obdélníku s ma-
ximálnim obsahem, který lze vepsat do elipsy

x2

16 + y2

9 = 1, a jehoº strany jsou rovnob¥ºné s osami sou°adnic.
(14) Najd¥te bod v rovin¥ dané rovnicí 2x − y + z = 1, který je nejblíºe bodu

(−4, 1, 3)
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(15) Najd¥te bod na plo²e zadané rovnicí z2 = xy+ 1, který je nejblíºe po£átku
sou°adnic.

(16) Najd¥te t°i pozitivní £ísla jejichº sou£in je maximální, a jejichº sou£et je
roven 100.

(17) Najd¥te extrémy funkce s vazebnou podmínkou:

f(x, y) = x2 − y2, x2 + y2 = 1

f(x, y, z) = x− y + 3z, x2 + y2 + 4z2 = 4

f(x, y, z) = x4 + y4 + z4, x2 + y2 + z2 = 1

f(x, y) = x2 + y2, x2 − 2x+ y2 − 4y = 0.

(18) Najd¥te úhel sev°ený dv¥ma plochami v bod¥

x2 + y2 + z2 = 8, (x− 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 = 6, (2, 0, 2)

(19) Ove°te p°edpoklady v¥ty o implicitní funkci pro rovnici xey + sin(x, y) +
y − ln 2 = 0, kde y je diferencovatelná funkce prom¥nné x kolem (0, ln 2).
Spo£ítejte dy

dx v tomto bod¥.
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38. Cvi£ení 9-Dvojný integrál

(1) Integrujte f(x, y) = y cos(xy) p°es obdélník 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ 1.
(2) Integrujte f(x, y) = xexy p°es obdélník 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.
(3) Integrujte f(x, y) = 1

x+y p°es obdélník 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1.
(4) Zm¥¬te po°adí integrace následujících integrálru

1∫
0

√
y∫

0

f dx dy

π∫
0

sin x∫
0

f dy dx

1∫
0

x∫
0

f dy dx+

2∫
1

2−x∫
0

f dy dx

2a∫
0

√
2ax∫

√
2ax−x2

f dy dx

(5) Nakreslete oblast integrace a spo£ítejte integrál
∫ 1

0

∫ y2
0

3y3exy dx dy.
(6) Nakreslete oblast integrace, ur£ete vhodné po°adí integrace a spo£ítejte

integrál∫ 2

0

∫ 4−x2

0
xe2y

4−y dy dx
∫ 8

0

∫ 2
3
√
x
dy dx
y4+1

(7) Vypo£ítejte integrál pouºitím polárních sou°adnic
∫ ∫

D

√
x2 + y2 dS kde

D je ohrani£eno k°ivkou r = 1 + cos θ.
(8) Vypo£ítejte plochu kv¥tu D, kde D je ohrani£eno k°ivkou r = | cos 6θ|.
(9) Vypo£ítejte integrál p°echodem do polárních sou°adnic

2∫
0

√
4−y2∫
0

(x2 + y2) dx dy

1∫
0

√
1−x2∫
0

e−(x2+y2) dy dx

(10) Pouºijte substituci u = x+ 2y, v = x− y pro výpo£et integrálu
2/3∫
0

2−2y∫
y

(x+ 2y)e(y−x) dx dy

(11) Najd¥te hmotnost a polohu teºi²t¥ trojúhelníka s vrcholy (0, 0), (1, 1), (4, 0),
hustota je rovna ρ(x, y) = x.

(12) Najd¥te hmotnost a polohu teºi²t¥ £ásti roviny ohrani£ené parabolou y =
9− x2 a osou x, hustota je rovna ρ(x, y) = y.

(13) Najd¥te objem rota£ního t¥lesa ohrani£eného paraboloidem z = x2 + y2

nad kruhem x2 + y2 ≤ 9.
(14) Najd¥te objem rota£ního t¥lesa ohrani£eného paraboloidy z = 3x2 +2+3y2

a z = 4− x2 − y2.
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39. Cvi£ení 10-Trojný integrál

(1) Na£rtn¥te oblast integrace
1∫

0

z∫
0

y∫
0

fdxdydz

1∫
0

2x∫
x

x+y∫
0

fdzdydx

π∫
0

2∫
0

√
4−z2∫
0

fdxdzdy

3∫
0

√
9−x2∫
0

x∫
0

fdydzdx

(2) Vypo£t¥te ∫ ∫ ∫
E

exdV

kde E = {(x, y, z), 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ y, 0 ≤ z ≤ x+ y}.∫ ∫ ∫
E

ydV

kde E je ohrani£eno shora rovinou z = x + 2y, a leºí nad oblastí v rovin¥
xy, ohrani£ené k°ivkami y = x2, y = 0, x = 1.∫ ∫ ∫

E

xydV

kde E je £ty°st¥n s vrcholy (0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 1).∫ ∫ ∫
E

xdV

kde E je ohrani£eno paraboloidem x = 4y2 + 4z2 a rovinou x = 4.
(3)

1∫
0

3−3x∫
0

3−3x−y∫
0

dz dy dx

π∫
0

ln(sin y)∫
0

z∫
−∞

ex dx dz dy.

(4) Najd¥te objem t¥lesa ohrani£eného eliptickým válcem 4x2 + z2 = 4 a rovi-
nami y = 0, y = z + 2.

(5) Sestavte v²echna po°adí integrace pro integrál∫ ∫ ∫
E

fdV

kde E je ohrani£eno plochami:
x2+z2 = 4, y = 0, y = 6, (resp. z = 0, z = y, x2 = 1−y 9x2+4y2+z2 = 1)
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40. Cvi£ení 11-Substituce v trojném integrálu

(1) Na£rtn¥te oblast integrace a spo£t¥te

2π∫
0

2∫
0

4−r2∫
0

rdzdrdϑ

π
2∫

0

π
2∫

0

1∫
0

ρ2 sinφdρdϑdφ

(2) Vypo£t¥te ∫ ∫ ∫
E

x2 + y2dV

kde E = {(x, y, z), x2 + y2 ≤ 4,−1 ≤ z ≤ 2}.∫ ∫ ∫
E

x2dV

kde E je vnit°ek válce x2+y2 = 1, ohrani£ený shora kuºelem z2 = 4x2+4y2

a z ≥ 0. ∫ ∫ ∫
E

xe(x2+y2+z2)2dV

kde E je mezikoulí o vnit°ním polom¥ru 1 a vn¥j²ím polom¥ru 2.
(3) P°evedte do cylindrických sou°adnic a spo£t¥te

1∫
−1

√
1−x2∫

−
√

1−x2

2−x2−y2∫
x2+y2

(x2 + y2)
3
2 dzdydz

1∫
−1

√
1−y2∫
0

√
x2+y2∫

x2+y2

xyzdzdxdy

(4) P°evedte do sférických sou°adnic a spo£t¥te

3∫
−3

√
9−x2∫

−
√

9−x2

√
9−x2−y2∫

0

z
√
x2 + y2 + z2dzdydz

3∫
0

√
9−y2∫
0

√
18−x2−y2∫
√
x2+y2

(x2 + y2 + z2)dzdxdy
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41. Cvi£ení 12-K°ivkový integrál

(1) Integrujte f podél k°ivky.
f(x, y) = x+y2√

1+x2
, C: y = x2

2 od (1, 1/2) do (0, 0).
f(x, y) = x+ y, C: x2 + y2 = 4 v prvním kvadrantu od (2, 0) do (0, 2).
f(x, y, z) = x

√
y − 3z2, r(t) = (cos(2t), sin(2t), 5t), 0 ≤ t ≤ 2π.

(2) Najd¥te práci síly
−→
F vykonanou na £ástici

−→
F = (3x2 − 3x, 3z, 1), podél p°ímky r(t) = (t, t, t), 0 ≤ t ≤ 1.
−→
F = (y + z, z + x, x+ y), podél k°ivky r(t) = (t, t2, t4), 0 ≤ t ≤ 1.

Spo£ítejte
∫

(C)

−→
F · dr kde

−→
F = (y,−x), podél k°ivky x2 + y2 = 1 od

(1, 0) do (0, 1).
(3) Pouºijte Greenovu v¥tu k výpo£tu integrálu

∫
(C)

(3y, 2x)ds, kde C je hranicí
oblasti 0 ≤ x ≤ π , 0 ≤ y ≤ sinx, pozitivn¥ orientované.

(4) Pouºijte Greenovu v¥tu k nalezení práce síly
−→
F = (2xy3, 4x2y2) podél hra-

nice p°i pohybu proti hodinovým ru£i£kám, oblasti v prvním kvadrantu
ohrani£eném osou x, p°ímkou x = 1, a k°ivkou y = x3.

(5) Zjist¥te zda vektorová pole jsou konzervativní, a najd¥te jejich potenciální
funkci.

−→
F 1 = (y sin z, x sin z, xy cos z)

−→
F 2 = (−y2 − 2xz, 2yz − 2xy, y2 − x2)

−→
F 3 = (y, x+ z,−y)

(6) Dokaºte ze práce síly
−→
F = (x2 + y, y2 + x, zez) podél k°ivky z (1, 0, 0) do

(1, 0, 1) nezávisí na dráze.
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42. Cvi£ení 13-Plo²ný integrál

(1) Najd¥te plochu £ásti roviny x+2y+z = 4, která leºí uvnit° válce x2+y2 = 4.
(2) Najd¥te plochu £ásti roviny 2x + 3y − z = 1, která leºí nad obdélníkem

[1, 4]× [2, 4].
(3) Najd¥te plochu paraboloidu z = x2 + y2, která leºí pod rovinou z = 9.
(4) Spo£ítejte

∫ ∫
S

z dS, kde S je £ástí válce x2 + y2 = 1 mezi rovinami z = 0 a

z = x+ 1.
(5) Spo£ítejte

∫ ∫
S

yz dS, kde S je povrch zadaný parametricky rovnicemi x =

uv, y = u+ v, z = u− v, u2 + v2 ≤ 1.
(6) Spo£ítejte

∫ ∫
S

(x2z + y2z) dS, kde S je povrch polokoule x2 + y2 + z2 = 4,

z ≥ 0.
Spo£ítejte

∫ ∫
(S)

−→
F · dS kde:

(7)
−→
F = (ey, yex, x2y), a S je £ástí paraboloidu z = x2 + y2, nacházející se nad
£tvercem 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 s horní orientací.

(8)
−→
F = (x, xy, xz), a S je £ástí roviny 3x+ 2y + z = 6, která leºí nad prvním
oktantem s orientací nahoru.
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43. Cvi£ení 14-Integrální v¥ty

(1) Pomocí Stokesovy v¥ty spo£ítejte
∫ ∫

(S)

rot
−→
F ·dS, kde

−→
F =< xyz, x, exy cos z >,

S je £ástí sféry x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0, orientované nahoru.
(2) Pomocí Stokesovy v¥ty spo£ítejte

∫
(C)

−→
F · dr, kde

−→
F = (xz, 2xy, 3xy), C je

hranice £ásti roviny 3x+ y + z = 3, v prvním oktantu p°i pohledu shora.
(3) Pouºitím Gaussovy v¥ty spo£ítejte tok pole

−→
F p°es S, kde

(4)
−→
F = (3y2z3, 9x2yz2,−4xy2), a S je povrch krychle (±1,±1,±1);

(5)
−→
F = (x3, y3, z3), a S je sféra x2 + y2 + z2 = 1.

(6) Ov¥°te Gaussovu v¥tu pro pole
−→
F (x, y, z) = (3x, xy, 2xz), kde E je krychle

ohrani£ená rovinami x = 0, x = 1, y = 0, y = 1, z = 0, a z = 1.
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