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Cílem textu je dát porozum¥ní matematickému základu teorie pravd¥podobnosti
a matematické statistiky, p°i£emº u studenta se nep°edpokládá znalost teorie míry.
Tato okolnost siln¥ limituje moºnost výkladu. M·j p°ístup je tedy zaloºen na vybu-
dování intuitivní p°edstavy o pravd¥podobnosti vyuºitím kombinatorických model·,
které mají kone£ný charakter, nebo jsou na základ¥ kone£ného p°ístupu pochopi-
telné. Jde zejména o nekone£ný model házení mincí, resp. náhodné procházky. V
této £ásti je m·j text motivován monogra�í W. Fellera.

Ve zbylé £ásti je proveden standartní výklad pravd¥podobnosti a statistiky, s
d·razem na matematický obsah, který vícemén¥ sleduje skripta Dupa£, Hu²ková.

K p°íprav¥ p°edná²ky byla pouºita následující (doporu£ená) literatura:
V. Rogalewicz, Pravd¥podobnost a statistika pro inºenýry (FEL �VUT 1998),
V. Dupa£, M. Hu²ková, Pravd¥podobnost a matematická statistika (MFF 2005)
F. Jaro², Pravd¥podobnost a statistika (skripta V�CHT 1998)
J. Novovi£ová, Pravd¥podobnost a matematická statistika (skripta �VUT 2006)
M. Navara, Pravd¥podobnost a matematická statistika (skripta �VUT 2007)
J. And¥l, Matematika náhody (Matfyzpress 2007)
W. Feller, An Introduction to Probability Theory and its Applications (Wiley,

1970)

1. Úvod

Historicky byly motivací teorie pravd¥podobnosti hazardní hry. Motiva£ní úloha.
Dva hrá£i hrají sérii her o celkovou sázku, kterou získá ten hrá£, který jako první
získá 6 vít¥zství. P°edpokládáme, ºe ²ance obou hrá£· v kaºdé h°e jsou vyrovnané.
Za stavu, kdy hrá£ A vyhrál jiº 5 her a hrá£ B vyhrál 3 hry musela být série
p°eru²ena. Jakým zp·sobem si mají hrá£i rozd¥lit celkovou sázku, aby to odpovídalo
jejich ²anci na celkové vít¥zství p°i pokra£ování hry?

Odpov¥¤ získáme s pouºitím p°edstavy ºe tyto situace mají jistou pravd¥po-
dobnost vyjád°itelnou £íslem z [0, 1] (v procentech vynásob 100). Od tohoto £ísla
p°itom o£ekáváme následující vlastnosti:

1. P°edpokládáme, ºe pokud lze v popisu situace najít symetrii, potom prav-
d¥podobnosti symetrických jev· by m¥ly být stejné. Tento p°edpoklad umoº¬uje
vytvá°ení jednoduchých pravd¥podobnostních model·.

2. Pokud se dva jevy navzájem vylu£ují, potom je pravd¥podobnost ºe nastane
alespo¬ jeden z nich rovna sou£tu jejich pravd¥podobností. Speciáln¥, pravd¥po-
dobnost ur£itého jevu je rovna jedna mínus pravd¥podobnost negace tohoto jevu.

3. P°i opakování pokusu za stejných podmínek má pom¥r úsp¥²ných p°ípad· ke
v²em jistou limitu (pravd¥podobnost), která se shoduje s p°i°azenou pravd¥podob-
ností.

K °e²ení na²eho problému vytvo°íme pravd¥podobnostní model situace. Model
obsahuje mnoºinu Ω která obsahuje popis v²ech moºných pr·b¥h· událostí, nebo
situací, které povaºujeme za stejn¥ pravd¥podobné. Námi zkoumaný jev bude v
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tomto kontextu jistou podmnoºinou Ω. Je t°eba zd·raznit, ºe model podstatn¥
závisí na správnosti na²eho porozum¥ní situaci, resp. na pouºití ve²keré relevantní
informace kterou máme k dispozici, a jeho praktickým testem je spln¥ní podmínky
3.

Nech´ Ω je neprázdná mnoºina. Pokud A je systém n¥jakých podmnoºin Ω,
∅ ∈ A , který je uzav°ený na dopl¬ky a kone£ná sjednocení a pr·niky, °íkáme, ºe A
je algebra podmnoºin Ω. Nejjednodu²²ím p°íkladem takové algebry je algebra v²ech
podmnoºin Ω.

Nejjednodu²²í pravd¥podobnostní model je popsán následovn¥.

De�nice 1.1. Nech´ (Ω,F, P ) je uspo°ádaná trojice, kde
1. Ω-je neprázdná kone£ná mnoºina, kterou budeme nazývat pravd¥podobnostní

prostor, nebo prostor elementárních jev·, a jejíº prvky budeme nazývat elementár-
ními jevy.

2. F je mnoºina v²ech podmnoºin Ω (v£etn¥ ∅), zvaných jevy.
3. P : F → [0, 1] je funkce která spl¬uje následující vlastnost. Pro v²echny pod-

mnoºiny A ⊂ Ω, platí P (A) = |A|
m

Je z°ejmé, ºe pro kaºdý disjunktní kone£ný systém Aj ∈ F platí P (∪Aj) =∑
P (Aj). Máme následující interpretaci mnoºinových operací ve vztahu k jev·m:
Ac = Ω \A je jev opa£ný k A, tedy negace.
A ∩B je mnoºina, která p°edstavuje jev kdy A i B nastaly sou£asn¥
A ∪B je mnoºina která p°edstavuje jev kdy nastal jev A nebo B.

P°íklady model·:

Házení férovou mincí.

Házení kostkou.

♣ Opakované házení férovou mincí nebo kostkou Ω = {(a1, . . . , ak) : ai ∈ {0, 1}},
|Ω| = 2k, a aplikace tohoto modelu na následující problémy:

Jaká je pravd¥podobnost, ºe rodina se £ty°mi d¥tmi má dva chlapce a dv¥ dívky?

Jaká je pravd¥podobnost, ºe padne práv¥ m krát Hlava v n-hodech, nebo ºe
padne alespo¬ m krát? p = 1

2 ,
(
n
m

)
pm(1− p)n−m,

∑n
k=m

(
n
k

)
pk(1− p)n−k

Jaké je °e²ení motiva£ní úlohy?

Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i 2 hodech kostkou sou£et hodnot je m?

♣ Zobecn¥ní p°edchozí situace, k-násobn¥ opakované náhodné tahání prvk· z
mnoºiny n rozli²itelných prvk· s vracením. Ω = {(a1, . . . , ak) : ai ∈ {1, . . . , n}}.
|Ω| = nk.

Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i k hodech kostkou vyjdou navzájem r·zná £ísla?
6×...(6−k+1)

6k
.

Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i náhodném umíst¥ní k koulí do k r·zných krabic
bude v kaºdé krabici jedna koule? k!

kk
.

♣ k-násobn¥ opakované náhodné tahání prvk· z mnoºiny n rozli²itelných prvk·
bez vracení. Ω = {(a1, . . . , ak) : ai ∈ {1, . . . , n}, ai navzájem r·zná}. |Ω| = n(n −
1) . . . (n− k + 1).

Táhneme postupn¥ £ísla z mnoºiny {1, . . . 2n}. Jaká je pravd¥podobnost, ºe prv-
ních n £ísel bude sudých? (n!)2

(2n)! .
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Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i k tazích s vracením z mnoºiny {1, . . . , n} prvcích
byl vytaºen 1? 1− (n−1)...(n−k)

n...(n−k+1) = k
n

Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i postupném taºení papírku s písmeny MMAA
z pytlíku vyjde slovo MAMA? Ω = {(a1, a2, a3, a4) : ai ∈ {1, 2, 3, 4}} permutace,
p°i£emº 1, 2 je p°i°azeno Ω a zbytku A.

Jaká je pravd¥podobnost, ºe skupina 2 ºen a 3 muº· usazená náhodn¥ kolem
kulatého stolu sestává z obou skupin sedících pohromad¥? Ω je mnoºina v²ech 2
prvkových podmnoºin cyklu o 5 prvcích (10 prvku), p°íznivých p°ípad· je 5.

V pytlíku je 50 £erných a 50 bílých koulí. Vytáhneme náhodn¥ 5 koulí. Jaká je
pravd¥podobnost, ºe vytáhneme 3 £erné a 2 bílé koule? Ω bude mnoºina v²ech 5-ti
prvkových podmnoºin 100 prvkové mnoºiny. |A| bude sou£in v²ech t°íprvkových z
jedné poloviny a dvouprvkových z druhé.

Vytáhneme náhodný po£et koulí z pytlíku o n koulích. Jaká je pravd¥podobnost,
ºe po£et je sudý? Ω budou v²echny podmnoºiny {1, . . . , n}. Dokaºte, ºe po£et pod-
mnoºin s lichým po£tem prvk· je stejný jako po£et podmnoºin se sudým po£tem
prvk·. Uºij (1− 1)n =

∑
(−1)k

(
n
k

)
akbn−k

Vytáhneme náhodn¥ dv¥ £ísla z mnoºiny {1, . . . , n}. Jaká je pravd¥podobnost,
ºe první £íslo je men²í neº druhé? Ω = {(a, b) : a 6= b ∈ {1, ..., n}}, uºití symetrie.

Kolik je posloupností a1 < a2 < a3 sestávajících z £ísel z mnoºiny {1, . . . , 7}?
Jaká je pravd¥podobnost, ºe t°i náhodn¥ vybraná navzájem r·zná £ísla z této mno-
ºiny spl¬ují tyto nerovnosti? Ω bude mnoºina v²ech uspo°ádaných trojic z dané
mnoºiny, je jich 7× 6× 5. mnoºinu A budeme popisovat pomoci relace ekvivalence
na Ω, která da dohromady trojice obsahující stejná £ísla (v r·zných po°adích).
Výsledek 1

6 .

Pokud jevy nejsou disjunktní, vlastnost sou£tu pravd¥podobností neplatí, a místo
toho platí následující formule.

V¥ta 1.2. (V¥ta o inkluzi-exkluzi)

P (A1 ∪ · · · ∪An) =

n∑
j=1

P (Aj)−
n∑

1≤i<j≤n

P (Ai ∩Aj)

+

n∑
1≤i<j<k≤n

P (Ai ∩Aj ∩Ak) + · · ·+ (−1)n−1P (A1 ∩ · · · ∩An)

D·kaz. Z formule (1− 1)n =
∑

(−1)k
(
n
k

)
. Pouºijeme na kaºdý prvek ze sjednocení,

který je kódován tím, ve kterých z Ai leºí a ve kterých neleºí (vytvo°íme rozklad Ω
pomoci kódu (a1, . . . , an), ai ∈ {0, 1}). �

Jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodné celé £íslo z intervalu [1, 1000] není d¥litelné
ani 7 ani 12 ani 15?

Ve skupin¥ 4 manºelských pár· byly náhodn¥ vytvo°eny tane£ní páry. Jaká je
pravd¥podobnost, ºe aspo¬ jeden muº tan£í se svojí ºenou? �e nikdo netan£í se
svojí ºenou? Ω budou v²echna moºná spárování.
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2. Obecné pravd¥podobnostní prostory

P°edstava o kone£né mnoºin¥ elementárních jev· a rovnom¥rn¥ rozd¥lené prav-
d¥podobnosti je p°íli² limitující, a je t°eba ji zobecnit.

♣ Motiva£ní p°íklady:

Hod neférovou kostkou, pravd¥podobnost H je p, pro O je 1 − p. Po 2, resp.
n hodech je pravd¥podobnostní model Ω = {(a1, . . . , an) : ai ∈ {H,O}}, av²ak
jednotlivé elementární jevy nemají stejnou pravd¥podobnost.

Nekone£ná diskrétní pravd¥podobnost. Házíme mincí, dokud nepadne H. Jaká
je pravd¥podobnost, ºe hra skon£í p°ed 6 tahem? Jaká je pravd¥podobnost, ºe
hra skon£í po kone£n¥ mnoha hodech? P°irozený model je nekone£ná Ω = {(ai) :
a1, . . . , an = O, an+1 = H}. Ani zde není pravd¥podobnost elementárních jev·
stejná.

Nediskrétní pravd¥podobnosti-geometrie. Jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodn¥
zvoleny bod z [−1, 1] je nezáporný, resp. kladný, resp. roven 0?

De�nice 2.1. Pravd¥podobnostní prostor
�íkáme, ºe uspo°ádaná trojice (Ω,F, P ) tvo°í pravd¥podobnostní prostor, jestliºe:
1. Ω-je neprázdná mnoºina, kterou budeme nazývat pravd¥podobnostní prostor,

nebo prostor elementárních jev·, a jejíº prvky budeme nazývat elementárními jevy.
2. F je jistá mnoºina podmnoºin Ω (která obsahuje ∅), zvaných jevy. Tato mno-

ºina spl¬uje axiomy tzv. σ-algebry, to znamená, ºe pokud A ∈ F pak Ac = Ω\A ∈ F.
Pokud Ai ∈ F, i ∈ IN , potom

∪∞i=1Ai ∈ F, ∩∞i=1Ai ∈ F.

3. P : F → [0, 1] je funkce (v matematice obvykle nazývaná míra) která spl¬uje
následující axiomy:

1.P (Ω) = 1.
2. Pro disjunktní spo£etný systém Aj ∈ F platí P (∪Aj) =

∑
P (Aj).

Vlastnosti.
P (Ac) + P (A) = 1, Pokud máme rostoucí posloupnost jev· A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ,

(resp. klesající posloupnost A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ), tak platí

P (∪∞n=1An) = limP (An), resp.

P (∩∞n=1An) = limP (An)

Speciáln¥, pokud máme klesající posloupnost A1 ⊃ A2 ⊃ . . . , pro kterou platí
∩∞n=1An = ∅, potom limP (An) = 0.

Diskuse.
♣ Pro zjednodu²ení budeme n¥kdy pouºívat konvenci nahrazení uspo°ádané tro-

jice (Ω,F, P ) dvojicí (Ω, P ) s tím, ºe ml£ky p°edpokládáme, ºe systém F obsahuje
v²echny mnoºiny se kterými práv¥ pracujeme. Tento p°edpoklad lze rozumn¥ ma-
tematicky zd·vodnit.

♣ Nejjednodu²²í p°íklad Dirakova míra δx v bod¥ x ∈ Ω, nebo obecn¥ji dis-
krétní míra µ =

∑n
i=1 aiδxi , kde ai > 0,

∑
ai = 1. Zde lze volit F mnoºinu v²ech

podmnoºin Ω. µ(A) =
∑
xi∈A ai.
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Pokud A je je algebra podmnoºin Ω, potom lze vytvo°it její sigma uzáv¥r, coº
je nejmen²í σ-algebra F podmnoºin Ω, která obsahuje A.

V¥ta 2.2. (Hahn-Kolmogorov)
Nech´ A je algebra podmnoºin mnoºiny Ω, P : A→ [0, 1] je aditivní funkce, která

spl¬uje dodate£nou podmínku: Pro kaºdou klesající posloupnost A1 ⊃ A2 ⊃ . . . , pro
kterou ∩∞n=1An = ∅, platí limP (An) = 0.

Potom P lze roz²í°it na sigma uzáv¥r F tak, ºe uspo°ádaná trojice (Ω,F, P ) tvo°í
pravd¥podobnostní prostor.

Bez d·kazu. Podmínka monotonie je téº nutná, jak jsme jiº vid¥li.

♣ Nyní vytvo°íme model nekone£ného házení obecnou mincí (nebo náhodné
procházky).

Zvolme pevné p, q > 0, p + q = 1,...H padne s pravd¥podobností p, O padne s
pravd¥podobností q.

Ω = {(ai)∞i=1, ai ∈ {H,O}},
Symboly H,O lze nahradit libovolnou dvojicí symbol·, nap°. {−1, 1} pro mo-

del náhodné procházky, nebo {0, 1} pro Bernoulliho model. Algebra podmnoºin A

generována mnoºinami

A(b1, . . . , bn) = {(ai)∞i=1 : aj = bj , j = 1, . . . n}
s odpovídající pravd¥podobností

P (A(b1, . . . , bn)) = pkqn−k, k je po£et H v posloupnosti bj .

Pouºitím kompaktnosti {0, 1}IN , a toho ºe A(b1, . . . , bn) jsou clopen, vyjde:

∩∞n=1An = ∅ ⇒ ∩Nn=1An = ∅
pro dostate£n¥ velké N ∈ IN . Podle V¥ty 2.2 lze tedy P roz²í°it na sigma obal A,
ozna£ený F.
♣ P°íklady jev· z F, a jejich pravd¥podobností:
Jednobodová podmnoºina Ω (tedy jeden konkrétní pr·b¥h hry).
Padla alespo¬ jednou H.
Padlo nekone£n¥ mnoho H.
Padlo nekone£n¥ mnoho H i O.
V pr·b¥hu hry padla n¥jaká konkrétní kone£ná posloupnost.

♣ Varianta p°edchozí konstrukce pro házení kostkou.

♣ Lebesgueova míra na [0, 1]. Aplikace p°edchozí konstrukce na jednotkový in-
terval, poºitím dvojkového rozvoje desetinného £ísla. Vznik transla£n¥ invariantní
míry, geometrická pravd¥podobnost.

Pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraný bod z [0, 1] je v¥t²í neº r. Model Ω =
[0, 1].

Geometrická pravd¥podobnost-házení ²ipkou do ter£e. Model Ω = {(x, y) : x2 +
y2 ≤ 1}. Diskuse rozd¥lení pravd¥podobnosti.

♣ Nech´ f : IRn, f ≥ 0 je spojitá funkce,
∫
IRn

f = 1. Poloºme Ω = IRn,
A algebru generovanou v²emi polouzav°enými kvádry, P (A) =

∫
A
f . Potom P je
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aditivní a spl¬uje podmínky V¥ty 2.2, tedy P lze roz²í°it na sigma uzáv¥r F tak, ºe
uspo°ádaná trojice (Ω,F, P ) tvo°í pravd¥podobnostní prostor.
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3. Nezávislost a konstrukce sou£inových prostor·

De�nice 3.1. �íkáme, ºe jevy A,B ∈ F jsou nezávislé, pokud platí P (A ∩ B) =
P (A)P (B).

Tvrzení 3.2. Pokud A,B jsou nezávislé potom A,Bc jsou téº nezávislé.

P°íklady:

Náhodný výb¥r karty z balí£ku, A £ervená karta, B eso apod.

Na Váno£ní besídku p°i²lo n d¥tí. Kaºdé dít¥ p°ineslo stejn¥ zabalený dárek a
dalo ho do ko²e. Na konci besídky si d¥ti náhodn¥ vyberou dárek z ko²e. Jev A
Pepí£ek si odná²í sv·j vlastní dárek, B Ani£ka si odná²í sv·j vlastní dárek.

Hod dv¥ma kostkami, A-sou£et hod· je k, B-na první kostce padlo n.

De�nice 3.3. �íkáme, ºe jevy A1, . . . , An ∈ F jsou nezávislé (nebo téº stochas-
ticky nezávislé) pokud pro libovolný výb¥r navzájem r·zných j1, . . . , jk z mnoºiny
{1, . . . , n} platí P (Aj1 ∩ · · · ∩Ajk) = P (Aj1) . . . P (Ajk).

Ho¤me dvakrát mincí. A-první hod H, B-druhý hod H, C-oba hody stejné. Potom
ABC jsou po dvou nezávislé ale nikoli nezávislé.

♣ Pokud jsou Ai nezávislé, potom je moºné libovolnou £ást z nich zam¥nit za
Aci a jevy z·stávají nezávislé.

Základní metoda vytvá°ení pravd¥podobnostního modelu nezávislých jev· je ná-
sledující.

V¥ta 3.4. (Kartézský sou£in pravd¥podobnostních prostor·)
Nech´ (Ω1,F1, P1), (Ω2,F2, P2) jsou pravd¥podobnostní prostory. Poloºme Ω =

Ω1×Ω2, a σ-algebra F budiº sigma obal algebry generované mnoºinami A×B, kde
A ∈ F1, B ∈ F2. Potom existuje pravd¥podobnost P na F která spl¬uje pro kaºdé
A,B z F1,F2,

P (A×B) = P (A× Ω2 ∩ Ω1 ×B) = P1(A)P2(B) = P (A× Ω2)P (Ω1 ×B).

Takto vytvo°ený pravd¥podobnostní prostor (Ω,F, P ) nazýváme kartézským sou£i-
nem p·vodních prostor·.

Konstrukci lze provést pro libovolný kone£ný po£et pravd¥podobnostních pro-
stor·.

Tato konstrukce jiº byla námi pouºita pro modely opakovaného tahání prvk· s
vracením, resp. házení mincí.

♣ Lebesgueova míra na [0, 1]× [0, 1]. M¥°ení plo²ného obsahu.

Jaká je pravd¥podobnost, ºe dvojice náhodn¥ vybraných bod· z [−1, 1] má vzdá-
lenost nejvý²e 1?

Na kruºnici polom¥ru 1 jsou náhodn¥ vybrané dva body. Jaká je pravd¥podob-
nost, ºe jejich vzdálenost je nejvý²e d?

Roz°eºeme úse£ku náhodn¥ na t°i £ásti. Jaká je pravd¥podobnost, ºe z t¥chto
úse£ek lze sestavit trojúhelník?
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4. Podmín¥ná pravd¥podobnost

Z hlediska praktických aplikací teorie pravd¥podobnosti, je na²e hodnocení prav-
d¥podobnosti ur£itých jev· je do zna£né míry subjektivní, a záleºí na mnoºství in-
formací, které máme o daném jevu k dispozici. Jinými slovy, dodate£né informace
mohou ovlivnit ná² pravd¥podobnostní model. To samoz°ejm¥ neznamená, ºe ma-
tematická pravd¥podobnost jev· není jednozna£n¥ ur£ena, naopak tato je ur£ena
jednozna£n¥, jakmile máme k dispozici ná² model. P°echod od jednoho modelu jevu
ke druhému lze £asto uskute£nit pouºitím konceptu podmín¥né pravd¥podobnosti.

Motiva£ní p°íklady.

Experiment dvou hod· kostkou. Jaká je pravd¥podobnost, ºe první hod byl 6?
Jak budeme tuto pravd¥podobnost hodnotit, pokud víme, ºe celkový sou£et hod·
je 9, resp. 8?

Hod dv¥ma mincemi. Jaká je pravd¥podobnost, ºe padly dv¥ hlavy, pokud víme,
ºe padla alespo¬ jedna hlava? Výsledek 1

3 je p°ekvapující (£ekali bychom 1
2 ).

De�nice 4.1. Podmín¥ná pravd¥podobnost
Nech´ A,B ∈ F jsou dva jevy. Podmín¥ná pravd¥podobnost jevu A za podmínky

B je de�nována následovn¥

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

10 hod· mincí. Víme-li, ºe padla hlava 7krát, jaká je pravd¥podobnost ze prvním
hodem padla hlava? Ω budou sedmiprvkové podmnoºiny z {1, . . . , 10}, A budou
²estiprvkové z 9.

Roztrºitý profesor matematiky zapomíná v obchod¥ de²tník s pravd¥podobností
1
4 . Dnes cestou domu nakupoval ve t°ech obchodech a domu p°i²el bez de²tníku.
Jaká je pravd¥podobnost, ºe de²tník zapomn¥l v jednotlivých obchodech? Ozna£me
Ai jev de²tník byl zapomenut v i-tém obchod¥. Potom A = ∪Ai je jev ze de²tník
byl zapomenut. Platí P (A1) = 1

4 , P (A2) = 3
4

1
4 , P (A3) = 3

4
3
4

1
4 . Vyjde P (A1|A) =

0.43, P (A2|A) = 0.32, P (A3|A) = 0.24.

Tvrzení 4.2. Nech´ A,B ∈ F jsou dva jevy s nenulovou pravd¥podobností. Tyto
jevy jsou nezávislé práv¥ kdyº platí

P (A|B) = P (A).

De�nice 4.3. P°edpokládejme, ºe jevy F1, . . . , Fn ∈ F jsou disjunktní s nenulovou
pravd¥podobností a jejich sjednocením je celý prostor Ω. Takový systém se nazývá
úplný systém jev· s nenulovou pravd¥podobností na Ω.

Tvrzení 4.4. V¥ta o úplné pravd¥podobnosti
P°edpokládejme, ºe jevy F1, . . . , Fn jsou úplný systém jev· s nenulovou pravd¥-

podobností na Ω. Potom platí

P (A) =

n∑
j=1

P (Fj)P (A|Fj)

♣ Hodíme mincí. Pokud je výsledek hlava, hodíme jednu kostku. Pokud je vý-
sledek orel, hodíme dv¥ kostky. Jaká je pravd¥podobnost , ºe na kostce padla práv¥
jednou ²estka? Ω = {(H, i), (O, i, j).

A..padla práv¥ jednou ²estka, B na minci padla hlava.
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P (A) = P (B)P (A|B) + P (Bc)P (A|Bc) =
1

2

1

6
+

1

2

10

62

.
= 0.22

♣ Hodíme kostkou a vybereme náhodn¥ tolik karet z balíku 32 karet, kolik padlo
na kostce. Jaká je pravd¥podobnost, ºe vytáhneme aspo¬ jedno eso?

A..alespon 1 eso, Fj na kostce padlo j. P (Fj) = 1
6 ,

P (A|Fj) = 1−
(

28
j

)(
32
j

)
P (A) =

6∑
j=1

P (Fj)P (A|Fj)

♣ Model pro poji²´ovnu automobil·. P°edpokládáme, ºe °idi£i jsou bu¤ dob°í,
nebo ²patní. Dobrý °idi£ má nehodu za rok s pravd¥podobností p = 0.06, ²patný
°idi£ má nehodu s pravd¥podobností s = 0.6. P°edpokládáme, ºe pom¥r dobrých
°idi£· ke ²patným je v populaci 5 : 1. Jaká je pravd¥podobnost, ºe °idi£ bude mít
v prvním roce nehodu? Jestliºe m¥l °idi£ v prvním roce nehodu, jaká je pravd¥po-
dobnost, ºe bude mít nehodu i p°í²tí rok?

A jev nehoda v prvním roce, B jev nehoda dva roky po sob¥.

P (A) =
1

6
s+

5

6
p = 0.15

P (B) =
1

6
s2 +

5

6
p2 = 0.063

P (B|A) = 0.42

♣ Urnový model. V ko²i je n bílých a m £erných koulí. Vytáhneme jednu z nich
náhodn¥, vrátíme ji zp¥t a p°idáme k koulí téºe barvy. Proces opakujeme. jaká je
pravd¥podobnost vytaºení bíle koule j-tým tahem? Ωj = {(a1, . . . , aj), ai ∈ {0, 1}},
P ((0)) = n

n+m , P ((1)) = m
n+m .

Pro j = 1 je výsledek n
n+m . Pro j = 2 zvolím B = F1 první tah byla bílá koule,

Bc = F2 první tah byla £erná koule, A druhý tah je bílá koule.

P (B) =
n

n+m
,P (Bc) =

m

n+m
,P (A|B) =

n+ k

n+m+ k
, P (A|Bc) =

n

n+m+ k

P (A) = P (B)P (A|B)+P (Bc)P (A|Bc) =
n

n+m

n+ k

n+m+ k
+

m

n+m

n

n+m+ k
=

n

n+m

Obecný p°ípad dokáºeme indukcí podle j, za p°edpokladu, ºe výsledek platí pro
v²echna men²í j a v²echny moºnosti m,n, k.

Induk£ní krok pro j + 1.
Zvolím B = F1 první tah byla bílá koule, Bc = F2 první tah byla £erná koule,

A j + 1 tah je bílá koule. Výpo£et je nyní stejný jako pro j = 2, kde vyuºijeme
induk£ního p°edpokladu výsledku pro men²í hodnoty j.

P (B) =
n

n+m
,P (Bc) =

m

n+m
,P (A|B) =

n+ k

n+m+ k
, P (A|Bc) =

n

n+m+ k

P (A) = P (B)P (A|B)+P (Bc)P (A|Bc) =
n

n+m

n+ k

n+m+ k
+

m

n+m

n

n+m+ k
=

n

n+m
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♣Máme N+1 krabic Ki, i = 0, . . . N , kaºdá Ki obsahuje i bílých a N−i £erných
mí£k·. Vybereme náhodn¥ jednu krabici, a a provedeme následující experiment.
Budeme vytahovat náhodný mí£ek n krát po sob¥ s vracením do krabice. Pokud
v²ech n výsledk· dalo bílý mí£ek, jaká je pravd¥podobnost, ºe n + 1 výb¥r bude
op¥t bílý mí£ek?

Ozna£me Fi jev výb¥ru krabice Ki, P (Fi) = 1
N+1 . Jev A znamená, ºe vy²lo n

bílých mí£k· po sob¥, B znamená ºe n+ 1 tah je op¥t bílý mí£ek. P (A|Fi) = in

Nn ,
tedy pro n� N dostaneme odhad

P (A) =

N∑
i=0

1

N + 1
(
i

N
)n

.
=

1∫
0

xndx =
1

n+ 1

Tedy

P (A ∩B) = P (B)
.
=

1

n+ 2

P (B|A) =
P (B)

P (A)

.
=
n+ 1

n+ 2
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5. Bayes·v vzorec

V¥ta 5.1. Bayes·v vzorec
P°edpokládejme, ºe jevy F1, . . . , Fn ∈ F tvo°í úplný systém jev· s nenulovou

pravd¥podobností na Ω. Potom pro kaºdý jev A spl¬ující P (A) > 0 platí

P (Fj |A) =
P (Fj ∩A)

P (A)
=

P (A|Fj)P (Fj)∑n
j=1 P (Fj)P (A|Fj)

Pravd¥podobnosti P (Fj |A) se °íká aposteriorní pravd¥podobnost, P (Fj) apriorní
pravd¥podobnost. Typická situace spo£ívá v tom, ºe po uskute£n¥ní náhodného
výb¥ru jednoho z jev· Fj se snaºíme pomocí dodate£ného "experimentu"ve form¥
jevu A zlep²it ná² odhad toho, který z jev· byl ve skute£nosti vybrán.

♣ Test nemoci je u 1 procenta zdravých fale²n¥ pozitivní, a u 10 procent nemoc-
ných fale²n¥ negativní. Podíl nemocných v populaci je 0,1 procenta. Kolik procent
lidi ma pozitivní test? Jaká je pravd¥podobnost, ºe pozitivní pacient je skute£n¥
nemocný?

A..pozitivní test, B nemocný, P(B)=0.001.

P (A) = P (B)P (A|B) + P (Bc)P (A|Bc) = 0.01089

P (B|A) =
P (B)P (A|B)

P (A)
= 0.0826

♣ Máme férovou minci a neférovou minci která dává jenom H. Vybereme jednu
z nich náhodn¥, a hodíme jí dvakrát s výsledkem HH. Jaká je pravd¥podobnost, ºe
mince je férová?

B...mince je férová, Bc mince je fale²ná, A padlo HH

P (B) = P (Bc) =
1

2
, P (A|B) =

1

4
, P (A|Bc) = 1

P (B|A) =
1
2

1
4

1
2

5
4

=
1

5

♣ Máme t°i krabice K1,K2,K3, ve kterých je nj bílých a mj £erných mí£k·. Z
náhodn¥ vybrané krabice vytáhneme bez vracení dva mí£ky, jsou bílý a £erný. Jaká
je pravd¥podobnost, ºe byly taºeny z krabice Kj?
A je výb¥r bílého a £erného mí£ku, Fj je výb¥r krabice Kj v prvním kroku, tedy

P (Fj) = 1
3 . P (A|Fj) =

njmj

(nj+mj2 )
.

P (Fj |A) =
P (A|Fj)P (Fj)∑3
j=1 P (Fj)P (A|Fj)

♣ T°i lovci se snaºí ulovit jelena. První trefí jelena s pravd¥podobností 0.3,
druhý 0.4 a t°etí 0.5. Jelen je zabit p°i jednom zásahu s pravd¥podobností 0.4, p°i
dvou zásazích 0.7 a p°i t°ech 0.9. St°elci vyst°elili naráz. Jaká je pravd¥podobnost,
ºe jelen bude zabit. Byl-li zabit, jaká je pravd¥podobnost, ºe se tak stalo jedním
zásahem t°etího lovce? Dv¥ma zásahy lovc· jedna a dva?

Ozna£íme F(0,0,0), F(0,0,1) . . . , F(1,1,1) úplný systém jev· podle v²ech moºností zá-
sahu, tj. F(0,0,0) netre�l nikdo, F(0,0,1) tre�l jenom t°etí lovec atd. Platí P (F(0,0,1)) =
0.7 · 0.4 · 0.5, P (F(1,0,1)) = 0.3 · 0.4 · 0.5 atd.
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Ozna£me A jev jelen byl zabit. Podle v¥ty o celkové pravd¥podobnosti,

P (A) = 0P (F(0,0,0)) + 0.2(P (F(0,0,1)) + P (F(0,1,0)) + P (F(1,0,0)))+

+0.5(P (F(0,1,1)) + +P (F(1,1,0)) + P (F(1,0,1))) + 0.9P (F(1,1,1)) = 0.287

P (F(0,0,1)|A) =
P (A|F(0,0,1))P (F(0,0,1))∑

P (Fj)P (A|Fj)
=

0.2 · 0.7 · 0.6 · 0.5
0.287

= 0.146...

P (F(1,1,0)|A) =
P (A|F(1,1,0))P (F(1,1,0))∑

P (Fj)P (A|Fj)
=

0.5 · 0.3 · 0.4 · 0.5
0.287

= 0.104...
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6. Aplikace v teorii her

♣ Ruinování hrá£e. Hrá£i A,B hrají hru skládající se z partií, kde A vít¥zí s
pravd¥podobností p, B vít¥zí s pravd¥podobností q = 1 − p. Na za£átku hry ma
hrá£ A z korun, hrá£ B a−z korun, po kaºdé partii poraºený p°edá vít¥zi 1 korunu.
Jaká je pravd¥podobnost zruinování hrá£e A,B?

Uvaºme model nekone£ného pr·b¥hu hry. Hru budeme modelovat jako neko-
ne£né házení mincí, tedy binární strom s pravd¥podobností v¥tvení p, q. Symbol
−1 znamená ºe vyhrál B, symbol 1 ºe vyhrál A. Ωj = {(a1, . . . ), ai ∈ {−1, 1}},
P (A(b1, . . . , bk)) = ppo£et 1qpo£et −1. Jev zruinování hrá£e A, ozna£íme Ã ∈ F, spl-
¬uje (a1, a2, . . . ) ∈ Ã práv¥ kdyº

N∑
i=1

ai poprvé vyleze z intervalu (−z, a− z) pro n¥jaké N, a jeho hodnota je −z.

Tato mnoºina je skute£n¥ jev, a tedy má de�novanou pravd¥podobnost. Ozna£me
qz pravd¥podobnost, ze A bude zruinován. Podle v¥ty o úplné pravd¥podobnosti,

qz = pqz+1 + qqz−1

�e²ení této diferen£ní rovnice (viz poznámka níºe) má tvar (pro p 6= q)

qz = A+B(
q

p
)z

resp. (pro p = q)

qz = A+Bz

Dopo£ítáním konstant A,B, podle okrajových podmínek q0 = 1, qa = 0, dosta-
neme

qz =
( qp )a − ( qp )z

( qp )a − 1

Zruinování hrá£e B spl¬uje podobn¥

pz =
(pq )a − (pq )a−z

(pq )a − 1

a lze ov¥°it pz + qz = 1, tedy hra skon£í s pravd¥podobností jedna.
Pro p = q vyjde qz = 1− z

a , pz = z
a .

♣ Poznámka. Prostor posloupností {xn}∞n=0 spl¬ujících diferen£ní rovnici

xn+2 = Pxn+1 +Qxn, P,Q ∈ IR,

je lineární prostor dimenze 2. Pokud má charakteristická rovnice r2 = Cr + D
dva r·zné reálné ko°eny r1, r2, potom kaºdé °e²ení diferen£ní rovnice lze zapsat ve
tvaru

xn = Crn1 +Drn2 .

Pokud má charakteristická rovnice r2 = Cr+D dvojnásobný reálný ko°en r, potom
kaºdé °e²ení diferen£ní rovnice lze zapsat ve tvaru

xn = Crn + nDrn−1.
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♣ Dva hrá£i hází opakovan¥ jednou mincí, která dává P (H) = p, P (O) = q.
První hrá£ zvít¥zí jakmile padne α H po sob¥, druhý hrá£ jakmile padne β O po
sob¥. Jaká je pravd¥podobnost vít¥zství prvního hrá£e?

Ozna£me A jev α H po sob¥ padlo d°íve neº padlo β O po sob¥.
Zavedeme úplný systém jev· Fj , j = 0, . . . , α:

Fj = A(b1, . . . , bj+1), b1 = · · · = bj = H, bj+1 = O, j = 0, . . . , α− 1

Fα = A(b1, . . . , bα), b1 = . . . bα = H.

Ozna£me U první padla H, V první padla O, tedy V = F0 a U = ∪αj=1Fj .
Ozna£ u = P (A|U), v = P (A|V ). Platí

P (A) = P (A|V )P (V ) + P (A|U)P (U) = qv + pu = P (A|V )P (V ) + P (A ∩ U).

P (A ∩ U) =

α∑
j=0

P (A ∩ U |Fj)P (Fj) = P (A ∩ U |V )P (V ) +

α∑
j=1

P (A ∩ U |Fj)P (Fj)

P°itom P (A ∩ U |V ) = 0, P (Fj) = pjq, 1 ≤ j < α, P (Fα) = pα.
Dále P (A ∩ U |Fj) = P (A|V ) = v, j = 1, . . . , α− 1, P (A ∩ U |Fα) = 1.

P (A ∩ U) =

α−1∑
j=1

pjqv + pα = pα + vqp
1− pα−1

1− p
= pα + pv(1− pα−1)

Tedy

u = P (A|U) =
P (A ∩ U)

P (U)
= pα−1 + v(1− pα−1).

Podobným postupem, kdy úplný systém jev· závisí na po£tu po£áte£ních O,
dojdeme v vyjád°ení

v = P (A|V ) = u(1− qβ−1).

Dostali jsme systém rovnic v neznámých u, v, který vy°e²íme a vyjád°íme

P (A) = pu+ qv = pα−1 1− qβ

pα−1 + qβ−1 − pα−1qβ−1

Opa£nou situaci výhry, jev B kdy padlo β O po sob¥ d°ív neº padlo α H po sob¥
dává

P (B) = qβ−1 1− pα

pα−1 + qβ−1 − pα−1qβ−1

Protoºe x+ y = 1, pravd¥podobnost, ºe hra skon£í v kone£ném £ase vít¥zstvím
jednoho hrá£e je 1.
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7. Náhodná procházka

Model náhodné procházky na mnoºin¥ Z. V £ase 0 se nacházíme v po£átku (nebo
obecn¥ji v jiném bod¥), a kaºdou dal²í £asovou jednotku, m¥°enou p°irozenými £ísly,
se s pravd¥podobností 1

2 pohneme bu¤ doleva nebo doprava. Budeme analyzovat
dlouhodobé chování typické trajektorie, zejména návraty do po£átku.

Gra�cké vyjád°ení pozice v case n je (n, x), n ∈ IN0, x ∈ Z.

De�nice 7.1. Procházka z po£átku do bodu (n, x) je n-tice (s0, . . . , sn), s0 =
0, |sk+1 − sk| = 1, sn = x. Analogicky, nekone£ná procházka je (s0, . . . ) spl¬ující
totéº.

Ozna£íme-li Ω = {(ai)∞i=1, ai ∈ {−1, 1}}, máme bijekci mezi posloupností kódu-
jící jednotlivé kroky a nekone£nou procházkou (s0, . . . ) (ai)

∞
i=1 z Ω, sk =

∑k
i=1 ai.

Po£et procházek z po£átku (0, 0) do (n, x) je roven

Nn,x =

(
n
n−x

2

)
.

Pravd¥podobnost, ºe procházka z po£átku projde p°es (n, x) je rovna

pn,x =
Nn,x
2n

=

(
n
n−x

2

)
2−n.

Lemma 7.2. Princip zrcadlení
Nech´ A = (n, x), B = (m, y), m > n ≥ 0, x, y > 0, A′ = (n,−x) je re�exe

A. Potom po£et navzájem r·zných procházek z A do B, které se dotknou (nebo
protnou) horizontální osu je roven po£tu v²ech procházek z A′ do B. Jejich po£et je
roven Nm−n,x+y =

( m−n
m−n+x−y

2

)
.

V¥ta 7.3. Nech´ n, x ∈ IN+. Potom po£et procházek (s0, . . . , sn) z po£átku do (n, x)
pro které s1, . . . , sn > 0 je roven

Nn−1,x−1 −Nn−1,x+1 =
x

n

(
n
n−x

2

)
=
x

n
Nn,x.

D·kaz. Je z°ejmé, ºe tento po£et odpovídá po£tu procházek z bodu (1, 1) do (n, x)
které se nedotknou horizontální osy, a tedy s pouºitím principu zrcadlení dostaneme
ná² výraz. Podrobn¥:

Poloº n = p+ q, x = p− q. Potom Nn,x =
(
p+q
p

)
, a na²e formule je ekvivalentní(

p+ q − 1

p− 1

)
−
(
p+ q − 1

p

)
=
p− q
p+ q

(
p+ q

p

)
�

Budeme studovat pravd¥podobnost návratu do po£átku po 2v krocích.
Ozna£me f2v pravd¥podobnost, ºe první návrat do po£átku se uskute£nil po 2v

krocích, tedy sj 6= 0, j = 1, . . . 2v − 1, s2j = 0, u2v pravd¥podobnost, ºe po 2v
krocích do²lo k návratu (u0 = 1).

u2n = f2u2n−2 + f4u2n−4 + · · ·+ f2nu0

Pouºitím Stirlingovy formule n! ∼
√

2πnn+ 1
2 e−n,

u2v =

(
2v

v

)
2−2v ∼ 1√

πv



PRAVD�PODOBNOST A STATISTIKA 16

Lemma 7.4. Pravd¥podobnost, ºe nedojde k návratu aº do £asu 2n je stejná jako
ºe dojde k návratu v £ase 2n.

P{sj 6= 0, j = 1, . . . 2n} = P (s2n = 0) = u2n

D·kaz. Chceme dokázat, ºe

P{sj > 0, j = 1, . . . 2n} = P{sj < 0, j = 1, . . . 2n} =
1

2
u2n.

Je z°ejmé, ºe z V¥ty 7.3,

P{sj > 0, j = 1, . . . 2n} =

∞∑
r=1

P{sj > 0, j = 1, . . . 2n− 1, s2n = 2r} =

=

∞∑
r=1

N2n−1,2r−1 −N2n−1,2r+1

2n
=

∞∑
r=1

1

2
(p2n−1,2r−1 − p2n−1,2r+1) =

1

2
p2n−1,1 =

1

2
u2n

�

V¥ta 7.5. Pravd¥podobnost prvního návratu náhodné procházky do po£átku v £ase
2n je rovna f2n = 1

2n−1u2n ∼ 1
2n−1

1√
πn

.

D·kaz. Jev, ºe první návrat do po£átku se odehrál v £ase 2n je stejný jako rozdíl
jev· kdy k návratu nedo²lo aº do £asu 2(n− 1) mínus jev k návratu nedo²lo aº do
£asu 2n, tedy

f2n = u2n−2 − u2n =

(
2(n− 1)

n− 1

)
2−2(n−1) −

(
2n

n

)
2−2n =

=
22n · 2(n− 1) . . . n− 2n . . . (n+ 1)

(n− 1)!n22n
=

1

2n− 1
u2n

�

V¥ta 7.6. Pravd¥podobnost návratu náhodné procházky do po£átku je rovna jedné.

D·kaz. Platí f2+f4+· · ·+f2n = 1−u2n, takºe pravd¥podobnost návratu do po£átku
(pro nekone£nou procházku) po kone£n¥ mnoha krocích je rovna jedné. �

V¥ta 7.7. Zákon arkussinu pro poslední náv²t¥vu
Pravd¥podobnost, ºe poslední návrat do po£átku p°ed krokem 2n je v kroku 2k je

dána
α2k,2n = u2ku2n−2k

D·kaz. Na²e situace je s2k = 0, sj 6= 0, j > 2k. po£et takových procházek je roven
po£tu procházek z (0, 0) do (2k, 0) krát po£et procházek z (0, 0) délky 2n−2k, které
neprotínají po£átek, tedy podle lematu máme výsledek. �

Poloºme
f(x) =

1

π
√
x(x− 1)

, 0 < x < 1

Podle na²í aproximace, dostaneme

α2k,2n ∼
1

n
f(
k

n
)

Integrací ∑
k<xn

α2k,2n '
2

π
arcsin

√
x
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Pravá strana nezávisí na n.
Bez d·kazu:

V¥ta 7.8. Zákon arkussinu pro délku pobytu
Pravd¥podobnost, ºe mnoºina {j, 0 ≤ j ≤ 2n, sj > 0} má 2k prvk· je rovna

α2k,2n.

D·sledek

V¥ta 7.9. Zákon arkussinu pro délku pobytu
Pro 0 < x < 1 pravd¥podobnost, ºe ≤ xn £asových jednotek je stráveno na

pozitivní stran¥ a ≥ (1−x)n na negativní stran¥ má pro n→∞ limitu 2
π arcsin

√
x.

Tyto výsledky jsou paradoxní a ve zdánlivém rozporu se zákonem velkých £ísel.
Numericky, pro velká n s pravd¥podobností 0.2 £ástice stráví 0.976 £asu na jedné
stran¥. S pravd¥podobností 0.1 stráví 0.994 £asu na jedné stran¥.
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8. Náhodná veli£ina

De�nice 8.1. Náhodná veli£ina je reálná funkce X : Ω→ IR, která spl¬uje násle-
dující vlastnost: Pro kaºdý interval B ⊂ IR mnoºina {t : t ∈ Ω, X(t) ∈ B} pat°í do
F.

Poznámka. Podmínka z de�nice je technického charakteru, a je spln¥na pro
v²echny funkce, které m·ºeme potkat v aplikacích. Pokud je Ω spo£etná mnoºina,
je spln¥na vºdy.

P°íklady:

De�nice 8.2. Diskrétní veli£ina X : Ω→ IR je taková, jejíº obor hodnot je kone£ný
(nebo spo£etný) {x1, x2, . . . }. Ozna£íme pX(xi) = P (x = xi), kde pX(xi) > 0, a
platí

∑
pX(xi) = 1. P°i°azení xi → pX(xi) se °íká pravd¥podobnostní rozd¥lení

diskrétní veli£iny X.

P°i práci s jednou diskrétní veli£inou X budeme £asto vynechávat dolní index
X, t.j. p(xi) = pX(xi).

P°íklady:

Bernoulliho veli£ina, pro 0 < p < 1. Ω = {0, 1}, P (1) = p, P (0) = q = 1 − p,
X(0) = 0, X(1) = 1.

Hodím minci 10krát, X je po£et hlav. Zvolíme Ω = {(a1, .., a10) : ai ∈ {0, 1}}.

Házení kostkou dokud nepadne H, X je po£et hod·. Ω = {(a1, ..., an+1); ai =
O, an+1 = H}.

Spojitá funkce na [0, 1] s Lebesgueovou mírou.

Náhodný bod ve £tverci [0, 1]× [0, 1], X je vzdálenost od po£átku.

De�nice 8.3. Distribu£ní funkce FX : IR→ [0, 1] náhodné veli£iny X je de�novaná
následovn¥

FX(t) = P (X ≤ t)

Distribu£ní funkce p°edchozích p°íklad·.

Tvrzení 8.4. Distribu£ní funkce ma následující vlastnosti:
1. 0 ≤ FX(t) ≤ 1
2 je neklesající

3. lim
t→−∞

FX(t) = 0, lim
t→∞

FX(t) = 1.

4. FX je zprava spojitá (tj. FX(t) = lims→t+ FX(s)) a má nejvý²e spo£etn¥ mnoho
bod· nespojitosti.

Tvrzení 8.5. Mezi pravd¥podobnostním rozd¥lením a distribu£ní funkcí diskrétní
veli£iny je vzájemn¥ jednozna£ný vztah

FX(t) =
∑
xi≤t

pX(xi)

V¥ta 8.6. Náhodná veli£ina X : (Ω, P )→ IR p°ená²í míru P z prostoru (Ω, P ) na
pravd¥podobnostní míru µ na prostoru (IR, µ) podle formule

µ(A) = P ({ω ∈ Ω, X(ω) ∈ A}) = P (X−1(A)), A ⊂ IR
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♣ Pokud X je diskrétní veli£ina s oborem hodnot {x1, . . . xn}, potom µ bude
diskrétní míra

n∑
i=1

p(xi)δxi

♣ Vztah distribu£ní funkce FX a obrazu míry µ je následující:

FX(t) = µ((−∞, t])
Lze ukázat, ºe míra µ je jiº funkcí FX ur£ena jednozna£n¥. Pro p°ípad mnoºiny

A = (a, b] je to vid¥t hned,

µ(A) = FX(b)− FX(a)

a odtud lze dále odvodit, ºe µ je jiº ur£ena jednozna£n¥.

V¥ta 8.7. Nech´ X : (Ω, P ) → IR je náhodná veli£ina, µ je obrazem míry P .
Potom veli£ina X má stejnou distribu£ní funkci jako náhodná veli£ina y(x) = x na
prostoru (IR, µ).

Tato jednoduchá v¥ta ma zásadní význam, nebo´ nám umoº¬uje p°i studiu ná-
hodných veli£in kdykoliv nahradit Ω mnoºinou IR a pracovat s odpovídající distri-
bu£ní funkcí.
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9. St°ední hodnota náhodné veli£iny-diskrétní p°ípad

Hlavní charakteristikou náhodné veli£iny je její st°ední hodnota, která je de�no-
vána

E(X) =

∫
Ω

XdP.

Tato hodnota je fakticky integrálem veli£iny podle pravd¥podobnostní míry P ,
ale takto obecná de�nice by vyºadovala vybudování celé teorie integrace podle
obecné míry P . Proto se omezíme na dva hlavní p°ípady, tedy diskrétní a pozd¥ji
spojitou pravd¥podobnostní veli£inu, kdy lze st°ední hodnotu vyjád°it s pouºitím
kone£ných sou£t·, resp. obvyklých integrál· v IR.

♣ St°ední hodnota obecn¥ nemusí existovat, ani pro spojité nebo diskrétní (ale
nekone£n¥ hodnotové) prom¥nné.

V¥ta 9.1. St°ední hodnota diskrétní veli£iny X s hodnotami v mnoºin¥ £ísel {x1, . . . }
spl¬uje

E(X) =
∑

xiP (X = xi) =
∑

xip(xi).

P°íklady na st°ední hodnotu:

Hod nesymetrickou minci, 1 padne s pravd¥podobností p, 0 s pravd¥podobností
(1− p). E(X) = p.

Hodím dv¥ma kostkami, X je sou£et obou hodu, resp. sou£in, resp. rozdíl.

♣ Dva hrá£i se st°ídají v hodu kostkou. Pokud hodí stejné £íslo, hra pokra£uje
dal²ím hodem. Vyhrává ten, kdo hodí vy²²í £íslo. S jakou pravd¥podobností hra
skon£í po kone£n¥ mnoha cyklech? Najd¥te pravd¥podobnostní rozd¥lení délky hry
a jeho st°ední hodnotu.

Jeden cyklus hry je reprezentován dvojicí (k, l) ∈ {1, . . . , 6}2 = M . Ozna£íme
R = {(k, k), k ∈ {1, . . . , 6}}, Q = M \ P . Ná² model pr·b¥hu hry bude následující.

Ω = {(a1, ..., an−1, bn), aj ∈ R, bn ∈ Q, n ∈ IN} ∪ {(a1, . . . ), aj ∈ P}.

Ozna£me An = {(a1, ..., an−1, bn), aj ∈ R, bn ∈ Q}, A∞ = {(a1, . . . ), aj ∈ P}.
Je z°ejmé, ºe An, n ∈ IN ∪ {∞} je úplný systém jev· na Ω (v tom smyslu, ºe jsou
disjunktní a pokrývají Ω). Platí
P (A1) = 62−6

62 , P (A2) = 6
62

62−6
62 etc. P (An) = 1

6n−1
5
6 . Tedy, (jak víme

∑∞
n=0 q

n =
1

(1−q) )

P (

∞∑
n=1

An) =

∞∑
n=1

5

6n
= 1.

Odtud plyne, ºe P (A∞ = 0) a hra skon£í v kone£ném £ase s pravd¥podobností 1.
Délku hry p°edstavuje náhodná veli£ina X : Ω→ IN ,

X({(a1, ..., an−1, bn)}) = n

Platí X(An) = n, tedy pX(n) = P (An),

E(X) =

∞∑
n=1

nP (An) =

∞∑
n=1

n
1

6n−1

5

6
=

6

5

(Pomocí známé formule
∑∞
n=0 nq

n−1 = 1
(1−q)2 dostaneme výsledek 6

5 ).



PRAVD�PODOBNOST A STATISTIKA 21

Tvrzení 9.2. Nech´ {Xi}ni=1 jsou diskrétní náhodné veli£iny na Ω, ai ∈ IR. Potom
platí

E(

n∑
i=1

aiXi) =

n∑
i=1

aiE(Xi).

D·kaz. Pro dv¥ kone£né veli£iny, kde Ai = {ω : X = ai}, Bj = {ω : Y = bj},
zavést zjemn¥ní Ci,j = {ω : X = ai, Y = bj}.

♣ Bernoulliho (nebo téº binomické) rozd¥lení X = Binom(n, p) jako rozd¥lení
sou£tu stejn¥ rozd¥lených Yj , s hodnotou 1 o pravd¥podobnosti p a 0 o pravd.
(1 − p), X =

∑n
i=1 Yi. Tedy Ω = {(a1, . . . , an), ai = 0, 1, P (1) = p}, Yi(ω) = ai.

Binomické rozd¥lení X = Binom(n, p) po£ítá po£et úsp¥ch· n nezávislých hod·
mincí s pravd¥podobností p. (tedy sou£et hodu nesymetrickou mincí, 1 padne s
pravd¥podobnosti p, 0 s pravd¥podobnosti (1− p)). Rozd¥lení spl¬uje

b(j;n, p) = P (X = j) =

(
n

j

)
pj(1− p)n−j

Protoºe Bernoulliho rozd¥lení X = Binom(n, p) je moºno modelovat jako sou£et
stejn¥ rozd¥lených Yj , s E(Yj) = p, dostaneme

E(X) = E(Y1) + · · ·+ E(Yn) = np

V dom¥, který má n poschodí je výtah. V p°ízemí nastoupí p osob, kaºdá z nich
nezávisle na ostatních vystoupí se stejnou prvd¥podobností v kterémkoli pat°e. Jaká
je st°ední hodnota po£tu zastávek výtahu?

Ω = {1, . . . , n}p. Zavedeme indikátorové náhodné veli£iny, Yi = 1 pokud výtah
zastaví v i-tém pat°e, Yi = 0 pokud nezastaví. Celkový po£et zastavení výtahu je
Y =

∑n
1 Yi. Pravd¥podobnost ºe nikdo nevystoupí v i-tém pat°e je (1− 1

n )p, tedy

P (Yi = 1) = 1− (1− 1

n
)p

Jelikoº EYi = P (Yi = 1),

EY = n(1− (1− 1

n
)p)

Standartní postup spo£ívá ve výpo£tu EY =
∑
kP (Y = k), ale tento výpo£et

by byl sloºit¥j²í. (platí P (Y = k) = 1
np (
(
n
k

)∑k−1
j=0 (−1)j

(
k
j

)
(k − j)p))

De�nice 9.3. Rozptyl (variance) diskrétní náhodné veli£iny X je de�nován

σ2
X = D(X) = E(X − (EX))2.

Výraz σX se nazývá st°ední kvadratická odchylka (nebo sm¥rodatná odchylka)
od st°ední hodnoty.

Tvrzení 9.4. platí D(X) = E(X2)− (EX)2.

Najd¥te distribu£ní funkci, st°ední hodnotu a rozptyl veli£iny:
1. Hod nesymetrickou minci, 1 padne s pravd¥podobnosti p, 0 s pravd¥podobnosti

(1− p). D(X) = p(1− p).

2.P (X = −2) =
1

3
, P (X = 1) =

4

9
, P (X = 2) =

2

9
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De�nice 9.5. Kovariance dvou diskrétních náhodných veli£in na Ω je de�nována
jako

Cov(X,Y ) = E((X − EX)(Y − EY )) = E(XY )− E(X)E(Y ).

Veli£iny pro které je Cov(X,Y ) = 0 se nazývají nekorelované.

Tvrzení 9.6. Dva jevy A,B jsou nezávislé práv¥ kdyº jim odpovídající indikátorové
funkce jsou nekorelované.

Tvrzení 9.7. Platí

D(X1 + · · ·+Xn) =

n∑
j=1

D(Xj) + 2
∑
j<k

Cov(Xj , Xk).

Speciáln¥, pokud Xk jsou po dvou nekorelované, potom platí

D(X1 + · · ·+Xn) =

n∑
j=1

D(Xj).

♣ P°íklad. Bernoulliho rozd¥lení X = Binom(n, p) jako sou£et stejn¥ rozd¥-
lených Yj , s hodnotou 1 o pravd¥podobnosti p a 0 o pravd. (1 − p). Tedy Ω =
{(a1, . . . , an), ai = 0, 1, P (1) = p}, Yi(ω) = ai.

Dokaºte, ºe Yj jsou po dvou nekorelované, tedy Cov(Yj , Yk) = 0. Pouºitím této
vlastnosti dostaneme

D(X) = D(Y1) + · · ·+D(Yn) = np(1− p)

♣ P°íklad. Na Váno£ní besídku p°i²lo n d¥tí. Kaºdé dít¥ p°ineslo stejn¥ zabalený
dárek a dalo ho do ko²e. Na konci besídky si d¥ti náhodn¥ vyberou dárky z ko²e.
Jaká je st°ední hodnota po£tu v²ech d¥tí, které si domu odná²ejí sv·j vlastní dárek?
Jsou jevy ºe i a j dít¥ si odná²ejí své vlastní dárky nezávislé?

Ω jsou v²echny permutace {1, . . . , n}, tedy rozd¥lení dárk·. Xi je náhodná ve-
li£ina rovna 1 pokud si dít¥ odná²í sv·j dárek, jinak 0. Protoºe po£et permutaci
�xujících j je roven (n − 1)!, je P (Xi = 1) = 1

n . St°ední hodnota je tedy rovna
st°ední hodnot¥

S =

n∑
i=1

Xi = 1

Poznámka; jevy ºe i a j dít¥ si odná²ejí své vlastní dárky nejsou nezávislé. Tedy
ani veli£iny Xi nejsou nezávislé.

D(Xi)− EX2
i − (EXi)

2 =
1

n
− 1

n2
=
n− 1

n2

P (XiXj = 1) =
(n− 2)!

n!
=

1

n(n− 1)

Cov(Xi, Xj) =
1

n(n− 1)
− 1

n2
=

1

n2(n− 1)

D(S) = n
n− 1

n2
+ n(n− 1)

1

n2(n− 1)
= 1
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10. Náhodné veli£iny-spojitý p°ípad

♣ Náhodné veli£iny lze studovat jako obecné funkce na Ω, av²ak z technických
d·vod· se omezujeme na dva hlavní p°ípady, tedy diskrétní a spojité.

De�nice 10.1. Budeme °íkat, ºe veli£ina X : Ω → IR je spojitá, pokud její dis-
tribu£ní funkce FX je spojitá a po £ástech spojit¥ diferencovatelná, tedy existuje po
£ástech spojitá nezáporná funkce fX : IR→ IR (nazývaná hustota pravd¥podobnost-
ního rozd¥lení X) taková, ºe aº na kone£n¥ mnoho bod· t ∈ IR platí

F ′X(t) = fX(t).

Tvrzení 10.2. Distribu£ní funkce spojité náhodné veli£iny X spl¬uje

FX(t) = P (X ≤ t) =

t∫
−∞

fX(s)ds.

Obraz (IR, µ) míry (Ω, P ) spl¬uje

µ(B) = P (X ∈ B) =

∫
B

fX(x)dx, B ⊂ IR.

St°ední hodnota spl¬uje

E(X) =

∞∫
−∞

xfX(x)dx.

Rozptyl (variance) spl¬uje

σ2
X = D(X) = E(X−(EX))2 = E(X2)−E(X)2 =

∞∫
−∞

x2fX(x)dx−(

∞∫
−∞

xfX(x)dx)2.

Tvrzení 10.3. Nech´ {Xi}ni=1 jsou náhodné veli£iny na Ω, ai ∈ IR. Potom platí

E(

n∑
i=1

aiXi) =

n∑
i=1

aiE(Xi).

♣ Stejnom¥rn¥ rozd¥lení na intervalu [a, b].
Hustota: f(x) = 1

b−a uvnit° intervalu, jinak 0.

E(X) = a+b
2 , D(X) = (b−a)2

12 .

Roz°eºeme náhodn¥ úse£ku [0, 1] na dv¥ £ásti. Najd¥te distribu£ní funkci a
st°ední délku krat²í £ásti. Ω = [0, 1].

Najd¥te distribu£ní funkci a st°ední vzdálenost náhodného bodu v kruhu od
po£átku.

Na úse£ce jsou vybrány náhodn¥ dva body, X je jejich vzdálenost. Najd¥te dis-
tribu£ní funkci a st°ední hodnotu X. Ω = [0, 1]2.

Najd¥te distribu£ní funkci a st°ední vý²ku náhodného bodu na obvodu kola nad
zemí.

Na kruºnici jsou vybrány náhodn¥ dva body, X je jejich vzdálenost. Najd¥te
distribu£ní funkci a st°ední hodnotu X. Ω = [0, 2π]2, nebo Ω = [0, 2π].
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11. N¥které d·leºité typy rozd¥lení

♣ Binomické rozd¥lení X = Binom(n, p) po£ítá po£et úsp¥ch· n nezávislých
hod· mincí s pravd¥podobností p, tedy

b(j;n, p) = P (X = j) =

(
n

j

)
pj(1− p)n−j

Pro n velké, p malé a λ = np rozumné velikosti chceme odhadnout tyto hodnoty.
Takºe pro pevné k a dostate£n¥ velké n platí

b(k;n, p)

b(k − 1;n, p)
=

(n− k + 1)p

kq
≈ np

kq
≈ λ

k
.

Pro výpo£et t¥chto hodnot pro λ = np: pouºitím logaritmu a Taylorovy aproxi-
mace,

b(0, n, p) = (1− p)n = (1− λ

n
)n ≈ e−λ.

Indukcí spojením p°edchozích odhad· vyjde pro pevné p-malé, n-velké, a k pevné

b(k;n, p) ≈ λk

k!
e−λ.

Binomické rozd¥lení a Poissonovo rozd¥lení (následuje) jsou blízká (pro λ = np)
ve smyslu distribu£ní funkce pokud platí n ≥ 20 a p ≤ 0.05 nebo n ≥ 100 a np ≤ 10.

Platí E(X) = np (suma pravd¥podobnostních veli£in, i.e . E je suma E), D(X) =
np(1− p). (Uºitím nezávislosti s£ítanc· a nulové kovariance)

♣ Poissonovo rozd¥lení Poiss(λ), λ > 0 má rozd¥lení

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Ozna£ím jako p(k;λ) = λk

k! e
−λ. pouºitím Taylorova rozvoje eλ =

∑∞
k=0

λk

k! , dosta-
neme

∑∞
k=0 p(k;λ) = 1.

E(X) =

∞∑
k=1

kp(k;λ) = λ

∞∑
k=1

p(k − 1;λ) = λ

E(X2) =

∞∑
k=1

k2p(k;λ) = λ

∞∑
k=1

kp(k − 1;λ) =

λ

∞∑
k=1

(k − 1)p(k − 1;λ) + λ

∞∑
k=1

p(k − 1;λ) = λ2 + λ

Tedy D(X) = λ.
Poissonovo rozd¥lení je model pro rozd¥lení po£tu náhodných událostí, které jsou

stejnom¥rn¥ rozd¥lené v £ase, a navzájem nezávislé. P°itom kaºdá z nich má ma-
lou pravd¥podobnost, ale jejich po£et je velký. Typické p°íklady: po£et telefonních
hovor· v centrále (mnoho volajících, ale kaºdý jen málo kdy), internetový provoz,
p·vodní p°íklad byl po£et zabitých v armád¥ v d·sledku kopnutí kon¥m.

Odvození Poissonova rozd¥lení. P°edstavme si jednotkový £asový interval rozd¥-
lený na n podinterval· stejné délky. Mnoºinu kone£n¥ mnoha bod· na intervalu
budeme povaºovat za výsledek náhodného procesu. Kaºdý podinterval má stejnou
pravd¥podobnost pn, ºe bude obsahovat n¥který z t¥chto bod·, a jejich nezávislost
znamená, ºe budeme pouºívat Bernoulliho prom¥nné.

P°edpokládáme tedy, ºe pravd¥podobnost toho ºe p°esn¥ k podinterval· je ne-
prázdných je b(k, n, pn). Nyní nechme n → ∞. Pravd¥podobnost, ºe celý interval
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neobsahuje ºádný bod musí mít kone£nou limitu, tedy posloupnost b(0, n, pn) =
(1− pn)n musí mít limitu. Tedy log(1− pn)n = −npn + o(npn)→ −λ ∈ IR. Tedy

b(0, n, pn) =

(
n

0

)
pn

0(1− pn)n → en log(1−pn) → e−npn → e−λ

b(k, n, pn) =

(
n

k

)
pn
k(1− pn)n−k → nk

k!
pn
k(1− pn)n−k =

=
λk

k!
(1− pn)n(1− pn)−k → λk

k!
e−λ

Pro aplikace, pravd¥podobnost nalezení k bodu v intervalu délky t bude rovna

p(k;λt) =
(λt)k

k!
e−λt

♣ P°edpokládejme, ºe na úst°ednu p°ijde pr·m¥rn¥ 5 hovor· za hodinu. Jaká je
pravd¥podobnost, ºe na úst°ednu p°ijde aspo¬ jeden hovor? λ = 5. Tedy P (X ≥
1) = 1− P (X = 0) = 1− e−5.

♣ P°edpokládejme, ºe ulicí projede za hodinu pr·m¥rn¥ λ automobil·. S pravd¥-
podobností p auto p°ekra£uje rychlostní limit. Najd¥te pravd¥podobnostní rozd¥lení
po£tu pokut ud¥lených za hodinu, pokud bude provád¥no m¥°ení rychlosti.

Rozd¥lení po£tu automobil· za hodinu je Poissonovým rozd¥lením Poiss(λ)
(podle informace o st°ední hodnot¥). Ozna£me An jev projelo n automobil·, a
Bj jev bylo ud¥leno j pokut (tedy bylo j p°ekro£ení rychlosti).

Víme, ºe

P (An) =
λn

n!
e−λ, n = 0, 1, . . .

P (Bj |An) =

(
n

j

)
pj(1− p)n−j , j ≥ n,

P (Bj) =

∞∑
n=0

P (Bj |An)P (An) =

=

∞∑
n=0

(
n

j

)
pj(1− p)n−j λ

n

n!
e−λ =

∞∑
n=0

n!

j!(n− j)!
pj(1− p)n−j λ

n

n!
e−λ =

=
e−λpjλj

j!

∞∑
n=j

(1− p)n−jλn−j

(n− j)!
=
e−λpjλj

j!
e(1−p)λ =

e−pλ(pλ)
j

j!

Je vid¥t, ºe výsledné rozd¥lení po£tu pokut je Poiss(pλ).

♣ Exponenciální rozd¥lení: parametr λ > 0, hustota je f(x) = λe−λx, x ≥ 0
jinak 0.

platí:

FX(x) =

x∫
0

λe−λtdt = [−e−λt]x0 = 1− e−λx, x ≥ 0

E(X) =

∞∫
0

λte−λtdt = [−te−λt]∞0 −
∞∫

0

−e−λtdt = −[
1

λ
e−λt]∞0 =

1

λ
,
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E(X2) =

∞∫
0

λt2e−λtdt = [−t2e−λt]∞0 +

∞∫
0

2te−λtdt =
2

λ
E(X) =

2

λ2
,

Tedy D(X) = 1
λ2 .

P (X ≥ x) = e−λx, odtud máme
P (X ≥ x+ y|X ≥ y) = e−λ(x+y)

e−λy
= e−λx = P (X ≥ x)

X je vhodným modelem doby £ekání na výskyt n¥jakého jevu (doba £ekání na
poruchu), nap°. m·ºe p°edstavovat ºivotnost (délku ºivota) ºárovky, nebo £ástice
(radioaktivní rozpad £ástic). Tedy zbývající £as £ekání na událost má stejnou dis-
tribu£ní funkci jako na za£átku.

♣ Pokud má veli£ina spojité rozd¥lení, a spl¬uje P (X ≥ x+ y|X ≥ y) = P (X ≥
x), potom je nutn¥ exponenciální.

Ozna£me u(x) = P (X ≥ x), platí tedy

u(x+ y) = u(x)u(y), u(0) = 1

u′(x) = lim
y→0

u(x)
u(y)− 1

y
= u(x)u′(0) = λu(x)

�e²ení je u(x) = λe−λx.

P°íklad: �árovka ma st°ední dobu ºivota 1000 hodin. Jaká je pravd¥podobnost,
ºe praskne mezi 1000 a 1500 hodinami provozu. λ = 1

1000

P (1000 < X < 1500) = P (X > 1000)−P (X > 1500) = e−λ1000−e−λ1500 = e−1−e−1.5

♣ Normální rozd¥lení, parametry µ ∈ IR, σ > 0, N(µ, σ2) má hustotu

f(x) = 1
σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 . Je t°eba ov¥°it∫
IR

1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 dx = 1.

E(X) = µ, D(X) = σ2. Odvození pro p°ípad σ = 1, µ = 0. Je t°eba uºít trik s
dvojným integrálem.

(

∫
IR

e
−x2
2 dx)2 = (

∫
IR

e
−x2
2 dx)(

∫
IR

e
−y2
2 dy) =

∫ ∫
IR2

e
−x2−y2

2 dxdy.

V polárních sou°adnicích x = ρ cosφ, y = ρ sinφ dostaneme

∫ ∫
IR2

e
−x2−y2

2 dxdy =

2π∫
0

∞∫
0

ρe
−ρ2
2 dρdφ.

Substitucí ρ
2

2 = u vyjde uvnit° −
∫∞

0
e−udu, takºe celkový integrál bude 2π, tedy∫

IR

1√
2π
e−

x2

2 dx = 1.

Obecn¥, substituce u = x−µ
σ :∫

IR

1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 dx =

∫
IR

1√
2π
e−

u2

2 du = 1.
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St°ední hodnota nula pro µ = 0 plyne ze symetrie, pro varianci per partes u =

x, v = xe−
x2

2∫
IR

x2

√
2π
e−

x2

2 dx = [− x√
2π
e−

x2

2 dx]∞−∞ +

∫
IR

1√
2π
e−

x2

2 dx = 1.

Normální rozd¥lení je téº aproximací binomického, pro velká n a rozumná p, ale
jeho význam je v¥t²í-centrální limitní v¥ta.
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12. Transformace náhodných veli£in

Následující tvrzení plyne okamºit¥ z m¥°itelnosti náhodných veli£in.

Tvrzení 12.1. Nech´ X je náhodná veli£ina na Ω a g : IR → IR je spojitá funkce.
Potom Y = g ◦X je téº náhodná veli£ina na Ω.

Pro diskrétní veli£iny X snadné. P°íklad: X budiº veli£ina výsledku hodu kost-
kou, g : {1, . . . , 6} → {0, 1} podle parity.

V¥ta 12.2. Nech´ X je spojitá náhodná veli£ina s hustotou fX , g : IR→ IR spojitá
funkce. Potom platí

E(g ◦X) =

∞∫
−∞

g(t)fX(t)dt

D·kaz. Pro rostoucí g, Y = g ◦X:

FY (t) = P (Y ≤ t) = P (g ◦X ≤ t) = P (X ≤ g−1(t)) = FX(g−1(t)).

fY (t) = FY (g−1(t))′ = (g−1(t))′fX(g−1(t)) =
1

g′(g−1(t))
fX(g−1(t)).

E(g ◦X) =

∞∫
−∞

t(g−1(t))′fX(g−1(t))dt = [subst.u = g−1(t)] =

∞∫
−∞

g(u)fX(u)du

�

P°íklad.
X obecné, g(x) = rx+ s lineární transformace pro r > 0. Vyjde

FY (y) = FX(
y − s
r

), fY (y) =
1

r
fX(

y − s
r

).

X normální rozd¥lení N(µ, σ2), Y = rX + s lineární transformace, potom Y je
N(rµ+ s, r2σ2).

fX(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 .

fY (x) =
1

rσ
√

2π
e−

( x−s
r
−µ)2

2σ2 =
1

rσ
√

2π
e−

(x−s−rµ)2

2r2σ2 .



PRAVD�PODOBNOST A STATISTIKA 29

13. Náhodné vektory

Na²ím cílem bude nyní p°ejít od studia jedné náhodné veli£iny ke studiu kone£-
ných mnoºin (posloupností) náhodných veli£in a jejich vzájemných vztah·.

De�nice 13.1. Pro zadaný pravd¥podobnostní prostor (Ω,Σ, S) a náhodné veli£iny
Xj : Ω → IR de�nujeme náhodný vektor jako zobrazeni X = (X1, . . . , Xn) : Ω →
IRn.

V¥ta 13.2. Náhodný vektorX : (Ω, P )→ IRn p°ená²í míru P z prostoru (Ω, P ) na
pravd¥podobnostní míru µ na prostoru (IRn, µ) podle formule

µ(A) = P ({ω ∈ Ω, X(ω) ∈ A}) = P (X−1(A)), A ⊂ IRn

De�nice 13.3. Distribu£ní funkce FX : IRn → IR náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)
je de�nována následovn¥

FX(t1, . . . , tn) = P (∩nj=1(Xj ≤ tj))

♣ Vztah distribu£ní funkce FX a obrazu míry µ je následující. Nech´ Fn : IRn →
IR je pevn¥ zvoleno. Ozna£me operátor ∆ai,bi : IRn → IR, pro ai ≤ bi, de�novaný
formulí

∆ai,biFn(x1, . . . , xn) = Fn(x1, . . . , xi−1, bi, xi+1, . . . )−Fn(x1, . . . , xi−1, ai, xi+1, . . . ).

Jelikoº
Fn(x1, . . . , xn) = µ((−∞, x1]× · · · × (−∞, xn]),

potom platí

∆a1,b1 . . .∆an,bnFn(x1, . . . , xn) = µ((a, b]) ≥ 0

kde (a, b] = (a1, b1]× · · · × (an, bn].

V¥ta 13.4. Funkce Fn : IRn → IR je distribu£ní funkcí náhodného vektoru práv¥
kdyº spl¬uje podmínky

Fn : IRn → [0, 1]

Fn(xk)↘ Fn(x), pokud xk ↘ x

Fn(+∞, . . . ,+∞) = 1, Fn(x1, . . . ,−∞, . . . , xn) = 0

∆a1,b1 . . .∆an,bnFn(x1, . . . , xn) ≥ 0

Distribu£ní funkce obsahuje samoz°ejm¥ celou informaci o kaºdé ze sloºek vek-
toru. Marginálním rozd¥lením vektoru FX se rozumí rozd¥lení FXj jednotlivých
sloºek vektoru.

Tvrzení 13.5. Nech´ FX : IRn → IR je distribu£ní funkce náhodného vektoru
X = (X1, . . . , Xn). Potom marginální rozd¥lení jednotlivých prom¥nných lze získat

FXj (tj) = lim
ti→∞,i6=j

FX(t1, . . . , tn) = lim
ti→∞,i6=j

P (∩nj=1(Xj ≤ tj))

De�nice 13.6. Rozd¥lení pravd¥podobnosti náhodného vektoru X pro diskrétní ve-
li£iny je nezáporná funkce

pX(a1, . . . , an) = P (X1 = a1, . . . , Xn = an), aj ∈ IR
Pro spojit¥ rozd¥lený vektor je to spojitá funkce (pravd¥podobnostní hustota) fX :

IRn → IR+ s vlastností
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P ((X1, . . . , Xn) ∈ S) =

∫
. . .

∫
S

fX(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn,

♣ Poznámka. Spojitost hustoty fX je pon¥kud p°íli² restriktivní podmínka. V
obecn¥j²í formulaci by sta£ila integrovatelnost, av²ak za ú£elem technického zjedno-
du²ení výkladu budeme pouºívat spojité funkce, resp. funkce které jsou restrikcemi
spojitých funkcí na jednoduché podmnoºiny Rn, jako nap°. otev°ené mnoºiny apod.

V¥ta 13.7. Pro spojit¥ rozd¥lený vektor platí

fX(a1, . . . , an) =
∂n

∂x1 . . . ∂xn
FX(a1, . . . , an)

D·kaz.

FX(a1, . . . , an) =

an∫
−∞

. . .

a1∫
−∞

fX(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn,

∂FX(a1, . . . , an)

∂x1
=

an∫
−∞

. . .

x2∫
−∞

fX(a1, x2, . . . , xn)dx2 . . . dxn, etc

∂n

∂x1 . . . ∂xn
FX(a1, . . . , an) = fX(a1, . . . , an)

�

Hustota marginálního rozd¥lení spl¬uje

fXj (aj) =

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

fX(x1, x2, . . . , aj , . . . , xn)dx1 . . . dxn,

♣ P°íklady
Nech´ Ω = [0, 1], X(t) = t, Y (t) = t, resp. X(t) = t, Y (t) = 1 − t. Najd¥te

distribu£ní funkci vektoru (X,Y ). Nech´ Ω = [0, 1]2, X(x, y) = x, Y (x, y) = y,
najd¥te distribu£ní funkci vektoru (X,Y ). Porovnejte tyto distribu£ní funkce a take
distribu£ní funkce jednotlivých veli£in X,Y ve v²ech p°ípadech.

V¥ta 13.8. Nech´ X = (X1, . . . , Xn) : (Ω, P ) → IRn je spojit¥ rozd¥lený náhodný
vektor s hustotou fX . Potom náhodný vektor (x1, . . . , xn) : IRn → IRn de�novaný
na pravd¥podobnostním prostoru (IRn, µ), kde µ je obrazem míry P z V¥ty 13.2,
má stejnou distribu£ní funkci jako X.

D·kaz této v¥ty je jednoduchý výpo£et. Její význam spo£ívá v tom, ºe nám
umoº¬uje nahradit vektor X konkrétn¥j²ím vektorem sou°adnicových funkcí z IRn.
Z hlediska pravd¥podobnosti jsou tyto vektory nerozli²itelné. V¥tu lze tedy pouºít
pro jakékoliv výpo£ty. Nap°íklad:

V¥ta 13.9. Nech´ X = (X1, . . . , Xn) je spojit¥ rozd¥lený náhodný vektor veli£in
de�novaných na Ω s hustotou fX , g : IRn → IR je spojitá funkce. Potom Y =
g ◦X = g(X1, . . . , Xn) : Ω → IR je náhodná veli£ina, pro kterou platí: Distribu£ní
funkce FY spl¬uje

FY (t) =

∫
. . .

∫
{(x,1,...,xn): g(x1,...,xn)≤t}

fX(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn,
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E(Y ) =

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

g(t1, . . . , tn)fX(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn

Speciáln¥, pro p·vodní sloºky vektoru platí

E(Xj) = E(xj ◦X) =

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

tjfX(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn
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14. Nezávislost náhodných veli£in

Ná² hlavní zájem se týká nezávislých veli£in, nejd·leºit¥j²ího pojmu v teorii
pravd¥podobnosti.

De�nice 14.1. Náhodné veli£iny obsaºené v náhodném vektoru (X,Y ) (resp. X =
(X1, . . . , Xn)) se nazývají nezávislé pokud platí

F(X,Y )(a, b) = FX(a)FY (b), a, b ∈ IR.

FX(a1, . . . , an) = FX1
(a1) . . . FXn(an), aj ∈ IR

Ekvivalentn¥,

P (X ≤ a, Y ≤ b) = P (X ≤ a)P (Y ≤ b), a, b ∈ IR.

P (X1 ≤ a1, . . . , Xn ≤ an) = P (X1 ≤ a1) . . . P (Xn ≤ an), aj ∈ IR

♣ Ekvivalentn¥, v²echny jevy X−1
j (Aj) jsou nezávislé, pro libovolné mnoºiny

Aj . Toto lze dokázat postupem po sloºkách, s vyuºitím faktu, ºe míra je ur£ena
hodnotami na intervalech.

♣ D·sledek je, ºe pokud X1, . . . , Xn jsou nezávislé, potom g1(X1), . . . , gn(Xn)
jsou také nezávislé, pro libovolné transformace gj veli£in Xj . Podobn¥ platí, ºe
g1(X1) a g(X2, . . . , Xn) jsou nezávislé.

V¥ta 14.2. Nech´ Xj jsou spojit¥ rozd¥lené náhodné veli£iny s hustotami fj, Potom

f(a1, . . . , an) = f1(a1) . . . fn(an) : IRn → IR

je funkce hustoty na IRn taková, ºe prom¥nné xj : IRn → IR na tomto Ω = IRn s
mírou danou hustotou f , jsou nezávislé veli£iny se stejným rozd¥lením jako Xj. Lze
tedy pro kaºdou kone£nou mnoºinu veli£in (resp. rozd¥lení) zkonstruovat náhodný
vektor, jehoº sloºky jsou nezávislé s p°edepsanými rozd¥leními.

Takto sestrojeny náhodný vektor je p°itom ur£en jednozna£n¥.

Tvrzení 14.3. Pokud X = (X1, . . . , Xn) je spojit¥ rozd¥lený náhodný vektor s
hustotou fX : IRn → IR, jehoº sloºky jsou nezávislé veli£iny s hustotami fj, potom
platí

fX(x1, . . . , xn) = f1(x1) . . . fn(xn)

D·kaz.

fX(x1, . . . , xn) =
∂n

∂x1 . . . ∂xn
FX(x1, . . . , xn) =

n∏
j=1

∂

∂xj
Fj(xj) =

n∏
j=1

fj(xj)

�

Tvrzení 14.4. Pokud X,Y jsou nezávislé veli£iny (pro d·kaz p°edpokládejme spo-
jit¥ rozd¥lené) potom

E(XY ) = E(X)E(Y )



PRAVD�PODOBNOST A STATISTIKA 33

D·kaz:

E(XY ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xyfX(x)fY (y)dxdy =

∞∫
−∞

xfX(x)dx

∞∫
−∞

yfY (y)dy = E(X)E(Y )

Pokud X,Y jsou nezávislé veli£iny (pro d·kaz p°edpokládejme spojit¥ rozd¥lené
s hustotami f, g), potom jsou také nekorelované. Korelace je tedy rychlým testem
na nezávislost veli£in (nutná podmínka). Opa£né tvrzení neplatí.

Cov(X,Y ) =

∫ ∫
xyfX(x)fY (y)−

∫
xfX(x)

∫
yfY (y) = 0.

Tedy pro nezávislé veli£iny tedy platí

D(X1 + · · ·+Xn) =

n∑
j=1

D(Xj)

♣X1, . . . , Xn jsou stejn¥ rozd¥lené nezávislé veli£iny, Z = maxj{Xj} (resp. min).
Najd¥te rozd¥lení Z. Distribu£ní funkce Z = maxXj je FZ(x) = FX(x)n.

♣ Pro X,Y nezávislé veli£iny a Z = X +Y dostaneme vyjád°ení pro distribu£ní
funkci:

Diskrétní p°ípad

pZ(c) =
∑
j

pX(c− bj)pY (bj).

kde bj b¥ºí p°es v²echny nenulové hodnoty pY (bj).

P°íklad dva hody kostkou.

♣ Ve spojitém p°ípad¥ pro distribu£ní funkci platí

FZ(a) =

∫ ∫
x+y≤a

fZ(x, y)dxdy.

Uºitím nezávislosti

FZ(a) =

∞∫
−∞

a−y∫
−∞

fZ(x, y)dxdy =

∞∫
−∞

a−y∫
−∞

fX(x)fY (y)dxdy =

∞∫
−∞

FX(a− y)fY (y)dy.

♣ Diferencováním podle a, hustoty spl¬ují:

fZ(a) = F ′Z(a) =

∞∫
−∞

F ′X(a− y)fY (y)dy =

∞∫
−∞

fX(a− y)fY (y)dy.

P°íklad X,Y nezávislé veli£iny s rozd¥lením N(0, 1), Z = X + Y bude mit
rozd¥lení N(0, 2).

fZ(z) =

∞∫
−∞

(
1√
2π
e−

1
2 (z−y)2)(

1√
2π
e−

1
2y

2

)dy =

∞∫
−∞

(
1√
2π

)2e−
1
2 (2y2−2yz+z2)dy

fZ(z) =
1√
2π
e−

1
4 z

2

∞∫
−∞

(
1√
2π

)e−
1
2 (2y2−2yz+ 1

2 z
2)dy
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fZ(z) =
1√
2π
e−

1
4 z

2

∞∫
−∞

(
1√
2π

)e−
1
2 (
√

2(y−z/2))2)dy

=
1√
4π
e−

1
4 z

2

∞∫
−∞

(
1√
π

)e−
1
2 (
√

2(y−z/2))2)dy =
1√

2
√

2π
e−

z2

2·2

♣ Indukcí, pokud X1, . . . , Xn jsou nezávislé veli£iny s normálním rozd¥lením
N(µj , σ

2
j ), a cj konstanty, potom X =

∑n
j=1 cjXj má normální rozd¥lení N(µ, σ2)

kde µ =
∑n
j=1 cjµj , σ

2 =
∑n
j=1 c

2
jσ

2
j . Tento výsledek dokáºeme s pouºitím charak-

teristických funkcí dále.

V¥ta 14.5. Nech´ X1, . . . , Xn jsou nezávislé veli£iny s normálním rozd¥lením N(0, σ2).
Nech´ U = (uij)

n
i,j=1 je ortonormální matice,Y1

...
Yn

 =

u11 · · · u1n

...
. . .

...
un1 · · · unn


X1

...
Xn


kde Y = (Y1, . . . , Yn) je nový náhodný vektor. Potom Yj jsou nezávislé veli£iny

s normálním rozd¥lením N(0, σ2).

D·kaz. Pro pravd¥podobnostní hustotu f vektoru X = (X1, . . . , Xn) platí

f(x1, . . . , xn) = (
1

σ
√

2π
)ne−

(x1)2

2σ2 . . . e−
(xn)2

2σ2 = (
1

σ
√

2π
)ne−

‖x‖2

2σ2

Funkce hustoty je rota£n¥ symetrická, tedy f(x) = f(Ux), x ∈ IRn. Tedy,
ozna£íme-li µ míru na IRn s hustotou f , A ⊂ IRn,

P (X ∈ A) = µ(x ∈ A) =

∫
. . .

∫
A

f(x)dµ =

=

∫
. . .

∫
UT (A)

f(x)dµ = P (X ∈ UT (A)) = P (UX ∈ A)

Volbou A0 = {(x1, . . . , xn} : x1 ≤ t1, . . . , xn ≤ tn} získáme:

FX(t1, . . . , tn) = P (X ∈ A0) = P (UX ∈ A0) = P (Y ∈ A0) = FY (t1, . . . , tn).

Tim jsme dokázali, ºe distribu£ní funkce vektoru Y je rovna distribu£ní funkci
vektoru X, speciáln¥ tedy Yj jsou nezávislé veli£iny s poºadovaným rozd¥lením. �

V¥ta 14.6. Nech´ (X,Y ) jsou nezávislé spojité veli£iny s hustotami f, g. Potom
Z = XY , resp. Z = X

Y má hustotu

h(y) =

∞∫
−∞

f(
y

x
)g(x)

1

|x|
dx

resp. za p°edpokladu g(x) = 0, x < 0,

h(y) =

∞∫
0

xf(yx)g(x)dx
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D·kaz. Z V¥ty 13.9, pro sou£in, pouºitím zám¥ny po°adí integrace a diferencování,

FZ(t) =

0∫
−∞

∞∫
t
x

f(x)g(y)dydx+

∞∫
0

t
x∫

−∞

f(x)g(y)dydx

fZ(t) =
dFZ(t)

dt
= −

0∫
−∞

f(x)g(
t

x
)
1

x
dx+

∞∫
0

f(x)g(
t

x
)
1

x
dx = h(t)

Podobn¥ pro podíl.
�
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15. Zákon velkých £ísel

V¥ta 15.1. �eby²evova nerovnost. Nech´ X je náhodná veli£ina, a > 0. Potom
platí

P (|X − E(X)| ≥ a) ≤ 1

a2
D(X).

D·kaz: ozna£ µ = E(X), spojitý p°ípad.

D(X) = E(X − µ)2 =

∞∫
−∞

(x− µ)2fX(x)dx ≥
∫

|x−µ|≥a

(x− µ)2fX(x)dx

≥
∫

|x−µ|≥a

a2fX(x)dx = a2P (|X − E(X)| ≥ a).

Nech´ X1, . . . , Xn jsou stejn¥ rozd¥lené nezávislé veli£iny, Xn =
∑n
j=1Xj

n budeme
zna£it náhodnou veli£inu, která reprezentuje pr·m¥r.

D(
X1 + · · ·+Xn

n
) =

∑
D(

1

n
Xj) =

∑ 1

n2
D(Xj) =

1

n2

∑
D(Xj) =

D(Xj)

n
.

Je vid¥t, ºe D klesá k nule pro rostoucí n.

V¥ta 15.2. Zákon velkých £ísel (slabý)
Nech´ X1, . . . , Xn jsou stejn¥ rozd¥lené nezávislé (sta£í nekorelované) veli£iny,

jejichº st°ední hodnota je µ a variance σ2. Potom platí pro kaºdé ε > 0:

lim
n→∞

P (|Xn − µ| > ε) = 0.

D·kaz. platí E(Xn) = µ, D(Xn) = σ2

n . Podle �eby²evovy nerovnosti

P (|Xn − µ| > ε) ≤ 1

ε2

σ2

n
.

P°íklad. Hodíme férovou mincí 100 krát. Odhadn¥te pravd¥podobnost, ºe po£et
hlav je v rozmezí 40− 60.

Model:Xj je Benoulliho veli£ina s hodnotami 0, 1 s pravd¥podobností 1
2 , výsledek

1 modeluje hlavu. Víme, ºe µ = 1
2 , σ

2 = 1
4 . Potom X100 je veli£ina p°edstavující

pr·m¥rnou hodnotu. Zajímá nás pravd¥podobnost, ºe

P (
4

10
≤ X100 ≤

6

10
)

Opa£ný jev znamená. ºe |X100 − 1
2 | >

1
10 . Podle odhadu �eby²eva máme

P (|X100 −
1

2
| > 1

10
) ≤ 102

1
4

100
=

1

4
.

Pravd¥podobnost, ºe výsledek bude v rozmezí 40-60 je tedy nejmén¥ 1− 1
4 .

Silný zákon velkých £ísel je tvrzení, ºe |Xn(ω)− µ| → 0 platí pro skoro v²echna
ω ∈ Ω.

V¥ta 15.3. (refomulace pro distribu£ní funkci) Platí, ºe FXn → F kde F je skoková
distribu£ní funkce se skokem 1 v bode µ.

Víme, ºe E(Xn) = µ, D(Xn) → 0. P°i jiné normalizaci sou£t·
∑
D(Xj) =∑

(Xj − µ)2 lze dosáhnout toho, aby 1√
n
D(
∑
Xj) = σ2. Tento p°ístup vede na

centrální limitní v¥tu.
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16. Centrální limitní v¥ta

V¥ta 16.1. Centrální limitní v¥ta.
Nech´ X1, . . . , Xn jsou nezávislé stejn¥ rozd¥lené veli£iny se st°ední hodnotou µ

a variancí σ2, E|X1|3 <∞. Nech´ distribu£ní funkce prom¥nné Xn−µ
σ/
√
n

má tvar

Gn(x) = P (
Xn − µ
σ/
√
n
≤ x)

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
t2

2 dt.

Potom Gn(x)→ Φ(x) konverguje v kaºdém bod¥ pro n→∞.

D·kaz bude proveden níºe s pouºitím charakteristických funkcí (Fourrierovy
transformace).

De�nice 16.2. Charakteristická funkce (Fourierova transformace) náhodné veli-
£iny X je de�nována

φX(t) = E(eitX).

Ekvivalentn¥, pro X s hustotou fX je vid¥t, ºe jde o Fourrierovu transformaci.

φX(t) =

∞∫
−∞

eitxfX(x)dx.

N¥které d·leºité vlastnosti: φ je uniformn¥ spojitá na IR.

φX(0) = 1, |φX(t)| ≤ 1,

φcX+d(t) = eitdφX(ct), c, d ∈ IR
dn

dtn
φX(t)|t=0 = inE(Xn), n ∈ IN.

Pokud X1, . . . , Xn jsou nezávislé veli£iny,

φX1+···+Xn(t) = E(eit
∑
j Xj ) = E(

∏
j

eitXj ) =
∏
j

E(eitXj ) =

n∏
j=1

φXj (t).

V¥ta 16.3. (v¥ta o spojitosti) Nech´ F je distribu£ní funkce veli£iny s charakteris-
tickou funkci φ. Potom Fn → F konverguje slab¥ (tj. bodov¥ v kaºdém bod¥ spojitosti
F ) práv¥ kdyº φn → φ bodov¥ v kaºdém bod¥.

Tuto v¥tu lze p°eformulovat tak, ºe Fourrierova transformace je zobrazení, které
má inverzi a které je v jistém smyslu spojité v obou sm¥rech.

♣ Pokud Z = N(µ, σ2), potom φZ(t) = eitµ−
σ2t2

2 . Speciáln¥, pokud Z ma roz-

d¥lení N(0, 1) pak φZ(t) = e−
t2

2 .
D·kaz. pro N(0, 1).

g(t) =

∞∫
−∞

1√
2π
e−

x2

2 eitxdx

d

dt
g(t) =

1√
2π

d

dt

∞∫
−∞

e−
x2

2 eitxdx =
1√
2π

∞∫
−∞

e−
x2

2 (ix)eitxdx =
−i√
2π

∞∫
−∞

d

dx
(e−

x2

2 )eitxdx
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per partes

= [e−
x2

2 +itx]∞−∞ −
t√
2π

∞∫
−∞

(e−
x2

2 )eitxdx = −tg(t)

Tato diferenciální rovnice
g′(t) = f(t)g(t)

g′(t)

g(t)
= (ln g(t))′ = f(t) = −t

má obecné °e²ení ce
∫
f(t)dt, tedy v na²em p°ípad¥ má °e²ení g(t) = ce−

t2

2 . Po£á-
te£ní podmínka c = g(0) = 1.

Nyní zbývá pouºít jednozna£nost charakteristické funkce spolu s p°edchozím vý-
po£tem.

D·kaz centrální limitní v¥ty.

Podle v¥ty o spojitosti sta£í dokázat konvergenci odpovídajících charakteristic-
kých funkci. Máme

Y =
X − µ
σ/
√
n

=
1
n

∑n
j=1Xj − µ
σ/
√
n

=

∑n
j=1Xj − nµ
σ
√
n

=
1√
n

n∑
j=1

Zj ,

kde Zj =
Xj−µ
σ . Normalizace je provedena tak, ºe platí E(Zj) = 0, D(Zj) = 1,

E(Y ) = 0, D(Y ) = 1

φ∑Zj (t) = φZ1
(t)n.

φY (t) = φ∑Zj/
√
n(t) = φ∑Zj (t/

√
n) = φZ1

(t/
√
n)n.

Taylor okolo 0:

φZ1
(x) = φZ1

(0) + xφ′Z1
(0) +

x2

2
φ′′Z1

(0) + o(x2).

Máme x = t√
n
a

φZ1
(0) = 1, φ′Z1

(0) = iE(Z1) = i(0) = 0, φ′′Z1
(0) = i2E(Z2

1 ) = −1.

φZ1(t/
√
n) = 1− t2

2n
+ o(

t2

n
).

φY (t) = φZ1
(t/
√
n)n = (1− t2

2n
+ o(

t2

n
))n → e−

t2

2 .

Rychlost konvergence je odhadnuta v následující v¥t¥.

V¥ta 16.4. (Berry Essén)
Nech´ Xj jsou nezávislé, stejn¥ rozd¥lené veli£iny s nulovou st°ední hodnotou,

D(X1) = σ2, ρ = E(|X1|3) <∞, Gn distribu£ní funkce
1
n

∑n
j=1Xj−µ
σ/
√
n

, Φ = FN(0,1).
Potom platí

sup
x∈IR
|Gn(x)− Φ(x)| ≤ ρ

2σ3
√
n

Poznámka. Binomické rozd¥lení lze aproximovat je-li np(1− p) ≥ 9.
V praxi se pouºívá n ≥ 30 (e.g. Novovicova p. 71).

V¥ta 16.5. Pokud X1, . . . , Xn jsou nezávislé veli£iny s normálním rozd¥lením
N(µj , σ

2
j ), a cj konstanty, potom X =

∑n
j=1 cjXj má normální rozd¥lení N(µ, σ2)

kde µ =
∑n
j=1 cjµj, σ

2 =
∑n
j=1 c

2
jσ

2
j .
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D·kaz.

φX(t) =

n∏
j=1

φcjXj (t) =

n∏
j=1

φXj (cjt) =

n∏
j=1

eicjtµj−
σ2j c

2
j t

2

2 = eitµ−
σ2t2

2 .

�
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17. Statistika základní pojmy

De�nice 17.1. Nech´ F je pravd¥podobnostní rozd¥lení. Toto rozd¥lení (veli£inu)
nazveme základním souborem. Posloupnost X = (X1, . . . , Xn) nezávislých veli-
£in se stejným rozd¥lením F se nazývá náhodný výb¥r o rozsahu n ze základního
souboru. Mnoºinu v²ech hodnot X nazveme výb¥rovým prostorem a kaºdý bod
(x1, . . . , xn) této mnoºiny nazveme realizací náhodného výb¥ru.

Tato posloupnost reprezentuje provedení n nezávislých experiment· se stejným
rozd¥lením F .

♣ Formulace problému.
Ve statistice vycházíme z p°edstavy, ºe existují pravd¥podobnostní rozd¥lení Fθ

ur£itého typu, závisející na jednom nebo n¥kolika parametrech θ ∈ Θ, které jsou
nám neznámé. Kaºdé hodnot¥ θ p°íslu²í odpovídající náhodný výb¥rX o rozsahu n.
Na²ím cílem je pomocí souboru nam¥°ených dat, tedy realizace náhodného výb¥ru,
odhadnout hodnoty t¥chto neznámých parametr· θ.

P°íklady. Házíme mincí, tedy zkoumáme nula-jedni£kové rozd¥lení s neznámým
parametrem θ = p ∈ [0, 1]

Zákon chyb- p°edpokládáme normální rozd¥lení, neznáme parametry µ ∈ IR, σ >
0, N(µ, σ2) má hustotu f(x) = 1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 .

De�nice 17.2. Náhodná veli£ina T (X) = T (X1, . . . , Xn) de�novaná na výb¥rovém
prostoru, se nazývá výb¥rový odhad nebo statistika.

De�nice 17.3. Výb¥rový pr·m¥r je de�nován jako statistika

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi

Výb¥rový rozptyl:

S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

Hodnota Sn se nazývá sm¥rodatná odchylka náhodného výb¥ru.

Tyto dv¥ hlavní statistiky budeme dále studovat, jakoºto odhady st°ední hod-
noty, resp. variance apriori neznámého rozd¥lení F .

De�nice 17.4. Statistika T se nazývá nestranným odhadem parametru θ , jehoº
hodnota nemusí být apriori známa, pokud platí

E(T ) = θ.

Statistika T se nazývá konzistentním odhadem parametru θ, pokud platí

lim
n→∞

P (|T − θ| < ε) = 1.

P°esn¥ji,

∀ε > 0 ∀δ > 0 ∃n0 ∈ IN, (n > n0)⇒ P (|Tn − θ| < ε) > 1− δ

V¥ta 17.5. Nech´ X je veli£ina se st°ední hodnotou µ a rozptylem σ2. Potom
výb¥rový pr·m¥r a výb¥rový rozptyl jsou nestrannou a konzistentní statistikou pro
st°ední hodnotu E(X), resp. varianci D(X).

D·kaz. Výb¥rový pr·m¥r.

E(Xn) = µ
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Nestrannost je z°ejmá, konzistence je ekvivalentní (slabému) zákonu velkých £í-
sel.

Rozptyl. Pot°ebuji jednoduchou identitu:

n∑
i=1

(Xi − µ)(Xn − µ) = n(Xn − µ)2

Takºe
n∑
i=1

(Xi −Xn)2 =

n∑
i=1

(Xi − µ+ µ−Xn)2 =

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2

n∑
i=1

(Xi − µ)(Xn − µ) + n(Xn − µ)2 =

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2

n∑
i=1

(Xi − µ)(Xn − µ) +

n∑
i=1

(Xi − µ)(Xn − µ)

Potom

S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − µ)(Xn − µ) +
n

n− 1
(Xn − µ)2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi−µ)2− n

n− 1
(Xn−µ)2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi−µ)2− n

n− 1
(

1

n

n∑
i=1

(Xi−µ))2

Protoºe (Xi − µ)2 jsou nezávislé, dostaneme nestrannost pro rozptyl:

E(S2
n) =

n

n− 1
σ2 − n

n− 1

1

n
σ2 = σ2

Ze zákona velkých £ísel aplikovaného na Xn a téº na
∑

(Xi − µ)2 ve vyjád°ení

S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − n

n− 1
(X − µ)2

plyne konzistence pro rozptyl.

Pro stejný parametr lze obecn¥ °e£eno zavést mnoho nestranných statistik (od-
hadu). Nap°. pro st°ední hodnotu lze zvolit Xj apod. V praxi je nejlep²í volit
odhady které mají co nejmen²í rozptyl.

De�nice 17.6. Odhad φ(X1, . . . , Xn) pro θ se nazývá nejlep²í nestranný odhad,
pokud je nestranný, a pokud pro kaºdý jiný odhad ψ(X1, . . . , Xn) platí

∀θ ∈ Θ Dθ(ψ(X1, . . . , Xn)) ≥ Dθ(φ(X1, . . . , Xn)).

Lze ukázat, ºe pro náhodný výb¥r odvozený od normálního rozd¥lení N(µ, σ2)
jsou výb¥rový pr·m¥r a rozptyl nejlep²ím odhadem.
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18. Bodové odhady, Metoda maximální v¥rohodnosti

Tato metoda se hodn¥ pouºívá, její odhady jsou konzistentní a pro velké n téº
nejlep²í (tj. mají minimální rozptyl podle odhadu Cramér-Rao-[Dupa£], nebo Dek-
king). Nemusí byt nestranné, ale jsou asymptoticky nestranné.

Motiva£ní p°íklad: Nech´ X1, . . . , X4 je náhodný výb¥r z nula-jedni£kového roz-
d¥lení s parametrem p = 0.2 nebo p = 0.8. Realizací náhodného výb¥ru máme
0, 0, 1, 0. pravd¥podobnost tohoto výsledku je P = p(1 − p)3. Pro p = 0.2 je to
0.1024, pro p = 0.8 je to 0.0064. Je tedy z°ejmé, ºe za odhad p vezmeme hodnotu
s pravd¥podobn¥j²ím výsledkem.

Uvaºujeme nyní pravd¥podobnostní rozd¥lení Fθ, které závisí na jednom parame-
tru θ ∈ IR. Nech´ f(t, θ) je spojit¥ diferencovatelná funkce dvou prom¥nných, která
p°edstavuje pro kaºdou hodnotu parametru θ pravd¥podobnostní hustotu fθ. Hus-
tota pravd¥podobnosti náhodného výb¥ru (X1, . . . , Xn) (veli£iny Xj jsou nezávislé,
tedy hustota rozd¥lení výb¥ru je sou£in hustot) je

L(θ)(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

f(xi, θ)

Této funkci se v tomto kontextu °íká funkce v¥rohodnosti.

De�nice 18.1. Maximáln¥ v¥rohodný odhad θ je hodnota h(x1, . . . , xn) která ma-
ximalizuje funkci v¥rohodnosti L(θ) pro v²echna (x1, . . . , xn) z výb¥rového prostoru.
Odpovídající statistika T (X1, . . . , Xn) = h(X1, . . . , Xn) se tedy nazývá maximáln¥
v¥rohodný odhad θ.

Poznámka. Maximáln¥ v¥rohodný odhad nemusí byt vºdy nestranný, ale lze
dokázat, ºe za ur£itých obecných p°edpoklad· je asymptoticky nestranný (pro
n→∞), a má °adu dal²ích pozitivních vlastností.

Pon¥vadº L(θ) ≥ 0, pouºitím logaritmu to je ekvivalentní maximalizaci výrazu

logL(θ) =

n∑
j=1

log(f(xi, θ))

tedy
n∑
j=1

d

dθ
log(f(xi, θ)) = 0

♣ P°edpokládáme, ºe m·ºeme rozd¥lení popsat hustotou

f(x) = (k + 1)xk, x ∈ [0, 1].

kde k > −1 je neznámý parametr.
Nam¥°ené hodnoty:

0.2 0.4 0.5 0.7 0.8 0.8 0.9 0.9

Odhadn¥te hodnotu k metodou maximální v¥rohodnosti.

L(k) =

8∏
i=1

(k + 1)xki

logL(k) = 8 log(k + 1) + k

8∑
i=1

log xi
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d

dk
logL(k) =

8

k + 1
+

8∑
i=1

log xi = 0

Numerickým °e²ením dostaneme k = 0.89.

♣ Diskrétní p°íklad. Jev který nastává s neznámou pravd¥podobností p nastal
k-krát v pr·b¥hu n nezávislých pokus·. Odhadn¥te p.

L(p) = pk(1− p)n−k

logL(p) = l(p) = k log p+ (n− k) log(1− p)

l′(p) =
k − np
p(1− p)

l′(p) = 0 pro p = k
n . Toto je rovno odhadu pro st°ední hodnotu Bernoulliho

veli£iny, podle výsledk· vý²e.

♣ Diskrétní p°ípad- Poissonovo rozd¥lení. Nech´ x1, . . . , xn je realizace náhod-
ného výb¥ru. Poiss(λ), λ > 0 má rozd¥lení

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

v¥rohodnostní funkce je

L(λ, x1, . . . , xn) = λ
∑
xje−nλ

1

x1! . . . xn!

logL(λ, x1, . . . , xn) =
∑

xj log λ− nλ−
n∑
j=1

(

xj∑
i=1

log i)

�e²ení v¥rohodnostní rovnice spl¬uje∑
xj

1

λ
− n = 0

λ = xn = E(X)

♣ Rozd¥lení s hustotou závislou na parametru σ2, náhodný výb¥r x1, . . . , xn.

f(x, σ2) =
x

σ2
e−

x2

2σ2 , x ≥ 0.

Funkce v¥rohodnosti má tvar

L(σ2) =

n∏
i=1

[
xi
σ2
e−

x2i
2σ2 ]

lnL(σ2) = −n lnσ2 + ln(

n∏
i=1

xi)−
1

2σ2

n∑
i=1

x2
i

d

dσ2
lnL(σ2) = − n

σ2
+

1

2σ4

n∑
i=1

x2
i = 0

�e²ení je

σ2 =
1

2n

n∑
i=1

x2
i .
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♣ Metodu maximální v¥rohodnosti lze pouºít i v p°ípad¥ více parametr·.

Najd¥te maximáln¥ v¥rohodný odhad parametru normálního rozd¥lení N(µ, σ2)
pro náhodný výb¥r x1, . . . , xn. Hustota spl¬uje

f(x) = 1
σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 .

L(µ, σ2) =

n∏
i=1

1

σ
√

2π
e−

(xi−µ)
2

2σ2

logL(µ, σ2) = −n
2

log 2π − n

2
log σ2 − 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

Hledáme kritický bod (σ2 je pro nás formální symbol neznámého parametru,
nikoliv druhá mocnina), tj.

∂

∂µ
logL(µ, σ2) =

2

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ) =
1

σ2

n∑
i=1

(xi − µ)

∂

∂σ2
logL(µ, σ2) = − n

2σ2
+

1

2σ4

n∑
i=1

(xi − µ)2 = 0

�e²ení pro konkrétní realizaci náhodného výb¥ru je

µ = xn, σ
2 =

n− 1

n
s2
n,

takºe °e²ení pro náhodný výb¥r je (jak je vid¥t pro rozptyl nevyjde výb¥rový
rozptyl, takºe tento odhad není nestranný, nicmén¥ je vid¥t, ºe je konzistentní)

µ = X,σ2 =
n− 1

n
S2
n
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19. Intervalové odhady

De�nice 19.1. Nech´ X1, . . . , Xn je náhodný výb¥r z rozd¥lení které pat°í do mno-
ºiny {Fθ : θ ∈ Θ}. Dvojice statistik

{(φL(X1, . . . , Xn), φU (X1, . . . , Xn))}
se nazývá intervalový odhad (n¥kdy téº interval spolehlivosti, resp. kon�-
den£ní interval) parametru θ o koe�cientu spolehlivosti (1− α) jestliºe platí

Pθ(φL(X1, . . . , Xn) < θ < φU (X1, . . . , Xn)) = 1− α, θ ∈ Θ

Dvojice statistik

{(φL(X1, . . . , Xn), φU (X1, . . . , Xn))}
se nazývá dolní, resp. horní odhad parametru θ o koe�cientu spolehlivosti 1 − α,
jestliºe platí

Pθ(φL(X1, . . . , Xn) < θ) = 1− α, θ ∈ Θ

resp.
Pθ(θ < φU (X1, . . . , Xn)) = 1− α, θ ∈ Θ

Kon�den£ní interval neznamená, ºe pravd¥podobnost skute£né hodnoty leºící v
tomto intervalu se rovná kvantilu, protoºe na prostoru Θ nemáme zade�novanou
pravd¥podobnostní míru, a protoºe hodnota odhadu je funkcí realizace náhodného
výb¥ru. Místo toho znamená, ºe p°i mnoha opakováních experimentu bude pom¥rná
£etnost toho, ºe intervalový odhad obsahuje skute£nou hodnotu parametru, rovna
kvantilu.

De�nice 19.2. Nech´ distribu£ní funkce F je spojitá a rostoucí, 0 < β < 1. Potom
£íslo xβ = F−1(β) se nazývá β-kvantil pro F .

Je z°ejmé, ºe platí

P (xα
2
< X < x1−α2 ) = F (x1−α2 )− F (xα

2
) = 1− α, α <

1

2
.

♣ Kvantily pro normální rozd¥lení N(0, 1) mají zna£ení u1−α = F−1(1 − α)
(nebo v jiném zna£ení zα = u1−α) a lze je najít v tabulkách. Platí

P (−zα/2 < Z < zα/2) = 1− α

V¥ta 19.3. Je-li X náhodný výb¥r o velikosti n náhodné veli£iny N(µ, σ2), se
známou hodnotou σ, potom kon�den£ní interval s koe�cientem spolehlivosti (1−α)
pro µ je dán

Xn − zα/2
σ√
n
< µ < Xn + zα/2

σ√
n

Xn − zα σ√
n
je dolní odhad µ s koe�cientem spolehlivosti (1− α).

Xn + zα
σ√
n
je horní odhad µ s koe�cientem spolehlivosti (1− α).

D·kaz. Pouºijeme toho, ºe sou£et nezávislých normáln¥ rozd¥lených veli£in je op¥t
normáln¥ rozd¥lená veli£ina (V¥ta 16.5). Veli£ina Z = Xn−µ

σ/
√
n
má rozd¥lení N(0, 1),

tedy platí

Pµ(−zα/2 < Z < zα/2) = 1− α, µ ∈ IR
Úpravou získáme

Pµ(µ− zα/2
σ√
n
< Xn < µ+ zα/2

σ√
n

) = 1− α, µ ∈ IR
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Pµ(Xn − zα/2
σ√
n
< µ < Xn + zα/2

σ√
n

) = 1− α, µ ∈ IR

Postup pro jednostranné odhady je stejný. �

♣ Ur£ete 90-procentní interval spolehlivosti pro st°ední hodnotu µ za p°edpo-
kladu, ºe máte náhodný výb¥r o n = 50 z normálního rozd¥lení se známou sm¥ro-
datnou odchylkou σ = 12.1 a aritmetický pr·m¥r je x50 = 36.38.

Koe�cient spolehlivosti je 0.9, tedy α = 0, 10, z tabulek ur£íme zα/2 = z0.05 =
1.645. Dosazením

(36.38− 1.645
12.1√

50
, 36.38 + 1.645

12.1√
50

) = (33.6, 39.2)
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20. Základní v¥ta statistiky

K nalezení intervalových odhad· pro normální rozd¥lení s neznámou hodnotou
σ je t°eba zavést nové náhodná veli£iny, rozd¥lení Studentovo a χ2.

♣ Funkce Γ : IR+ → IR je de�nována následovn¥

Γ(a) =

∞∫
0

xa−1e−xdx.

platí Γ(n + 1) = n!, asymptorická Stirlingova formule Γ(z + 1) ≈
√

2πz( ze )z,
z →∞.

V¥ta 20.1. χ2 o n-stupních volnosti:
Nech´ X1, . . . , Xn jsou nezávislé veli£iny s rozd¥lením N(0, 1). Potom Yn =∑n
j=1X

2
j ma hustotu (pro t ≤ 0 je to 0)

gn(t) =
t
n
2−1

2
n
2 Γ(n2 )

e
− t

2 , t > 0.

a platí E(Yn) = n,D(Yn) = 2n. Toto rozd¥lení se téº zna£í χ2
n. Distribu£ní

funkce se obvykle zna£í Gn.

Dukaz viz skripta Dupac.

V¥ta 20.2. (Základní v¥ta statistiky) Nech´ Xj , j = 1, . . . , n jsou nezávislé veli£iny
stejn¥ rozd¥lené N(µ, σ2). Potom výb¥rový pr·m¥r Xn a výb¥rový rozptyl S2

n jsou
nezávislé veli£iny.

Náhodná veli£ina (n− 1)
S2
n

σ2 má χ2
n−1 rozd¥lení o (n− 1) stupních volnosti.

D·kaz. Budeme p°edpokládat, ºe µ = 0, v obecném p°ípad¥ lze p°ejít k veli£inám
Xj − µ. Ozna£me X = (X1, . . . , Xn) náhodný vektor.

Nech´ U = (uij)
n
i,j=1 je ortonormální matice pro kterou u1j = 1√

N
. Nech´

Y1

...
Yn

 =


1√
N
· · · 1√

N

u21 · · · u2n

...
. . .

...
un1 · · · unn


X1

...
Xn


kde Y = (Y1, . . . , Yn) je nový náhodný vektor. Platí

Y1 = Xn

√
n

n∑
j=1

Y 2
j = Y TY = XTX =

n∑
j=1

X2
j

pouºitím vztahu který jsme jiº odvodili d°íve (µ = 0)

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 =

n∑
i=1

X2
i − 2

n∑
i=1

XiXn + nX
2

n =

n∑
j=1

X2
j − nX

2

n,

tedy
n∑
j=2

Y 2
j =

n∑
j=1

(Xj −Xn)2.

Jak jsme dokázali vý²e ve V¥t¥ 14.5, jsou Y1, . . . , Yn navzájem nezávislé veli£iny,
a tedy jsou Y1 a

∑n
j=1(Xj −Xn)2 téº nezávislé veli£iny.
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Poslední tvrzení na²í v¥ty plyne okamºit¥ ze vztahu

n∑
j=2

Y 2
j

σ2
=

1

σ2

n∑
j=1

(Xj −Xn)2 = (n− 1)
S2
n

σ2
.

V¥ta 20.3. Studentovo (nebo také tn-rozd¥lení) o n stupních volnosti:
Nech´ U, V jsou nezávislé veli£iny s rozd¥leními N(0, 1) pro U a χ2

n o n-stupních
volnosti pro V . Potom T = U√

V

√
n má hustotu

hn(t) =
Γ(n+1

2 )
√
πnΓ(n2 )

(1 +
t2

n
)−

n+1
2 , t ∈ IR.

Distribu£ní funkce se obvykle zna£í Hn.

D·kaz. Podle V¥ty 20.1,

fV (t) =
t
n
2−1

2
n
2 Γ(n2 )

e
− t

2 , t > 0.

Máme
F√V (T ) = FV (T 2)

f√V (T ) =
d

dT
F√V (T ) =

d

dT
FV (T 2) = 2TfV (T 2) = 2T

Tn−2

2
n
2 Γ(n2 )

e
− T2

2

Hustota veli£iny
√
V tedy spl¬uje

qn(x) =
xn−1e−

x2

2

2
n
2−1Γ(n2 )

, x > 0

Veli£ina
√
nU má normální rozd¥lení N(0, n)

Podle V¥ty 14.6, kde X =
√
nU , Y =

√
V , Z = X

Y má hustotu

fZ(t) =

∞∫
0

xfX(tx)fY (x)dx =

∞∫
0

x
1√
2πn

e−
x2t2

2n qn(x)dx =

=

∞∫
0

xne−
x2t2

2n −
x2

2

√
2πn 2

n
2−1Γ(n2 )

dx =

∞∫
0

xne−x
2 1

2 (1+ t2

n )

√
2πn 2

n
2−1Γ(n2 )

dx

substitucí s = 1
2x

2(1 + t2

n ), (dx = ds

x(1+ t2

n )
, xn−1 = (2s)

n−1
2

(1+ t2

n )
n−1
2

)

=
1√

πnΓ(n2 )
(1 +

t2

n
)−

n+1
2

∞∫
0

s
n+1
2 −1e−sds =

=
Γ(n+1

2 )
√
πnΓ(n2 )

(1 +
t2

n
)−

n+1
2 → 1√

2π
e−

t2

2 , n→∞.

�

Toto rozd¥lení je symetrické a platí E(T ) = 0, D(T ) = n
n−2 . Pro n > 30 platí

T
.
= N(0, 1).

D·sledek p°edchozích v¥t a de�nic je následující.

V¥ta 20.4. Náhodná veli£ina T = Xn−µ
Sn

√
n má tn−1-rozd¥lení o (n− 1) stupních

volnosti.
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D·kaz. Poloºme U = Xn−µ
σ/
√
n
, V =

(n−1)S2
n

σ2 . Potom U, V jsou nezávislá a mají
rozd¥lení N(0, 1), resp. χ2

n−1. P°itom platí

T =
U√
V

√
n− 1.

Kvantily obou t¥chto rozd¥lení jsou tabelovány, a nesou zna£ení (pro n-stup¬·
volnosti) χ2

1−α,n, resp. t1−α,n. Studentovo rozd¥lení o n-stupních volnosti je syme-
trické, a platí ºe t1−α,n → zα pro n → ∞. Pro na²e ú£ely p°i práci s tabulkami
kvantilu tedy budeme nahrazovat kvantily Studentova rozd¥lení kvantily normál-
ního rozd¥lení.

V¥ta 20.5. Je-li X náhodný výb¥r o velikosti n náhodné veli£iny N(µ, σ2), s ne-
známou hodnotou σ, potom je kon�den£ní interval spolehlivosti (1− α) pro µ dán

Xn − t1−α/2,n−1
Sn√
n
< µ < Xn + t1−α/2,n−1

Sn√
n

Kon�den£ní interval o spolehlivosti (1− α) pro σ2 je dán

(n− 1)S2
n

χ2
1−α2 ,n−1

< σ2 <
(n− 1)S2

n

χ2
α
2 ,n−1

D·kaz. Pouºijeme toho, ºe veli£ina Z = Xn−µ
Sn/
√
n
má tn−1-rozd¥lení o (n−1) stupních

volnosti, tedy platí

Pµ,σ2(−t1−α/2,n−1 <
Xn − µ
Sn/
√
n
< t1−α/2,n−1) = 1− α, µ ∈ IR

Úpravou získáme

P (µ− t1−α/2,n−1
Sn√
n
< Xn < µ+ t1−α/2,n−1

Sn√
n

) = 1− α, µ ∈ IR

P (Xn − t1−α/2,n−1
Sn√
n
< µ < Xn + t1−α/2,n−1

Sn√
n

) = 1− α, µ ∈ IR

Úpravou podobn¥ jako v p°ípad¥ známé σ získáme výsledek.
Pouºijeme toho, ºe veli£ina Z =

(n−1)S2
n

σ2 má χ2
n−1-rozd¥lení o (n − 1) stupních

volnosti, tedy platí

Pµ,σ2(χ2
α/2,n−1 <

(n− 1)S2
n

σ2
< χ2

1−α/2,n−1) = 1− α, µ ∈ IR

odtud plyne odhad ve v¥t¥. �

V¥ta 20.6. Je-li X = (X1, . . . , Xn) náhodný výb¥r o velikosti n náhodné veli£iny s
kone£ným rozptylem D(X1) > 0, potom je kon�den£ní interval spolehlivosti (1−α)
pro st°ední hodnotu µ = E(X1) dán asymptoticky, pro n→∞, vztahem

Xn − zα/2
Sn√
n
< µ < Xn + zα/2

Sn√
n

Xn − zα Sn√n je asymptotický dolní odhad µ o spolehlivosti (1− α).

Xn + zα
Sn√
n
je asymptotický horní odhad µ o spolehlivosti (1− α).
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D·kaz: Ozna£me σ2 = D(X1). Podle centrální limitní v¥ty má náhodná veli£ina
Zn = Xn−µ

Sn/
√
n
asymptoticky rozd¥lení N(0, 1). Dále platí, ºe asymptoticky Sn

σ → 1,

tedy platí, ºe Yn = Xn−µ
Sn/
√
n
má op¥t asymptoticky rozd¥lení N(0, 1). Tedy asympto-

ticky pro n→∞ platí

Pµ,σ2(−zα/2 < Yn < zα/2) = 1− α, µ, σ2 ∈ IR.
Úpravou podobn¥ jako v p°ípad¥ známé σ získáme výsledek.

V praxi se ze zku²enosti povaºuje za dostate£n¥ velký soubor kde n > 30.

♣ Pr. Má být z°ízeno nové vlakové spojení mezi dv¥ma m¥sty. V pr·b¥hu roku
bylo provedeno 30 náhodných m¥°ení po£tu cestujících. Jejich aritmetický pr·m¥r
je x = 450 a výb¥rová odchylka s30 = 30. Ur£ete 99 procentní interval spolehlivosti
pro st°ední po£et cestujících.

�e²ení: Koe�cient spolehlivosti je 0.99, tedy α = 0.01. Z tabulky ur£íme zα/2 =
2.567, tedy

Tudíº,

(450− 2.567
30√
30
, 450 + 2.567

30√
30

)
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21. P°ípustná chyba odhadu

De�nice 21.1. P°ípustná chyba odhadu je de�nována jako

∆ = zα/2
σ√
n
.

Tedy p°i zadaném koe�cientu spolehlivosti a p°ípustné chyb¥ odhadneme mini-
mální velikost souboru, která bude tyto podmínky spl¬ovat,

n = (
zα/2σ

∆
)2

♣ U náhodn¥ vybraných domácností byly sledovány výdaje za pohonné látky
auta. Byl ud¥lán záv¥r, ºe sm¥rodatná odchylka σ je 413 K£. Ur£ete rozsah výb¥ru
nutný k tomu, abychom m¥li 95 procentní spolehlivost, ºe p°ípustná chyba odhadu
je rovna 15.

�e²ení. ∆ = 15, α = 0.05, tedy zα/2 = 1.96.

n = (
zα/2σ

∆
)2 .

= 2912

♣ Hodíme 100krat kostkou. Jaká je pravd¥podobnost, ºe sou£et hod· bude z
intervalu [320, 380]?

Známe µ = 3.5, σ2 = 2(2.52+1.52+0.52)
6 = 2.91, σ = 1.7. veli£ina Z = Xn−µ

σ/
√
n

má
p°ibliºn¥ rozd¥lení N(0, 1), tedy platí

P (−zα/2 < Z < zα/2) = 1− α,

P (−zα/2 <
X100 − µ
σ/
√

100
< zα/2) = 1− α,

P (−zα/2 <
X100 − 3.5

0.17
< zα/2) = 1− α.

Chceme aby X100 ∈ [3.2, 3.8], tedy

X100 − 3.5

0.17
∈ [−1.764, 1.764].

Zde zα/2 = 1.764, tedy α
2

.
= 0.04, α .

= 0.08. pravd¥podobnost výsledku je tedy
p°ibliºn¥ 92 procent.
♣ Máme minci, která dává pannu s pravd¥podobností 70 procent. Kolik pokus-

ných hod· je t°eba ud¥lat, abychom mohli s jistotou 90 procent o£ekávat, ºe padne
víc pannen neº orl·?

Poloºíme X1 nula jedni£kové rozd¥lení s pravd¥podobnostmi 0.7, 0.3. Známe
µ = 0.7, σ2 = 0.7 ·0.32 + 0.3 ·0.72 = 0.21, σ = 0.458, α = 0.1 tedy zα = 1.29. Padne
víc pannen neº orl· znamená, ºe Xn > 0.5. Ná² cíl je tedy

P (Xn > 0.5) = 1− α.
veli£ina Z = Xn−µ

σ/
√
n
má p°ibliºn¥ rozd¥lení N(0, 1), tedy platí

P (Z > −zα) = 1− α,

−1.29 <
Xn − µ
σ/
√
n

−1.29× 0.458√
n

+ 0.7 < Xn
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Tedy poºadavek bude spln¥n, pokud

0.5 ≤ −1.29× 0.458√
n

+ 0.7 < Xn

√
n >

1.29 · 0.458

0.2
= 2.95

a tedy n > 8.
♣ Bod se pohybuje z po£átku £íselné osy kaºdou vte°inu o jedna doleva nebo

z·stane na míst¥, obojí s pravd¥podobnosti jedna polovina. Ur£ete, za jak dlouhou
dobu n budeme moci s jistotou 95 procent o£ekávat. ºe vzdálenost bodu od po£átku
je aspo¬ 40 procent n v jednotkách délky?

Poloºíme X1 nula jedni£kové rozd¥lení s pravd¥podobnostmi 1
2 . Známe µ = 0.5,

σ2 = 0.5 · 0.52 + 0.5 · 0.52 = 0.25, σ = 0.5, α = 0.05 tedy zα = 1.645. O£ekáváme,
ºe Xn > 0.4. Ná² cíl je tedy

P (Xn > 0.4) = 1− α.
Veli£ina Z = Xn−µ

σ/
√
n
má p°ibliºn¥ rozd¥lení N(0, 1), tedy platí

P (Z > −zα) = 1− α,

−1.645 <
Xn − 0.5

0.5/
√
n

−1.645× 0.5√
n

+ 0.5 < Xn

Tedy poºadavek bude spln¥n, pokud

0.4 ≤ −1.645× 0.5√
n

+ 0.5 < Xn

Tedy
√
n >

1.645 · 0.5
0.1

= 8.2

a tedy n > 67.
♣ �lun má nosnost 5000 kg. Hmotnost cestujících je náhodná veli£ina X se

st°ední hodnotou E(X) = 70 kg a sm¥rodatnou odchylkou 20 kg. Kolik cestujících
m·ºe cestovat, aby pravd¥podobnost p°etíºení byla men²í neº 1 procento?

Známe µ = 70, σ2 = 400, σ = 20. Pro α = 0.01 máme zα = 2.326. Veli£ina
Z = Xn−µ

σ/
√
n
má p°ibliºn¥ rozd¥lení N(0, 1). Chceme aby platilo

P (nXn < 5000) ≥ 0.99,

Tedy úpravou

P (Xn <
5000

n
) ≥ 0.99,

Víme, ºe platí

P (
Xn − 70

20/
√
n

< 2.326) ≥ 0.99,

P (Xn < 70 +
20 · 2.326√

n
) ≥ 0.99,

Takºe pokud bude platit

70 +
20 · 2.326√

n
<

5000

n
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potom bude téº platit hledaný odhad. �e²ením nerovnice bude n ≤ 70.

♠ Pr. Opakovaná m¥°ení koncentrace látky vedla k násl. výsledk·m:

0.2, 0.23, 0.21, 0.16, 0.18, 0.19, 0.14, 0.18, 0.21

Najd¥te oboustranné 90-procentní odhady st°ední hodnoty, rozptylu a sm¥rodatné
odchylky.

Platí n = 9, x9 = 0.189, s2 = 7.6 · 10−4, s = 2.76 · 10−2.
Intervalový odhad pro α = 0.1, kvantil t1−α/2,n−1 = qt(8)(0.95) = 1.86:

Xn − t1−α/2,n−1
Sn√
n
< µ < Xn + t1−α/2,n−1

Sn√
n

0.189− 2.76 · 10−2

3
1.86 < µ < 0.189− 2.76 · 10−2

3
1.86

Kon�den£ní interval o spolehlivosti (1− α) pro σ2 je dán, pro kvantily

χ2
1−α2 ,n−1 = 15.51, χ2

α
2 ,n−1 = 2.73

(n− 1)S2
n

χ2
1−α2 ,n−1

< σ2 <
(n− 1)S2

n

χ2
α
2 ,n−1

3.9 · 10−4 < σ2 < 2.2 · 10−3

Odtud

1.97 · 10−2 < σ < 4.7 · 10−2

V¥ta 21.2. P°edpokládáme, ºe máme dva nezávislé výb¥ry X = (X1, . . . , Xn1) z
rozd¥lení N(µ1, σ

2) a Y = (Y1, . . . , Yn2) z rozd¥lení N(µ2, σ
2). Ozna£me X,Y .S2

1 , S
2
2

výb¥rové pr·m¥ry a rozptyly. Potom statistiky X,Y jsou nezávislé a statistika X−Y
ma rozd¥lení N(µ1 − µ2,

n1+n2

n1n2
σ2).

S∗2 =
1

n1 + n2 − 2
((n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2)

je nestranný odhad σ2 a (n1 + n2 − 2)S∗2/σ2 má χ2(n1 + n2 − 2) rozd¥lení, a

Z =
(X − Y )− (µ1 − µ2)

S∗
√

n1+n2

n1n2

má rozd¥lení tn1+n2−2.
Jsou-li µ1, µ2, σ neznámé parametry je

((X − Y )− t1−α/2,n1+n2−2S
∗
√
n1 + n2

n1n2
, (X − Y ) + t1−α/2,n1+n2−2S

∗
√
n1 + n2

n1n2
)

intervalový odhad funkce µ1 − µ2 o spolehlivosti 1− α.

♣ Je t°eba stanovit intervalový odhad o spolehlivosti 0.95 pro rozdíl obsahu
chlóru g/l ve dvou nádrºích. Bylo odebráno n1 = 25 vzork· z první nádrºe a
n2 = 10 z druhé nádrºe, s výsledky:

X = 34.48, S2
1 = 1.7482

Y = 35.59, S2
1 = 1.7121
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P°edpokládáme, ºe vzorky jsou normáln¥ rozd¥lené, pouºijeme p°edchozí obec-
nou v¥tu. Kvantil

t0.975,33 = 2.035

po dosazení dostaneme interval

(0.106, 2.114)
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22. Testování hypotéz

Motiva£ní p°íklad. Továrna vyrábí potravinu, která nesmí obsahovat v pr·m¥ru
více neº jedno promile neºádoucí látky (toto je p°edpoklad, nebo hypotéza kterou
chceme ov¥°it resp. otestovat). Na základ¥ náhodného výb¥ru m¥°ení této koncen-
trace chceme rozhodnout, jestli podmínka je spln¥na. Pokud ná² záv¥r bude, ºe
podmínka spln¥na není, bude nutno p°istoupit k nákladné oprav¥, resp. reorgani-
zaci výrobní linky. Je tedy t°eba maximáln¥ sníºit riziko chybného hodnocení, ve
smyslu fale²ného poplachu.

Formalizace problému.

P°edpokládáme, ºe máme náhodný výb¥r X = (X1, . . . , Xn), který pochází od
základního souboru X1, jenº má neznámý parametr θ ∈ Θ. P°edpokládáme, ºe o
parametru θ existují dv¥ navzájem si konkurující hypotézy, nulová hypotéza H0:
θ ∈ Θ0 a alternativní hypotéza H1: θ ∈ Θ1 (£asto Θ1 = IR \Θ0).
Testem nulové hypotézy H0 proti H1 rozumíme rozhodovací proces, zaloºený

na náhodném výb¥ru (resp. jeho realizaci), X na jehoº základ¥ zamítneme nebo
nezamítneme hypotézu H0.

Máme následující moºností.

1. platí H0 a na²e rozhodnutí je nezamítnout H0.

2. Chyba 1. druhu: zamítneme H0, a£koliv je pravdivá. Závaºn¥j²í neº chyba
2 druhu, H0-nevinen odsouzen

3. Chyba 2. druhu: p°ijmeme H0, a£koliv je nepravdivá. Mén¥ závaºná neº
chyba 1, H1 vinen neodsouzen (platí H1).

4. platí H1 a na²e rozhodnutí je zamítnout H0.

Test je popsán kritickým oboremW ⊂ IRn realizace výb¥ru X. Pokud X ∈W
pak hypotézu H0 zamítneme, v opa£ném p°ípad¥ ji nezamítneme.

P°edpokládejme, ºe testovací proces dává chybu 1 druhu s pravd¥podobností α,
která se nazývá hladina významnosti testu, tedy platí

Pθ(X ∈W ) ≤ α, ∀θ ∈ Θ0

Hodnotu α se budeme snaºit minimalizovat. Chyba 2 druhu nastává s pravd¥-
podobností β,

β(θ) = Pθ(X /∈W ), θ ∈ Θ1.

�íslo 1−β se nazývá síla testu, a tuto hodnotu se budeme snaºit maximalizovat,
p°i zachování α.

P°i testování p°i pevné velikosti vzorku je z°ejmé, ºe p°i snaze zmen²it α, budeme
zárove¬ zvy²ovat sílu testu (sniºovat β).

V¥ta 22.1. (Neymanova Pearsonova v¥ta) Nech´ p1, p2 jsou pravd¥podobnostní
hustoty na IRn. Nech´ pro α ∈ (0, 1) existuje c > 0 takové, ºe pro mnoºinu

W ∗ = {x ∈ IRn : p1(x) ≥ cp0(x)}

platí ∫
W∗

p0(x)dx = α
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Pak pro libovolnou m¥°itelnou mnoºinu W ⊂ IRn spl¬ující∫
W

p0(x)dx ≤ α

platí ∫
W∗

p1(x)dx ≥
∫
W

p1(x)dx

D·kaz. ∫
W∗

p1(x)dx−
∫
W

p1(x)dx =

∫
W∗\W

p1(x)dx−
∫

W\W∗

p1(x)dx

≥
∫

W∗\W

cp0(x)dx−
∫

W\W∗

cp0(x)dx

= c(

∫
W∗

p0(x)dx−
∫
W

p0(x)dx) ≥ 0

�

D·sledek 22.2. Nech´ X je náhodný výb¥r s parametrem θ0 nebo θ1 6= θ0, jejich
odpovídající hustoty v IRn jsou p0, p1. Máme-li testovat H0 proti H1, potom test
s kritickým oborem W ∗ má nejmen²í pravd¥podobnost chyby druhého druhu β (je
tedy nejsiln¥j²í) mezi v²emi testy na hladin¥ α.

Platí, pro libovolnou mnoºinu W , kritický výb¥r na hladin¥ α,

β(θ1) = Pθ1(X /∈W ) =

∫
IRn\W

p1(x)dx = 1−
∫
W

p1(x)dx ≥ 1−
∫
W∗

p1(x)dx

V¥ta 22.3. Nech´ X je náhodný výb¥r z rozd¥lení N(µ, σ2), kde µ je neznámý
parametr a σ2 známá konstanta. Nech´ H0 je hypotéza µ = µ0, a H1 je alternativní
hypotéza µ = µ1 > µ0, α > 0. Potom nejsiln¥j²í test H0 na hladin¥ α je dán
vztahem (který nezávisí na µ1):

Xn − µ0

σ

√
n ≥ zα

D·kaz. Podle p°edchozí v¥ty najdeme W ∗ tak, aby platilo
n∏
j=1

(
1√

2πσ2
e−

(xj−µ1)2

2σ2 ) ≥ c
n∏
j=1

(
1√

2πσ2
e−

(xj−µ0)2

2σ2 )

tedy

e−
∑n
j=1(xj−µ1)2

2σ2 ≥ ce−
∑n
j=1(xj−µ0)2

2σ2

logaritmováním

n∑
j=1

(x2
j − µ1xj + µ2

1)−
n∑
j=1

(x2
j − µ0xj + µ2

0) ≤ c1

xn ≥ c2
Konstantu c2 ur£íme z podmínky

Pµ0
(X ∈W ∗) = α
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tedy

Pµ0(Xn ≥ c2) = 1− Φ(
c2 − µ0

σ

√
n) = α

c2 = µ0 + zα
σ√
n

Nulovou hypotézu zamítneme, je-li

Xn − µ0

σ

√
n ≥ zα

�

♣ Odhad chyby 2 druhu, jako funkce µ(= µ1 > µ0):

β(µ) = Pµ(X /∈W ∗), µ ∈ IR

Je-li µ skute£ná hodnota parametru je Xn−µ
σ/
√
n
rozd¥lení N(0, 1),

β(µ) = Pµ(
Xn − µ0

σ/
√
n
≤ zα)

= Pµ(
Xn − µ
σ/
√
n

< zα +
(µ0 − µ)

σ/
√
n

)

= Φ(zα +
(µ0 − µ)

σ/
√
n

)

Funkce β je tedy spojitá a klesající a platí

β(µ) ≥ 1− α, µ < µ0, β(µ0) = 1− α

β(µ) ≤ 1− α, µ > µ0,

lim
µ→∞

β(µ) = 0

Chceme-li aby pravd¥podobnost chyby 2. druhu byla v pevném bod¥ µ1 > µ0

men²í nebo rovna β, budeme poºadovat

Φ(zα +
(µ0 − µ1)

σ/
√
n

) ≤ β

coº vede k poºadavku

n ≥ (
zα + zβ
µ1 − µ0

σ)2

Konkrétní p°íklad, µ0 = 0, σ2 = 1, n = 16, α = 0.05.
V tomto p°ípad¥

β(µ) = Φ(1.645− 4µ)

hodnoty:

µ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 1.0

β(µ) 0.89 0.81 0.67 0.51 0.36 0.06 0.01

Obdobným zp·sobem, ale s pouºitím maximáln¥ v¥rohodných odhad· v pr·b¥hu
d·kazu lze odvodit následující kritérium (viz Dupa£ p. 128)
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V¥ta 22.4. Nech´ X je náhodný výb¥r z rozd¥lení N(µ, σ2), kde µ i σ2 jsou ne-
známé parametry. Nech´ H0 je hypotéza µ = µ0 a H1 je alternativní hypotéza
µ 6= µ0, α > 0. Potom H0 zamítneme na hladin¥ α je-li:

|Xn − µ0|
Sn

√
n ≥ t1−α2 ,n−1

♣ Test o st°ední hodnot¥ normálního rozd¥lení s neznámým rozptylem s hladinou
významnosti α, H0 : µ = µ0. Zamítáme H0 pokud platí:

|X − µ0

Sn/
√
n
| > t1−α/2,n−1 ≈ zα2

Je vid¥t, ºe H0 zamítáme na hladin¥ testu α práv¥ tehdy, kdyº oboustranný
100(1− α) procentní interval spolehlivosti pro µ neobsahuje hypotetickou hodnotu
µ0.
♣ Za°ízení váºí sou£ástky s chybou, která má rozd¥lení N(µ, σ2), σ = 0.66g, µ

neznáme. Otestujte na hladin¥ významnosti 5 procent, zda je moºné, aby m¥°ení
nebylo zatíºeno systematickou chybou (tj. st°ední hodnota chyb µ0 byla nulová),
pokud p°i n = 9 kontrolních m¥°eních byly nam¥°eny tyto chyby (v gramech):

0.3, 0.4,−0.8, 0.1,−1.3,−1.1,−0.6, 0.2,−0.5

platí µ0 = 0, x = −3.3/9
.
= −0.367g. Sm¥rodatná odchylka σ/

√
n = 0.22 g.

Testovací statistiku

|x
σ

√
n| = |−0.367

0.22
| = 1.67

porovnáme s kvantilem z(0.025) = 1.96 a nulovou hypotézu, ºe za°ízení nemá
systematickou chybu, nezamítáme.
♣ Testujte na hladin¥ významnosti α = 0.1, jestli následující normáln¥ rozd¥lená

data mají st°ední hodnotu µ = 5.

6.1, 1.2, 3.4, 8.1, 5.1, 6.0, 4.7, 7.4

P°edpokládáme rozd¥lení N(µ, σ2), testujeme H0 : µ = 5 proti hypotéze H1 :
µ 6= 5, pouºíváme statistiku

T =
X − µ
Sn

√
n

kde n = 8, X = 4.825, µ = 5, S8 = 2.059, která má rozd¥lení t7. Oboustranný
test, tedy porovnáme |T | s kvantilem t1−α2 ,7 = 1.89. platí |T | = 0.24 < 1.89 proto
nezamítáme H0.
♣ Výrobce tvrdí, ºe spot°eba automobilu je 6 litru na 100 km. Pr·m¥rná spot°eba

u 49 uºivatel· ale byla 6.4 l na 100 km. Dále byla nam¥°ena sm¥rodatná odchylka
σ = 1.6 l na 100 km. Testujte na hladin¥ 5 procent, zda m¥l výrobce pravdu.

Volíme H0: spot°eba 6 l, H1 : spot°eba 6= 6. Za platnosti H0 ma veli£ina

X − 6

1.6

√
49

rozd¥lení t(48) Vypo£teme hodnotu

t =
6.4− 6

1.6
· 7 = 1.75

Jelikoº t0.975,48 = 2.011 > |t| hypotézu H0 nezamítáme.

Pokud za alternativní hypotézu zvolíme H1 : spot°eba > 6 l, pak hodnotu |t| =
1.75 porovnáváme s kvantilem t0.95,48 = 1.68 < |t| a nulovou hypotézu zamítáme.
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Alternativní p°ístup k testování hypotéz. spo£ívá v udání P -hodnoty hypotézy,
tj. vypo£teme hodnotu testové statistiky a k ní nejmen²í obor zamítnutí p°i
kterém bychom mohli na základ¥ této hodnoty zamítnout nulovou hypotézu proti
dané alternative. Hladina významnosti odpovídající tomuto kritickému oboru je
P -hodnota.

De�nice 22.5. P -hodnota testu hypotézy je rovna nejmen²í hladin¥ významnosti,
na které nulová hypotéza H0 m·ºe být zamítnuta.

Pridat obrazek eg novovicova p. 102
♣ P°i paralelním zji²´ování obsahu cukru v melase polarimetrickou metodou se

name°ily tyto hodnoty:

51.3 52.2 51.8 53.4 52.6 50.9 52.3 53.1 54.3

p°i£emº jde o výb¥r z normálního rozd¥lení se známým rozptylem σ2 = 1.2.
Pomocí výpo£tu dosaºené významnosti ( tedy p-hodnoty) p°íslu²ného testu ov¥°te,
zda zji²tovaný obsah cukru je spolehliv¥ v¥t²í (na hladin¥ významnosti α = 0.0075)
neº 51.5

Testujeme nulovou hypotézu

H0 : µ ≤ 51.5, H1 : µ > 51.5

Z nam¥°ených hodnot x = 52.43, n = 6, σ2 = 1.2, µ0 = 51.5:

x− µ0

σ

√
n = 2.556

Pokud zα = 2.556, potom α = 0.0053, coº je nejmen²í hladina významnosti na
které m·ºe být H0 odmítnuta, tedy P -hodnota.

Jelikoº 0.0053 < 0.0075, m·ºeme H0 odmítnout pro dané α. Av²ak jak vidíme,
nem·ºeme H0 odmítnout na hladin¥ významnosti 0.005.

Pouºitím V¥ty 22.6 obdrºíme následující dvouvýb¥rový test rovnosti st°edních
hodnot na hladin¥ významnosti α.

V¥ta 22.6. P°edpokládáme, ºe máme dva nezávislé výb¥ry X = (X1, . . . , Xn1
) z

rozd¥lení N(µ1, σ
2) a Y = (Y1, . . . , Yn2

) z rozd¥lení N(µ2, σ
2). Ozna£me X,Y , S2

1 , S
2
2

výb¥rové pr·m¥ry a rozptyly,

S∗2 =
1

n1 + n2 − 2
((n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2).

Potom nulovou hypotézu H0 rovnosti µ1 = µ2 (oproti H1, µ1 6= µ2) zamítáme na
hladin¥ významnosti na α pokud platí

|X − Y | ≥ t1−α/2,n1+n2−2S
∗
√
n1 + n2

n1n2
, σ2 neznámé,

|X − Y | ≥ u1−α/2σ

√
n1 + n2

n1n2
, σ2 známé.
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23. χ2 test dobré shody

P°edpokládáme, ºe prom¥nná X1 m·ºe nabývat kone£n¥ mnoha hodnot z mno-
ºiny {h1, . . . , hk} s kladnými pravd¥podobnostmi {p1, . . . , pk}. Nech´ {q1, . . . , qk}
jsou nezáporné konstanty

∑
qj = 1. Na²ím cílem je otestovat proti sob¥ hypotézy

H0 : pj = qj , ∀j = 1, . . . , k

H1 : pj 6= qj , pro n¥které j

P°edpokládejme, ºe p°i testování vy²el náhodný výb¥r X = (X1, . . . , Xn) takový,
ºe celkový po£et hodnot hj byl Nj ,

∑k
j=1Nj = n.

V¥ta 23.1. Statistika

Q =

k∑
j=1

(Nj − nqj)2

nqj

spl¬uje následující vlastnost. Je-li H0 spln¥no a n→∞ potom distribu£ní funkce
Q konverguje k distribu£ní funkci χ2(k − 1).

V praxi poºadujeme aby Nj ≥ 5,∀j. Hypotézu H0 tedy odmítneme na hladin¥
významnosti α, pokud

Q > χ2
α,k−1

♣ P°íklad. Budeme testovat hypotézu rozd¥lení krevních skupin. Teoretické roz-
d¥lení je následující:

A
1

3
, B

1

8
, AB

1

24
, O

1

2
Nam¥°ené hodnoty ve vzorku 6004 osob jsou následující:

A 2162, B 738, AB 228, O 2876

Dosazením do formule vyjde

Q =
(2162− 2001.3)2

2001.3
+

(738− 750.5)2

750.5
+

(228− 250.2)2

250.2
+

(2876− 3002.0)2

3002.0
= 20.37

V tomto p°ípad¥ p-hodnota rozd¥lení χ2
3 je 1.42 · 10−4.

Test lze pouºít i pro spojitá rozd¥lení. V tomto p°ípad¥ je nutné rozd¥lit soubor
dat do skupin s p°esn¥ ur£enou pravd¥podobností.
♣ Pro soubor dat která jsou m¥°ením teplot za ur£ité období

22, 26, 19, 18, 17, 19, 20, 26, 25, 16, 20, 18, 16, 26, 25, 23, 20, 21, 23, 23

otestujte na hladin¥ významnosti α = 0, 05 hypotézu

H0 : výb¥r je z rovnom¥rného rozd¥lení na intervalu (15, 26)

H1 : rozd¥lení není rovnom¥rné

Volíme ²í°ku t°ídy d = 3, tedy t°ídy h1 = {15, 16, 17}, . . . h4 = {24, 25, 26}.
Máme n = 20, k = 4, pi = 1

4 , npi = 5. dostaneme

n1 = 3, n2 = 7, n3 = 5, n4 = 5
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Q =

4∑
j=1

(nj − 5)2

5
= 1.6

kvantil χ2
0.95,3 = 7.81 takºe H0 nezamítáme.
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24. Metoda nejmen²ích £tverc·-lineární regrese

Pokud kaºdý výsledek experimentu sestává z dvojice £ísel (xi, yi), lineární regrese
je metoda nalezení koe�cient· β0, β1 v lineární závislosti

y = β0 + β1x

taková, aby výraz

Q(β0, β1) =

n∑
i=1

(yi − (β0 + β1xi))
2

byl minimální.
Jak lze snadno zjistit °e²ením minimiza£ního problému,

gradQ = 0

n∑
i=1

yi − β0 + β1xi = 0,

n∑
i=1

(yi − β0 + β1xi)xi = 0

má °e²ení

β̂1 =

∑n
i=1(yi − y)(xi − x)∑n

i=1(xi − x)2

β̂0 = y − β̂1x

Teoretické odvození této metody (dupa£ p.137)
P°edpokládáme, ºe Yi jsou nezávislé veli£iny se st°ední hodnotou

EYi = β0 + β1xi, i+ 1, . . . , n

se spole£ným rozptylem σ2, a xi jsou známé hodnoty, alespo¬ dv¥ r·zné.

V¥ta 24.1. P°edpokládejme, ºe xj jsou známé hodnoty
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Hlavni v¥ty
náhodna procházka Sn =

∑n
j=1Xj , Xj Bernoulli Xj = 0, 1 s pravd¥podobnosti

1
2 .
Stepan p. 319:

P [Sn = n− 2k] =

(
n

k

)
2−n, −n ≤ k ≤ n

V¥ta 24.2. Lokalni limitni veta

sup
−n≤k≤n

|
√
n

2
P [Sn = n− 2k]− φ(

n− 2k√
n

)| → 0

kde φ = fN(0,1).

V¥ta 24.3.
limSn = +∞, limSn = −∞

V¥ta 24.4. Zakon velkych £ísel

lim
n→∞

Sn

n
1
2 +δ

= 0, s.j proδ > 0.

V¥ta 24.5. Zakon iterovaneho logaritmu

lim
n→∞

Sn√
2n log log(n)

= 1, s.j lim
n→∞

Sn√
2n log log(n)

= −1, s.j

V¥ta 24.6. (Berry Essen)

sup
x∈IR
|P [

Sn√
n
< x]− Φ(x)| ≤ 0.8

n
1
2

kde Φ = FN(0,1)

V¥ta 24.7. pravd¥podobnost velkych odchylek

lim
logP [Sn ≥ na]

n
= log f(a), a ∈ (0, 1)

kde

f(a) =
1

2
((

1 + a

1− a
)

1−a
2 + (

1− a
1 + a

)
1+a
2

Ozna£me
Mn = max

1≤k≤n
Sk, Tn = card{1 ≤ k ≤ n : Sk > 0}

V¥ta 24.8.

P [
Mn√
n
≤ x]→ 2Φ(x)− 1

V¥ta 24.9. Zakon arcusinu

P [
Tn
n
< x]→ 2

π
arcsin

√
x, x ∈ (0, 1)
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general sums

V¥ta 24.10. Zakon velkych £ísel (slaby)
Nech´ X1, . . . , Xn jsou stejn¥ rozdelene nezávislé veli£iny, jejíchz st°ední hodnota

je µ a variance σ2. Potom platí pro kaºde ε > 0:

lim
n→∞

P (|Xn − µ| > ε) = 0.

V¥ta 24.11. Centralni limitni veta.
Nech´ X1, . . . , Xn jsou nezávislé stejn¥ rozdelene veli£iny se st°ední hodnotou µ

a varianci σ2. Nech´ distribu£ní funkce prom¥nné Xn−µ
σ/
√
n

ma tvar

Gn(x) = P (
Xn − µ
σ/
√
n
≤ x)

N(x) =
1√
2π

x∫
−∞

et
2

dt.

Potom Gn(x)→ N(x) konverguje v kaºdem bode pro n→∞.

V¥ta 24.12. (Berry Essen)
Nech´ Xj jsou nezávislé veli£iny s nulovou st°ední hodnotou, D(Xj) = σ2

j .
Ozna£me s2

n =
∑n
j=1D(Xj). Potom

sup |Gn(x)−N(x)| ≤ 1

s3
n

∑
E(|Xj |3)



PRAVD�PODOBNOST A STATISTIKA 65

Cviceni 1 tyden-mnoºinove operace, kombinatorika

1. Kolik r·zných slov lze sestavit ruznym usporadanim pismen ABCD?
2. Kolik r·zných slov lze sestavit ruznym usporadanim pismen AABC?
3. Kolik slov o peti pismenech lze sestavit pouºitím pismen z mnoºiny {A,B,C}?
4. Kolik slov o peti pismenech, která obsahuji prave jedno pismeno A, lze sestavit

pouºitím pismen z mnoºiny {A,B,C}?
5. Kolik slov o peti pismenech, která obsahuji alespon jedno pismeno A, lze

sestavit pouºitím pismen z mnoºiny {A,B,C}?
6. Kolik slov o peti pismenech lze sestavit pouºitím pismen z mnoºiny {A,B,C}

tak, aby kaºde pismeno melo aspo¬ jedno zastoupeni?
7. Hazime kostkou 4 krat po sobe. Najdete pravd¥podobnost ze:
a. v²echna £ísla jsou navzájem ruzna.
b. dve £ísla jsou stejna a zbyla dve ruzna.
c. 3 jsou stejna a 1 ruzne
8. ·kazte ze po£et nezapornych celo£íselnych reseni rovnice x1 + · · ·+ xn = k je

roven
(
n+k−1
n−1

)
.

9. Najdete po£et kladnych celo£íselnych reseni rovnice x1 + · · ·+ xn = k.
10. Kolika zpusoby lze rozdelit k darku n-detem (k ≥ n), pokud kaºde dite ma

aspo¬ jeden darek?
11. Kolika zpusoby lze rozdelit 5 cernych a 5 bilych kouli do tri navzájem r·zných

krabic?
12. Kolika zpusoby lze rozdelit 5 kouli r·zných barev do tri navzájem r·zných

krabic?
Kolik navzájem r·zných slov lze sestavit prerovnanim pismen AABBBC?
jaká je pravd¥podobnost ze SPZ skladajici se ze 6-£íslic ma kaºdou £íslici jinou?
jaká je pravd¥podobnost ze pri zamichani baliku bridgeovych karet vyjdou v²echna

srdce navrch?
Kolik kombinaci s opakovanim (tj. souboru prvku které se mohou pakovat a u

nichz nezáleºí na poradi) délky k lze vytvorit ze skupiny n prvku, jestlize kaºdý
prvek ma byt zastoupen aspo¬ jednou? (

(
k−1
n−1

)
)

Kolik kombinaci s opakovanim (tj. souboru prvku které se mohou pakovat a u
nichz nezáleºí na poradi) délky k lze vytvorit ze skupiny n prvku? (

(
n+k−1
n−1

)
)

Kolik je posloupnosti a1 ≤ a2 ≤ a3 setavajicich z £ísel z mnoºiny {1, . . . , 7}?
Hazime n krat minci, na jedne strane je £íslo 0 na druhe 1. jaká je pravd¥podob-

nost ze pr·m¥r výsledku hodu je roven 1
2 , resp. nejvý²e

1
2? Uziti symetrie.

Vytahneme náhodne osm ponozek ze supliku ve kterém je 10 paru ponozek. jaká
je pravd¥podobnost ze jsme vytahli prave n paru ponozek?
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Cviceni 2 a 3 tyden-pravd¥podobnostní prostory a kombinatorika

1. jaká je pravd¥podobnost ze ve skupine n osob maji alespon dva lide narozeniny
ve stejný den?

2. Pokerova rozlozeni jsou následujíchich typu:
1. Flush: 5 karet teze barvy
2. Flushova postupka: 5 po sobe jdoucich karet teze barvy.
3. 4 stejn¥ karty+1
4. full house: 3+2 stejn¥
5. 3 stejn¥ a zbytek dve ruzne
6. postupka (ne nutne stejn¥ barevnych karet).
Spocitejte pravd¥podobnost jednotlivych rozlozeni.
3. Listky o£íslovane 1,2,3,4 jsou náhodne vlozene do obalek opatrenych stejnými

£ísly. jaká je pravd¥podobnost ze v²echna £ísla obalek odpovidaji vlozenym £íslum?
5. jaká je pravd¥podobnost ze pri náhodnem rozmisteni n muzu a n zen kolem

kulateho stolu sedi vedle kaºdeho muze po obou stranach zeny?
6. V sade n vyrobku je 6 vadnych. výb¥reme náhodne k z cele sady. jaká je

pravd¥podobnost ze vzorek obsahuje prave jeden vadny jestlize výb¥r je
a. bez navraceni
b. s navracenim
7. Hazime minci dokud nepadne dvakrát po sobe totez. jaká je pravd¥podobnost

ze hra bude mit sudy po£et hodu?
8. Tahame náhodne karty z balicku 32 karet. jaká je pravd¥podobnost ze n-ta

sejmuta karta bude mit mensi hodnotu nez první? Ze mezi prvními n-kartami budou
aspo¬ 2 esa?

9. výb¥reme náhodne 3 £ísla z mnoºiny {1, . . . , n}. jaká je pravd¥podobnost ze
zadna dve z nich nejsou po sobe jdouci?

10. výb¥reme 3 náhodne body na kruºnici. jaká je pravd¥podobnost ze tvori
ostrouhly trojuhelnik?

11. Uvnitr koule o polomeru 1 je vybráno náhodne n bodu. jaká je pravd¥podob-
nost ze nejblizssi bod ma vzdálenost k po£átku nejvý²e r?

12. Rozdame trem hracum po peti kartach z 32. jaká je pravd¥podobnost ze
aspo¬ jeden z nich dostane eso? Ze v²ichni 3 dostanou eso?

Vypoctete pravd¥podobnost náhodných rozd¥lení 3 r·zných kouli do tri r·zných
krabic. Nyni predpokládejme ze koule jsou nerozlisitelne, coz vede k pravd¥podob-
nostnímu rozd¥lení pro tri stejene koule do tri r·zných krabic. V prirode ale platí
pro nekteré castice jine pravidlo, napr. pro fotony platí experimentalni fakt ze kaºde
rozd¥lení 3 stejných fotonu do tri r·zných krabic ma stejnou pravd¥podobnost.
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Cviceni 4 a 5 tyden. podminena pravd¥podobnost a nezavislost

1. Spocitejte P (A ∪B) pokud vite ze P (A) = 1
3 a P (B|Ac) = 1

4 .
2. Spocitejte P (B) pokud vite ze P (A ∪B) = 2

3 a P (Ac|Bc) = 1
2 .

3. Dva nezávislé jevy A,B spl¬uji P (B|A ∪ B) = 2
3 a P (A|B) = 1

2 . Najdete
P (B).

4. jaká je pravd¥podobnost ze 2 deti v rodine jsou oba chlapci, pokud vime ze
aspo¬ jeden je chlapec? Ze starsi z nich je chlapec?

5. sou£et dvou hodu kostkou je 8. jaká je pravd¥podobnost ze aspo¬ jeden z hodu
byl 6?

6. Hodíme 3 kostkami. jaká je pravd¥podobnost ze padla aspo¬ jedna setka jest-
lize vime ze v²echny hody byly ruzne?

7. Pri hodu 10 kostkami padla aspo¬ jedna 1. jaká je pravd¥podobnost ze padly
aspo¬ 2 jednicky?

8. Hodíme 2 kostkami. A-první £íslo je sude, B-druhe £íslo je liche, C-sou£et hodu
je lichy. ·kazte ze jevy jsou po dvou nezávislé, ale nejsou nezávislé.

9. Kolikrat musíme hodit dv¥ma kostkami, aby pravd¥podobnost ze padla aspo¬
jedna 6 byla v¥t²í nez 1

2?
10. V krabici je jeden listek s £íslem 1 a dva listky s £íslem 2. Vytahneme n krat

po sobe listek z krabice, a potom jej zase vratime zpet. jaká je pravd¥podobnost ze
sou£et v²ech tazenych £ísel je delitelny £íslem n?

11. Uvazme hru kdy hrac hodi ferovou kostkou. Pokud padne 3 nebo mene,
prohrava. Jinak výb¥re náhodne tolik karet z balicku na stole kolik mu padlo na
minci. Vyhrava pokud jedna z karet je eso. jaká je pravd¥podobnost ze hrac vyhraje?
Pokud vyhral, jaká je pravd¥podobnost ze hodil kostkou £íslo 6?

12. Mame n minci a mezi nimi dve falesne, na kterých pada panna s pravd¥po-
dobnosti p. výb¥reme náhodne jednu minci a Hodíme ji desetkrat. Pokaºde padne
panna. jaká je pravd¥podobnost ze mince je falesna?

13. Mame 2 kostky. Na jedne jsou 4 steny bile a dve cerne, na druhe jsou 3 cerne
a tri bile. náhodne výb¥reme kostku a Hodíme s ni destkrat za sebou. Pokaºde
padne bila. jaká je pravd¥podobnost ze hazime prvi kostkou? p°edpokladejem ze
dvakrát padla bila. jaká je pravd¥podobnost ze i potreti padne bila?

14. V krabici je 2n mí£k·. náhodne výb¥reme skupinu mí£k·. Je-li jejích po£et
sudy vratime ji do krabice, jinak je nechame venku. Podruhe sahname do krabice a
výb¥reme skupinu mí£k·. S jakou pravd¥podobnosti jsme podruhe vybrali 4 mí£ky?

15. Mame testovaci metodu pro vyrobek která nefunguje vºdy. Pokud je vyrobek
defektni, test ·kaze ze je defektni s pravd¥podobnosti 0.9. Pokud je vyrobek funkcni,
test ·kaze rekne ze je defektni s pravd¥podobnosti 0.2. Nyni otestujeme 3 vyrobky s
výsledkem testu funkcni. jaká je pravd¥podobnost ze v²echny vyrobky jsou skutecen
funkcni?

16. Mame 3 modre, 4 zelene a 9 cervenych kouli. Koule náhodne rozmistime do
3 krabic. jaká je pravd¥podobnost ze v kaºde krabici jsou koule v²ech tri barev?

Motivacni P°íklad: ruska ruleta. v bubinku jsou 2 naboje vedle sebe, pri prvním
zmacknuti byla komora prazdna. Je lepsi zmacknout znovu nebo náhodne pretocit?

Hodíme dv¥ma kostkami. jaká je pravd¥podobnost ze sou£et hodu je 4 za p°ed-
pokladu ze jeden z hodu je 3?

Hodíme 3 kostky. jaká je pravd¥podobnost ze padla aspo¬ jedna 6 vime-li ze
padla navzájem ruzna £ísla?

Mame tri krabice K1,K2,K3, ve kterých je nj bilych a mj cernych mí£k·.
b. Z krabice K1 výb¥reme náhoden micek a vlozime ho do K2. Potom výb¥reme

náhodne micek z K2 a vlozime ho do K1. jaká je pravd¥podobnost ze slozeni K1 a
K2 zustala stejna?
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c. Z krabice K1 preHodíme náhodný micek do K2, potom z K2 do K3 a nakonec
z K3 do K1. jaká je pravd¥podobnost ze slozeni krabic zustala stejna?
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Cviceni 6, 7 a 8 tyden, náhodná veli£iny

Najdete pravd¥podobnostní rozd¥lení (nebo hustotu), distribu£ní funkci, st°ední
hodnotu a rozptyl veli£iny zadane rozd¥lením

P (X = −3) =
1

4
, P (X = 1) =

2

4
, P (X = 3) =

1

4
1. Rozdelim balicek 32 mariasovych karet na dve poloviny, X je po£et sedmicek

v prave hromadce karet.
2. V krabici je devet bilych mí£k· a jeden cerny. Budeme náhodne vybirat mí£ky

z krabice dokud nevytahneme cerny. X je po£et tahu ve hre.
3. V krabici je 20 zarovek, z nich 3 jsou vadne. výb¥reme náhodne 5 zarovek, X

je po£et vadnych zarovek ve výb¥ru.
4. Hazim kostkou dokud nepadne 6. X je po£et hodu.
5. Na tramvajive zastavce je 6 cestujicich, kteri nahidne nastoupi do jednech ze

4 dveri. X je po£et cestujicich kteri nastoupi poslednimi dvermi.
6. V krabici je 5 cernych a 5 bilych kouli. Tahame postupn¥ koule bez vraceni.

X je první tah ve kterém jsme vytahli bilou kouli.
7. Kolika kostkami najednou musíme hodit aby pravd¥podobnost ze padne aspo¬

jedna 1 byla alespon 1
2?

8. Najdete distribu£ní funkci, st°ední hodnotu a rozptyl veli£iny X, která je
zadana hustotou fX(x) = 1

2 na [−1, 1] a nula jinde.
9. X ma distribu£ní funkci FX(x) = 1

2 + 1
π arctan(x). Najdete její hustotu a

st°ední hodnotu.
10. Na sfere jsou vybrány náhodne dva body, X je jejích vzdálenost.
11. Na sfere je vybrán náhodne bod P , X je délka projekce vektoru OP na rovinu

xy.
12. Na sfere je vyznacen pevny bod A a vybrán náhodne bod P , X je délka

vektoru AP .
13. Na sfere je vyznacen pevny bod A a vybrán náhodný vektor v tak ze bod P

je prunikem vektoru v z bodu A a sfery. X je délka vektoru AP .
14. Na kruºnici k o stredu (0, 1) a polomeru 1 je dan bod A = (0, 2). Zvolíme

náhodne bod B na k a najdeme prusecik P primky AB s osou x. X je délka OP.
15. V jednotkovem £tverci ABCD výb¥reme náhodný bod P, X je plocha troju-

helniku ABP.
16. V jednotkovem £tverci ABCD výb¥reme náhodný bod P, X je vzdálenost P

od hranice £tverce.
17. Rozrezeme usecku [0, 1] na n+ 1 dilu pomoci n náhodných bodu. ·kazte ze

kaºdý interval deleni ma stejnou distribu£ní funkci délky a najdete tuto funkci.
18. Autobus ve kterém je 9 cestujicich zastavuje pouze na známeni v 5 zastavkach.

Cestujici vystupuji náhodne a na sobe nezávislé. X je po£et zastavek.
19. náhodna procházka. Bod je v case t = 0 v po£átku £íslne osy. V case n + 1

se posune o jedna doprava nebo doleva s pravd¥podobnosti 1
2 z p°edchozí pozice v

case n. X je cas prvního návratu bodu zpet do po£átku.
20. Rozdelime náhodne k mí£k· do n krabic. X je po£et neprazdnych krabic.
Karetni hra. první hrac dostane 1 kartu a druhý hrac 2 karty. Pokud první hrac

dostane eso, druhý zaplatí 10 korun; pokud dostane krale druhý zaplatí 5 korun.
Pokud první hrac ma cervenou barvu a druhý nikoli, druhý zaplatí 1 korunu. V
ostatních p°ípadech první hrac platí druhemu 1 korunu. Zjistete st°ední hodnotu
vyher.

Rozrezeme usecku [0, 1] na n+1 dilu pomoci n náhodných bodu. ·kazte ze kaºdý
interval deleni ma stejnou distribu£ní funkci délky.
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Cviceni 9, 10 a 11. tyden, transformace pravd¥podobnostních veli£in,
nezavislost a spolecne rozd¥lení veli£in

Problem: k zadane veli£ine X a funkci g : IR→ IR vytvorime novou promennou
Y = g ◦X.

1. X je uniformne rozdelena na mnoºine {1, . . . , 6}, g(x) = sin(π2x), h(x) =

cos(π2x). Najdete rozd¥lení Y = gX,Z = hX, Y 2 + Z2.
2. X je uniformne rozdelena na [2, 4] najdete rozd¥lení aX + b, a > 0, b ∈ IR.

Totez pro obecnou promennou.
3. X ma hustotu rozd¥lení fX(x) = 3

4x(2− x) pro 0 ≤ x ≤ 2 (jinak nula). Najit
distribu£ní funkci X, a tez

√
X a hustotu.

4. spojitá veli£ina X s hustotou fX ma pouze pozitivni hodnoty, Y = 1
X . Vy-

jadrete pravd¥podobnostní hustotu a rozd¥lení Y v zavislosti na rozd¥lení veli£iny
X.

5. spojitá veli£ina X, Y = eX . Vyjadrete pravd¥podobnostní hustotu a rozd¥lení
Y v zavislosti na rozd¥lení veli£iny X.

6. Dokazte ze sou£et dvou nezávislých Poissonovych prom¥nných je opet Poisso-
nova promenna.

7. X,Y jsou nezávislé stejnom¥rn¥ rozdelene veli£iny na [− 1
2 ,

1
2 ]. Najdete rozd¥-

lení X + Y , X − Y , XY .
8. Pokud X,Y jsou nezávislé veli£iny s rozd¥lením N(0, 1). Najdete rozd¥lení√
X2 + Y 2.
9. X,Y jsou nezávislé veli£iny s rozd¥lením N(0, 1). Dokazte ze rozd¥lení X +

Y,X − Y jsou nezávislá. Dokazte ze rozd¥lení X2 + Y 2, XY jsou nezávislá.
10. (X,Y ) je náhodne vybrány bod v trojuhelniku s vrcholy (0, 0), (0, 1), (1, 0).

Zjistete jestli X,Y jsou nezávislé nebo nekorelovane.
11. Na usecce [0, 1] je vybrány bod a. X je rovnom¥rn¥ rozdelena veli£ina na

intervalu, Y je vzdálenost tohoto náhodneho bodu od a. Zjistete zda X,Y jsou
korelovane.
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Cviceni 12 . tyden, intervalove odhady

1. Mejme generator který vytvari náhodna £ísla {0, 1} se stejnou pravd¥podob-
nosti. jaká je pravd¥podobnost ze mezi 10000 £ísly bude cetnost jednicek v rozmezi
[4900, 5100].

2. Bylo secteno 300 £ísel zaokrouhlenych na jedno desetinne misto. Zaokrouh-
lovaci chyba tedy nepresahuje 300 × 0.05 = 15. jaká je pravd¥podobnost ze chyba
nepresahne 1?

3. Hodím n krat minci. Kolikrat musím hodit aby cetnost ηn jednicek splnovala

|ηn −
1

2
| < 0.05

s pravd¥podobnosti 95 procent? Porovnejte odhady získáne ze zakona velkych £ísel
a CLV.

4. Pojistovna pojistuje 1000 lidi stejn¥ho veku zivotni pojistkou v cene 1200
Kc na castku 80 000Kc. pravd¥podobnost umrti je 1 procento. Analyzujte zisk
pojistovny.

5. Vyletni clun ma nosnost 5000kg. Vaha cestujiciho je normalne rozdelena ná-
hodna veli£ina se st°ední hodnotou 70kg a rozptylem 4kg. Kolik cestujicich muze
cestovat aby pravd¥podobnost pretizeni byla mensi nez 1 promile?

6. Pan Novak se procházi mestem o kterém p°edpokladame ze ma pravouhly sys-
tem ulic (sever, jih, vychod, zapad). Na kaºde krizovatce se rozhoduje náhodne kudy
dal se stejnou pravd¥podobnosti. Urcete kolika krizovatkami musí projit abychom
s pravd¥podobnosti 95 procen mohli tvrdit ze alespon v petine p°ípadu se rozhodl
jit na sever.

7. Mame dve mince, ferovou a falesnou která dava pannu s pravd¥podobnosti 70
procent. Kolik pokusnych hodu je t°eba udelat abychom mohli s jistotou 90 procent
urcit zda mince je falesna?

8. Vybirame náhodne cela £ísla od 1 do 10. Kolik £ísel je t°eba vybrat abychom
s pravd¥podobnosti 95 procent mohli ocekavat ze aspo¬ jedna tretina vybránych
£ísel byla prvo£ísla?
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zbytky
Vybirame náhodne z osudi £ísla z mnoºiny {1, . . . , n} bez vraceni. jaká je prav-

d¥podobnost ze druhým tahem tahneme 2, jestlize jsme prvním tahem tahli 1?

Hazime kostkou tak dlouho dokud nepadne 6. Nepadla-li 6 pri prvním hodu,
jaká je pravd¥podobnost ze nepadna ani pri pristich dvou hodech? Ω NEBUDE
Bernoulliho nezávislé jevy, binarni strom. nybrz Ω = {(ai) : a1, . . . , an = 0, an+1 =
6}. Bez dodatecne informace by otazka byla jaká je pravd¥podobnost ze posloupnost
bude délky aspo¬ 3.
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