PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA

PETR HAJEK

Cilem textu je dat porozuméni matematickému zakladu teorie pravdépodobnosti
a matematické statistiky, pfiCemz u studenta se nepfedpoklada znalost teorie miry.
Tato okolnost silné limituje moznost vykladu. Mij pfistup je tedy zaloZen na vybu-
dovéani intuitivni pfedstavy o pravdépodobnosti vyuzitim kombinatorickych modeli,
které maji kone¢ny charakter, nebo jsou na zakladé konec¢ného pristupu pochopi-
telné. Jde zejména o nekoneény model hazeni minci, resp. ndhodné prochézky. V
této Casti je muj text motivovin monografii W. Fellera.

Ve zbylé ¢asti je proveden standartni vyklad pravdépodobnosti a statistiky, s
dirazem na matematicky obsah, ktery viceméné sleduje skripta Dupaéc, Huskova.

K pfipravé prednasky byla pouzita nasledujici (doporucend) literatura:

V. Rogalewicz, Pravdépodobnost a statistika pro inZenyry (FEL CVUT 1998),

V. Dupaé, M. Huskova, Pravdépodobnost a matematicka statistika (MFF 2005)

F. Jaros, Pravdépodobnost a statistika (skripta VSCHT 1998)

J. Novovicova, Pravdépodobunost a matematicka statistika (skripta CVuT 2006)

M. Navara, Pravdépodobnost a matematicka statistika (skripta CVUT 2007)

J. Andgl, Matematika nahody (Matfyzpress 2007)

W. Feller, An Introduction to Probability Theory and its Applications (Wiley,
1970)

1. UvoDp

Historicky byly motivaci teorie pravdépodobnosti hazardni hry. Motiva¢ni tloha.
Dva hraci hraji sérii her o celkovou sazku, kterou ziské ten hrac, ktery jako prvni
ziska 6 vitézstvi. Pfedpokladame, Zze Sance obou hraca v kazdé hie jsou vyrovnané.
Za stavu, kdy hra¢ A vyhrél jiz 5 her a hra¢ B vyhral 3 hry musela byt série
prerusena. Jakym zpusobem si maji hraci rozdélit celkovou sdzku, aby to odpovidalo
jejich 8anci na celkové vitézstvi pii pokracovani hry?

Odpovéd ziskdme s pouZitim piedstavy Ze tyto situace maji jistou pravdépo-
dobnost vyjadfitelnou &islem z [0,1] (v procentech vynasob 100). Od tohoto ¢isla
pritom ocekavame nasledujici vlastnosti:

1. Predpokladame, Ze pokud lze v popisu situace najit symetrii, potom prav-
dépodobnosti symetrickych jevii by mély byt stejné. Tento piredpoklad umoznuje
vytvareni jednoduchych pravdépodobnostnich modela.

2. Pokud se dva jevy navzajem vylucuji, potom je pravdépodobnost Ze nastane
alesponi jeden z nich rovna souctu jejich pravdépodobnosti. Specialné, pravdépo-
dobnost uréitého jevu je rovna jedna minus pravdépodobnost negace tohoto jevu.

3. Pti opakovani pokusu za stejnych podminek ma pomér tispé&snych piipada ke
v8em jistou limitu (pravdépodobnost), ktera se shoduje s p¥ifazenou pravdépodob-
nosti.

K feSeni naSeho problému vytvofime pravdépodobnostni model situace. Model
obsahuje mnozinu §2 ktera obsahuje popis v8ech moznych prubéhua udéalosti, nebo
situaci, které povazujeme za stejné pravdépodobné. Nami zkoumany jev bude v
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tomto kontextu jistou podmnozinou 2. Je tieba zduraznit, ze model podstatné
zévisi na spravnosti naSeho porozumeéni situaci, resp. na pouziti veskeré relevantni
informace kterou mame k dispozici, a jeho praktickym testem je splnéni podminky
3.

Necht €2 je neprédzdna mnozina. Pokud A je systém néjakych podmnozin 2,
() € A, ktery je uzavieny na dopliiky a koneéné sjednoceni a priniky, fikdme, ze A
je algebra podmnozin 2. Nejjednodussim piikladem takové algebry je algebra vsech
podmnozin €.

Nejjednodussi pravdépodobnostni model je popsan néasledovné.

Definice 1.1. Necht (Q,F, P) je uspoiddand trojice, kde

1. Q-je neprdazdnd koneénd mnozina, kterou budeme nazyjvat pravdépodobnostni
prostor, nebo prostor elementdarnich jevi, a jejiZ prvky budeme nazyjvat elementdr-
nimi jevy.

2. F je mnoZina viech podmnozin Q (véetné 0), zvangch jevy.

3. P:F — [0,1] je funkce kterd spliiuje ndsledujici vlastnost. Pro vSechny pod-
mnoZiny A C Q, plati P(A) = %

Je ziejmé, Ze pro kazdy disjunktni kone¢ny systém A; € F plati P(UA;) =
>~ P(A;). Mame néasledujici interpretaci mnozinovych operaci ve vztahu k jevim:

Ac=Q\ A je jev opacny k A, tedy negace.

AN B je mnozina, kterd piedstavuje jev kdy A i B nastaly soucasné

AU B je mnozina kterd predstavuje jev kdy nastal jev A nebo B.

Priklady modeli:
Hazeni férovou minci.
Hazeni kostkou.

& Opakované hazeni férovou minci nebo kostkou Q = {(as,...,ax) : a; € {0,1}},
|©2| = 2%, a aplikace tohoto modelu na nésledujici problémy:

Jaka je pravdépodobnost, Ze rodina se ¢tyfmi détmi ma dva chlapce a dvé divky?

Jaké je pravdépodobnost, Ze padne pravé m krat Hlava v n-hodech, nebo Ze
padne alespoii m krat? p =%, (")p™(1 —p)"=™, Y _ (H)p*A—p)*
Jaké je feSeni motivacni tlohy?

Jaka je pravdépodobnost, Ze pii 2 hodech kostkou soucet hodnot je m?

& Zobecnéni piedchozi situace, k-nasobné opakované nahodné tahani prvka z

mnoziny n rozlisitelnych prvki s vracenim. Q = {(a1,...,ar) : a; € {1,...,n}}.
Q| = n*.

Jaka je pravdépodobnost, Ze pii k hodech kostkou vyjdou navzajem ruzna ¢isla?
6x...(6—k+1)
OBkt

Jaka je pravdépodobnost, ze pfi ndhodném umisténi k kouli do k rtiznych krabic

bude v kazdé krabici jedna koule? ,%

& k-nasobné opakované nadhodné tahani prvka z mnoziny n rozli§itelnych prvka
bez vraceni. Q@ = {(a1,...,ax) : a; € {1,...,n},a; navzajem razna}. || = n(n —
)...(n—k+1).

Té&hneme postupné ¢isla z mnoziny {1,...2n}. Jaka je pravdépodobnost, Ze prv-

nich n isel bude sudych? S
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Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi k tazich s vracenim 7z mnoziny {1,...,n} prvcich
. —1)...(n—k
byl vytazen 1? 1 — % =k
Jaka je pravdépodobnost, Ze pii postupném taZeni papirku s pismeny MMAA
z pytliku vyjde slovo MAMA? Q = {(a1,az2,a3,a4) : a; € {1,2,3,4}} permutace,
pfi¢emz 1,2 je pfifazeno €2 a zbytku A.

Jaké je pravdépodobnost, Ze skupina 2 Zen a 3 muzu usazend ndhodné kolem
kulatého stolu sestéava z obou skupin sedicich pohromadé?  je mnozina vSech 2
prvkovych podmnoZin cyklu o 5 prvcich (10 prvku), pfiznivych piipada je 5.

V pytliku je 50 ¢ernych a 50 bilych kouli. Vytdhneme ndhodné 5 kouli. Jaka je
pravdépodobnost, ze vytdhneme 3 ¢erné a 2 bilé koule? 2 bude mnozina viech 5-ti
prvkovych podmnozin 100 prvkové mnoziny. |A| bude soucin vSech t¥iprvkovych z
jedné poloviny a dvouprvkovych z druhé.

Vytdhneme ndhodny pocet kouli z pytliku o n koulich. Jaka je pravdépodobnost,
Ze pocet je sudy? €2 budou v8echny podmnoziny {1,...,n}. DokaZte, Ze pocet pod-
mnozin s lichym pocétem prvki je stejny jako pocet podmnozin se sudym poctem
prvka. Uzij (1 —1)" = Y (=1)*(})aron—*

Vytdhneme nahodné dvé ¢isla z mnoziny {1,...,n}. Jakd je pravdépodobnost,
ze prvni ¢islo je mensi nez druhé? Q = {(a,b) : a # b € {1, ...,n}}, uziti symetrie.

Kolik je posloupnosti a; < ag < ag sestavajicich z ¢isel z mnoziny {1,...,7}?
Jaka je pravdépodobnost, ze t¥i ndhodné vybrana navzajem razné ¢isla z této mno-
ziny spliiuji tyto nerovnosti? 2 bude mnozina v8ech uspofadanych trojic z dané
mnoziny, je jich 7 x 6 x 5. mnozinu A budeme popisovat pomoci relace ekvivalence
na 2, kterd da dohromady trojice obsahujici stejna ¢isla (v rtznych poradich).
Vysledek .

Pokud jevy nejsou disjunktni, vlastnost souc¢tu pravdépodobnosti neplati, a misto
toho plati nésledujici formule.

Véta 1.2. (Véta o inkluzi-exkluzi)
P(AjU---UA,) =Y PAj)— Y PA4NA))
j=1 1<i<j<n
+ ) PANANA)+-+ ()"P(A NN Ay)

1<i<j<k<n

Diikaz. 7 formule (1 —1)" = > (—1)*(}). PouZijeme na kazdy prvek ze sjednocent,
ktery je kodovan tim, ve kterych z A; lezi a ve kterych nelezi (vytvofime rozklad 2
pomoci kodu (ay,...,a,),a; € {0,1}). O

Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné celé ¢islo z intervalu [1, 1000] neni délitelné
ani 7 ani 12 ani 157

Ve skupiné 4 manzelskych parua byly nahodné vytvofeny tanecni pary. Jaka je
pravdépodobnost, Ze aspon jeden muZ tanéi se svoji Zenou? Ze nikdo netanci se
svoji zenou? §2 budou vSechna mozna sparovani.
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2. OBECNE PRAVDEPODOBNOSTNI PROSTORY

Predstava o kone¢né mnoziné elementarnich jevii a rovnomérné rozdélené prav-
dépodobnosti je pfili§ limitujici, a je tfeba ji zobecnit.

& Motivacéni priklady:

Hod neférovou kostkou, pravdépodobnost H je p, pro O je 1 — p. Po 2, resp.
n hodech je pravdépodobnostni model Q@ = {(ay,...,a,) : a; € {H,0}}, aviak
jednotlivé elementarni jevy nemaji stejnou pravdépodobnost.

Nekonecna diskrétni pravdépodobnost. Hazime minci, dokud nepadne H. Jaka
je pravdépodobnost, ze hra skonéi pifed 6 tahem? Jaki je pravdépodobmnost, Ze
hra skonéi po konetn& mnoha hodech? Pfirozeny model je nekonecna Q = {(a;) :
ai,...,a, = O,a,+1 = H}. Ani zde neni pravdépodobnost elementarnich jevi
stejna.

Nediskrétni pravdépodobnosti-geometrie. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné
zvoleny bod z [—1, 1] je nezaporny, resp. kladny, resp. roven 07

Definice 2.1. Pravdépodobnostni prostor
Rz’kdme, Ze uspoiddand trojice (Q, F, P) tvoFi pravdépodobnostni prostor, jestliZe:
1. Q-je neprizdnd mnoZina, kterou budeme nazyvat pravdépodobnostni prostor,
nebo prostor elementdrnich jevi, a jejiz proky budeme nazyvat elementdrnimi jevy.
2. F je jistd mnoZina podmnozin Q (kterd obsahuje 0), zvanijch jevy. Tato mno-
Zina spliiuje axiomy tzv. o-algebry, to znamend, Ze pokud A € F pak A = Q\A € F.
Pokud A; € F, i € IN, potom

UfilAi e, ﬂfilAi S

3. P:F — [0,1] je funkce (v matematice obvykle nazgvand mira) kterd spliiuje
ndsledujici axiomy:

1.P(Q) =1.

2. Pro disjunktni spocetny systém A; € F plati P(UA;) =3 P(A;).

Vlastnosti.
P(A°) + P(A) = 1, Pokud mame rostouci posloupnost jevi Ay C Ay C ...,
(resp. klesajici posloupnost A; D As D ...), tak plati

P(U  Ay) =1lim P(A,,), resp.

P(N_, A,) = lim P(A,,)

Specialné, pokud mame klesajici posloupnost A; D Ay D ..., pro kterou plati

Diskuse.

& Pro zjednoduseni budeme nékdy pouzivat konvenci nahrazeni usporadané tro-
jice (2, F, P) dvojici (2, P) s tim, 7e ml¢ky pfedpokladame, 7e systém F obsahuje
vSechny mnoziny se kterymi pravé pracujeme. Tento pfedpoklad lze rozumné ma-
tematicky zduvodnit.

& Nejjednodussi piiklad Dirakova mira d, v bodé z € 2, nebo obecnéji dis-
krétni mira g = Y a;0,,, kde a; > 0, a; = 1. Zde lze volit F mnozinu viech
podmnozin Q. pu(A) =3, 4 ai.
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Pokud A je je algebra podmnozin €2, potom lze vytvofit jeji sigma uzéavér, coz
je nejmensi o-algebra F podmnozin 2, kterd obsahuje A.

Véta 2.2. (Hahn-Kolmogorov)

Necht A je algebra podmmnoZzin mnoZiny Q, P : A — [0, 1] je aditivni funkce, kterd
splniuje dodatecnou podminku: Pro kazZdou klesajici posloupnost Ay D As D ..., pro
kterou N2, A, = 0, plati lim P(A,) = 0.

Potom P lze rozsiFit na sigma uzdver F tak, Ze uspoiddand trojice (Q, F, P) tvori
pravdépodobnostni prostor.

Bez dikazu. Podminka monotonie je téZ nutna, jak jsme jiz vidéli.

& Nyni vytvofime model nekone¢ného hazeni obecnou minci (nebo nahodné
prochazky).

Zvolme pevné p,q > 0,p + ¢ = 1,...H padne s pravdépodobnosti p, O padne s
pravdépodobnosti q.

Q= {(ai)?ihai € {HvO}}7
Symboly H, O lze nahradit libovolnou dvojici symboli, napt. {—1,1} pro mo-
del ndhodné prochazky, nebo {0,1} pro Bernoulliho model. Algebra podmnozin A
generovana mnozinami

A(bl,...7bn) = {(az)fil La; = bj, j = 1,7’L}
s odpovidajici pravdépodobnosti

P(A(b1,...,by)) = p*¢"F, kje potet H v posloupnosti b;.

Pouzitim kompaktnosti {0, 1}/N, a toho ze A(by,...,b,) jsou clopen, vyjde:

mzo:lAn = (Z) = ﬂnNzlAn = Q)

pro dostatecné velké N € IN. Podle Véty 2.2 lze tedy P rozsifit na sigma obal A,
oznaceny JF.

& Priklady jevi z F, a jejich pravdépodobnosti:

Jednobodova podmnozina {2 (tedy jeden konkrétni prubéh hry).

Padla alespofi jednou H.

Padlo nekone¢né mnoho H.

Padlo nekone¢né mnoho H i O.

V pribéhu hry padla néjaka konkrétni koneéné posloupnost.

& Varianta predchozi konstrukce pro hazeni kostkou.

& Lebesgueova mira na [0, 1]. Aplikace piedchozi konstrukce na jednotkovy in-
terval, pozitim dvojkového rozvoje desetinného ¢isla. Vznik transla¢né invariantni
miry, geometrickd pravdépodobnost.

Pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany bod z [0, 1] je vétsi nez r. Model =
[0,1].

Geometricka pravdépodobnost-hazeni ipkou do terce. Model Q = {(z,y) : 2? +
y? < 1}. Diskuse rozdéleni pravdépodobnosti.

& Necht f : R™, f > 0 je spojita funkce, [, f = 1. Polozme Q = IR",
A algebru generovanou vSemi polouzavienymi kvadry, P(A4) = [ 4 J- Potom P je
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aditivni a spliuje podminky Véty 2.2, tedy P lze rozsitit na sigma uzavér F tak, ze
uspofadana trojice (2, F, P) tvoii pravdépodobnostni prostor.
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3. NEZAVISLOST A KONSTRUKCE SOUCINOVYCH PROSTORU

Definice 3.1. Rikdime, e jevy A, B € F jsou nezdvislé, pokud plati P(ANB) =
P(A)P(B).

Tvrzeni 3.2. Pokud A, B jsou nezdvislé potom A, B¢ jsou tézZ nezdvislé.
Priklady:
Nahodny vybér karty z bali¢ku, A ¢ervena karta, B eso apod.

Na Vano¢ni besidku piislo n déti. Kazdé dité ptineslo stejné zabaleny darek a
dalo ho do koSe. Na konci besidky si déti ndhodné vyberou darek z kose. Jev A
Pepicek si odnasi svij vlastni darek, B Anicka si odnasi svij vlastni darek.

Hod dvéma kostkami, A-soucet hodu je k, B-na prvni kostce padlo n.

Definice 3.3. Rikdme, e jevy A1,..., A, € F jsou nezdvislé (nebo té3 stochas-
ticky nezdvislé) pokud pro libovolny vybér navzdjem riznych j1,...,Jr z mnoZiny
{1, ‘e ,n} platz’ P(Ajl n---N Ajk) = P(Ah) ce P(A]k)

Hod'me dvakrat minci. A-prvni hod H, B-druhy hod H, C-oba hody stejné. Potom
ABC jsou po dvou nezavislé ale nikoli nezavislé.

& Pokud jsou A; nezavislé, potom je moZné libovolnou ¢ést z nich zaménit za
A§ a jevy zlstavaji nezavislé.

Zakladni metoda vytvareni pravdépodobnostniho modelu nezavislych jevi je na-
sledujici.

Véta 3.4. (Kartézsky soucin pravdépodobnostnich prostori)

Necht (Q1,F1, P1), (Q2,Fa, P) jsou pravdépodobnosini prostory. PoloZme ) =
Q1 X Qo, a o-algebra F budiz sigma obal algebry generované mnozZinami A x B, kde
A € F1,B € F5. Potom existuje pravdépodobnost P na F kterd spliiuje pro kazdé
A, B z ?1, Stg,

P(A X B) = P(A x Q9 Ny X B) = Pl(A)PQ(B) = P(A X QQ)P(Ql X B)

Takto vytvofeny pravdépodobnostni prostor (Q,F, P) nazgvime kartézskiym soudi-
nem puvodnich prostori.

Konstrukeci lze provést pro libovolny koneény pocet pravdépodobnostnich pro-
storu.

Tato konstrukce jiz byla ndmi pouzita pro modely opakovaného tahani prvki s
vracenim, resp. hazeni minci.

& Lebesgueova mira na [0, 1] x [0, 1]. Méfeni plosného obsahu.

Jaka je pravdépodobnost, 7e dvojice ndhodné vybranych boda z [—1, 1] mé vzda-
lenost nejvyse 17

Na kruznici poloméru 1 jsou ndhodné vybrané dva body. Jaka je pravdépodob-
nost, ze jejich vzdélenost je nejvyse d?

Roziezeme tsecku ndhodné na tii casti. Jakd je pravdépodobnost, Zze z téchto
usecek lze sestavit trojuhelnik?
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4. PODMINENA PRAVDEPODOBNOST

Z hlediska praktickych aplikaci teorie pravdépodobnosti, je naSe hodnoceni prav-
dépodobnosti urcitych jevii je do zna¢né miry subjektivni, a zalezi na mnozstvi in-
formaci, které mame o daném jevu k dispozici. Jinymi slovy, dodate¢né informace
mohou ovlivnit nas pravdépodobnostni model. To samoziejmé neznamend, Ze ma-
tematickd pravdépodobnost jevia neni jednozna¢né urCena, naopak tato je urc¢ena
jednoznag¢né, jakmile mame k dispozici na§ model. Pfechod od jednoho modelu jevu
ke druhému lze ¢asto uskutec¢nit pouzitim konceptu podminéné pravdépodobnosti.

Motivacni piiklady.

Experiment dvou hodu kostkou. Jaka je pravdépodobnost, ze prvni hod byl 67
Jak budeme tuto pravdépodobnost hodnotit, pokud vime, Ze celkovy soucet hodi
je 9, resp. 87

Hod dvéma mincemi. Jaka je pravdépodobnost, ze padly dvé hlavy, pokud vime,
7e padla alesponi jedna hlava? Vysledek % je prekvapujici (Gekali bychom %)

Definice 4.1. Podminénd pravdépodobnost
Necht A, B € F jsou dva jevy. Podminénd pravdépodobnost jevu A za podminky
B je definovdna ndsledovné

P(A|B) = ng‘(;)B)

10 hodi minci. Vime-li, ze padla hlava Tkrat, jaké je pravdépodobnost ze prvnim
hodem padla hlava? Q budou sedmiprvkové podmnoziny z {1,...,10}, A budou
Sestiprvkové z 9.

Roztrzity profesor matematiky zapominé v obchodé destnik s pravdépodobnosti
i. Dnes cestou domu nakupoval ve tifech obchodech a domu pfiSel bez deStniku.
Jaka je pravdépodobnost, Ze destnik zapomnél v jednotlivych obchodech? Oznac¢me
A; jev destnik byl zapomenut v i-tém obchodé. Potom A = UA; je jev ze destnik
byl zapomenut. Plati P(A;) = 1, P(Ay) = 31, P(A3) = 331, Vyjde P(A]A) =
0.43, P(A3|A) = 0.32, P(A3]A) = 0.24.

Tvrzeni 4.2. Necht A, B € JF jsou dva jevy s nenulovou pravdépodobnosti. Tyto
jevy jsou nezdvislé prdave kdyZ plati

P(A|B) = P(A).

Definice 4.3. Piedpoklidejme, Ze jevy F1,. .., F, € F jsou disjunktni s nenulovou
pravdépodobnosti a jejich sjednocenim je cely prostor Q). Takovy systém se nazgvd
uplng systém jevi s nenulovou pravdépodobnosti na €.

Tvrzeni 4.4. Véta o uplné pravdépodobnosti
Predpokladegme, Ze jevy Fy, ..., F, jsou uplny systém jevi s nenulovou pravdeé-
podobnosti na ). Potom plati
n
P(A) =Y P(Fj)P(A|Fy)

j=1

& Hodime minci. Pokud je vysledek hlava, hodime jednu kostku. Pokud je vy-
sledek orel, hodime dvé kostky. Jaka je pravdépodobnost , Ze na kostce padla praveé
jednou gestka? Q = {(H, 1), (0,1, 7).

A..padla pravé jednou Sestka, B na minci padla hlava.
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11 110

P(A) = P(B)P(A|B) + P(B)P(A|B®) = == + = — = 0.22

T 26
& Hodime kostkou a vybereme ndhodné tolik karet z baliku 32 karet, kolik padlo
na kostce. Jaka je pravdépodobnost, ze vytdhneme aspon jedno eso?
A..alespon 1 eso, Fj na kostce padlo j. P(F}) = %,

& Model pro pojistovnu automobila. Pfedpokladame, Ze ¥idi¢i jsou bud dobii,
nebo §patni. Dobry fidi¢ mé nehodu za rok s pravdépodobnosti p = 0.06, §patny
fidi¢ ma nehodu s pravdépodobnosti s = 0.6. Pfedpoklddame, ze pomér dobrych
fidi¢a ke Spatnym je v populaci 5 : 1. Jaka je pravdépodobnost, ze fidi¢ bude mit
v prvnim roce nehodu? Jestlize mél ¥idi¢ v prvnim roce nehodu, jaka je pravdépo-
dobnost, Ze bude mit nehodu i pfisti rok?

A jev nehoda v prvnim roce, B jev nehoda dva roky po sobé.

1 5
P(A) = G5t gh= 0.15
1 5
P(B) = 682 + 6p2 = 0.063
P(B|A) = 0.42

& Urnovy model. V kosi je n bilych a m ¢ernych kouli. Vytdhneme jednu z nich
nédhodné, vratime ji zpét a pfidame k kouli téze barvy. Proces opakujeme. jaka je
pravdépodobnost vytazeni bile koule j-tym tahem? Q; = {(a1,...,qa;), a; € {0,1}},
P((0) = 2, P((1) = 2

Pro j =1 je vysledek 2. Pro j = 2 zvolim B = F prvni tah byla bila koule,
B¢ = F5 prvni tah byla ¢erné koule, A druhy tah je bila koule.

n m n+k n
P(B) = P(B®) = P(AIB) = — P(A|B) = ———
(B) n+m,() n+m,(\) n+m+k,(|) T
P(A) = P(B)P(A|B)+P(BY)P(A|B*) = — " _"FTk _ m __n _ _n I
- T n+mn+m+k n+mn+m+k n+m

Obecny piipad dokdzeme indukei podle j, za pfedpokladu, ze vysledek plati pro
vSechna mensi j a vSechny moznosti m,n, k.

Indukéni krok pro j + 1.

Zvolim B = F} prvni tah byla bil4 koule, B¢ = F5 prvni tah byla ¢erna koule,
A 7+ 1 tah je bila koule. Vypocet je nyni stejny jako pro j7 = 2, kde vyuzijeme
induké¢niho pfedpokladu vysledku pro mengi hodnoty j.

n m n+k n
P(B¢) = P(A|B)= ————— P(A|B) = ———
n—+m’ (B%) n—+m’ (AB) n+m+k’ (A[B) n+m+k

P(B) =

n n+k m n n I
P(A) = P(B)P(A|B)+P(B°)P(A|B°) = =
(4) (B)P(A|B)+P(B)P(A|BY) n+mn+m+k+n+mn+m+k n+m
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& Mame N +1 krabic K;,i =0, ... N, kazda K; obsahuje ¢ bilych a N —i ¢ernych
mickd. Vybereme nédhodné jednu krabici, a a provedeme nésledujici experiment.
Budeme vytahovat ndhodny micek n krat po sobé s vracenim do krabice. Pokud
vSech n vysledkt dalo bily micek, jakd je pravdépodobnost, ze n + 1 vybér bude
opét bily micek?

Ozna¢me F; jev vybéru krabice K;, P(F;) = ﬁ Jev A znamend, 7e vyslo n
bilych mi¢ki po sobé&, B znamend Ze n + 1 tah je opét bily micek. P(A|F;) = Jf[—"n,
tedy pro n < N dostaneme odhad

N . P’ 1
i
P(A) = —(=)" = /x"daz =
pre N+1'N ) n—+1
Tedy
P(ANB) = P(B) = —
N n42
P(B) . n+1
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5. BAYESUV VZOREC

Véta 5.1. Bayestiv vzorec
Predpokladeyme, Ze jevy Fi,...,F, € F tvori uplny systém jevi s menulovou
pravdépodobnosti na Q). Potom pro kazdy jev A spliiugici P(A) > 0 plat{
P(F; N A) P(A|F;)P(F})

P(F;|A) = P(A)  ~ X0 P(F)P(AF;)

Pravdépodobnosti P(F}|A) se fika aposteriorni pravdépodobnost, P(F}) apriorni
pravdépodobnost. Typicka situace spocivd v tom, ze po uskutecnéni ndhodného
vybéru jednoho z jevii F} se snazime pomoci dodate¢ného "experimentu"ve formé
jevu A zlep§it nas odhad toho, ktery z jevu byl ve skute¢nosti vybran.

& Test nemoci je u 1 procenta zdravych fale§né pozitivni, a u 10 procent nemoc-
nych fale§né negativni. Podil nemocnych v populaci je 0,1 procenta. Kolik procent
lidi ma pozitivni test? Jaka je pravdépodobnost, Zze pozitivni pacient je skutec¢né
nemocny?

A..pozitivni test, B nemocny, P(B)=0.001.

P(A) = P(B)P(A|B) + P(B°)P(A|B°) = 0.01089

P(B)P(A|B)

P(BIA) = =55

= (0.0826

& Mame férovou minci a neférovou minci kterd dava jenom H. Vybereme jednu
z nich ndhodné, a hodime ji dvakrat s vysledkem HH. Jaka je pravdépodobnost, Ze
mince je férova?

B...mince je férova, B¢ mince je falesna, A padlo HH

c 1 1 c
P(B) = P(B*) = 5. P(A|B) = 1, P(A|B*) = 1
11 1
P(B|A) = 15 = s
24

& Mame tii krabice K, K, K3, ve kterych je n; bilych a m; ¢ernych micka. Z
nédhodné vybrané krabice vytdhneme bez vraceni dva micky, jsou bily a ¢erny. Jaka
je pravdépodobnost, Ze byly taZeny z krabice K;?

A je vybér bilého a erného micku, F; je vybér krabice K; v prvnim kroku, tedy
P(F}) = L. P(A|F}) = 2

=3 SN

P(Fj|A)

__ P(A[F))P(F)
= 3

. j—1 P(F;)P(AlF;)

& Tii lovci se snazi ulovit jelena. Prvni trefi jelena s pravd&podobnosti 0.3,
druhy 0.4 a t¥eti 0.5. Jelen je zabit pfi jednom zasahu s pravdépodobnosti 0.4, pfi
dvou zéasazich 0.7 a pfi tfech 0.9. Stfelci vystielili nardz. Jaké je pravdépodobnost,

ze jelen bude zabit. Byl-li zabit, jaka je pravdépodobnost, Ze se tak stalo jednim
zasahem tietiho lovce? Dvéma zasahy lovcu jedna a dva?

Oznacime Fg 9,0y, F(0,0,1) - - - » F(1,1,1) Uplny systém jevi podle viech moZnosti za-
sahu, tj. F{o,0,0) netrefil nikdo, F{g o 1) trefil jenom t¥eti lovec atd. Plati P(F{o,0,1)) =
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Oznacme A jev jelen byl zabit. Podle véty o celkové pravdépodobnosti,
P(A) =0P(F,0,0) +0.2(P(Fo,0,1)) + P(Flo,1.0) + P(F1,00))+
+0.5(P(Fo,1,1)) + +P(F1,1,0) + P(F1,01))) +0.9P(F(1,1,1)) = 0.287

P(A|F0,0,1))P(F(0,0,1)) _0.2-0.7-0.6-05
S~ P(F,)P(A[F)) 0.287

P(Fo,01)|A) = — 0.146...

P(AlFu10)P(Fua0) _ 05-03-0.4-0.5
S P(F;)P(A|F;) 0.287

P(F1,0A4) = =0.104...
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6. APLIKACE V TEORII HER

& Ruinovani hrace. Hraci A B hraji hru skladajici se z partii, kde A vitézi s
pravdépodobnosti p, B vitézi s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p. Na zacatku hry ma
hra¢ A z korun, hra¢ B a — z korun, po kazdé partii porazeny pieda vitézi 1 korunu.
Jaka je pravdépodobnost zruinovani hrace A,B?

Uvazme model nekonecného prubéhu hry. Hru budeme modelovat jako neko-
necné hazeni minci, tedy bindrni strom s pravdépodobnosti vétveni p,q. Symbol
—1 znamend Zze vyhral B, symbol 1 ze vyhral A. Q; = {(a1,...), a; € {—1,1}},
P(A(by, ..., b)) = ppotet 1gpotet =1 Joy zryinovani hrace A, oznacime A € F, spl-
fje (a1, as,...) € A prave kdyz

N

Z a; poprvé vyleze z intervalu (—z,a — z) pro n&jaké N, a jeho hodunota je —z.
i=1

Tato mnoZzina je skutecné jev, a tedy ma definovanou pravdépodobnost. Ozna¢me
q. pravdépodobnost, ze A bude zruinovan. Podle véty o uplné pravdépodobnosti,

4z = P4z+1 + 4921
Regeni této diferenéni rovnice (viz poznamka nize) ma tvar (pro p # q)

q
. =A+ B(=)?
q (p)

resp. (pro p = q)

q. = A+ Bz
Dopocitanim konstant A, B, podle okrajovych podminek gy = 1,¢, = 0, dosta-
neme
Ly
z 4\a _
(D —1

Zruinovani hrace B spliuje podobné

B -
P @1

a lze ovérit p, + ¢, = 1, tedy hra skon¢i s pravdépodobnosti jedna.

Prop=gqvyjdeq.=1-2,p, = 2.

a

& Poznamka. Prostor posloupnosti {,, }>° , splijicich diferen¢ni rovnici
Tn42 = Pl’n+1 + ana PaQ € Bz

je linearni prostor dimenze 2. Pokud mé charakteristickd rovnice r? = Cr + D
dva ruzné redlné koreny r1, 79, potom kazdé feSeni diferencni rovnice 1ze zapsat ve
tvaru

z, = Cr} + Dry.

Pokud mé charakteristicka rovnice r? = Cr+ D dvojnésobny realny kofen r, potom
kazdé feSeni diferen¢ni rovnice lze zapsat ve tvaru

x, = Cr" +nDr" L,
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& Dva hraci hazi opakované jednou minci, kterd dava P(H) = p, P(O) = q.
Prvni hrac¢ zvitézi jakmile padne o H po sobé, druhy hrac¢ jakmile padne 5 O po
sobé. Jaka je pravdépodobnost vitézstvi prvniho hrace?

Oznatme A jev a H po sobé padlo dfive nez padlo 5 O po sobé.

Zavedeme tplny systém jeva Fy, j =0,..., o

Fj:A(bl,...7bj+1), b1:"':bj:H,bj+1:O, jZO,...7OZ—1

F,=A(b1,...,by), by =...bo =H.
Ozna¢me U prvni padla H, V prvni padla O, tedy V = Fy a U = Uj_ Fj.
Oznac¢ u = P(A|U),v = P(A|V). Plati
P(A)=PAV)P(V)+ P(AIU)P(U) =qu+pu= P(AIV)P(V)+ P(ANU).

P(ANU) =Y P(ANU|F))P(F;) = P(ANU|V)P Z (ANU|F;)P(F;)
Jj=0 Jj=
Ptitom P(ANU|V) =0, P(F;) =p’q, 1 <j < a, P(F,) = p°.
Dile P(ANU|F;) = P(A]V) =v,j=1,...,a—1, P(ANU|F,) = 1.

a—1
j e @ 1_pa—1 « a—
PANU) =Y plqu+p*=p +vqpﬁ=p'+pv(1—p D)
j=1
Tedy
PANU
= P(aw) = ZADD) _ pomt e,

- P(U)
Podobnym postupem, kdy uplny systém jeva zavisi na po¢tu pocateénich O,
dojdeme v vyjadieni

= P(A|V) = u(1l — ¢°7Y).
Dostali jsme systém rovnic v nezndmych u, v, ktery vyfesime a vyjadiime

1 1-¢°
pa—l + qB—l _ pa—lqﬁ—l
Opacnou situaci vyhry, jev B kdy padlo 8 O po sobé diiv nez padlo o H po sobé
dava

P(A) =pu+qu=p*"

1 L-p®
pa—l + qB—l _ pa—lqﬁ—l

P(B) =q"~

Protoze x 4+ y = 1, pravdépodobnost, ze hra skoné¢i v kone¢ném case vitézstvim
jednoho hrace je 1.
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7. NAHODNA PROCHAZKA

Model ndhodné prochézky na mnozing Z. V ¢ase 0 se nachazime v poc¢atku (nebo
obecnéji v jiném bodé), a kazdou dalsi ¢asovou jednotku, méfenou pfirozenymi ¢isly,
se s pravdépodobnosti % pohneme bud doleva nebo doprava. Budeme analyzovat
dlouhodobé chovéni typické trajektorie, zejména navraty do pocatku.

Grafické vyjadieni pozice v case n je (n,x), n € INg,z € Z.

Definice 7.1. Prochdzka z pocitku do bodu (n,z) je n-tice (So,-...,8n), So =
0,|sk+1 — sk| = 1, s, = . Analogicky, nekonecnd prochdzka je (so,...) spliiugici
totéz.

Oznacime-li Q = {(a;)24,a; € {—1,1}}, mame bijekci mezi posloupnosti kodu-
jici jednotlivé kroky a nekone¢nou prochazkou (so,...) (a;)2, z Q, s = Zle a;.
Pocet prochéazek z pocatku (0,0) do (n,z) je roven

2

Pravdépodobnost, %e prochazka z potatku projde pres (n,x) je rovna

Ny o n .
Pnax = on = % 2 .

Lemma 7.2. Princip zrcadleni

Necht A = (n,x),B = (m,y), m >n > 0,z,y > 0, A’ = (n,—x) je reflexe
A. Potom pocet navzdjem riznijch prochdzek z A do B, které se dotknou (nebo
protnou) horizontdlni osu je roven poctu viech prochdzek z A’ do B. Jejich pocet je
roven Ny oty = (mﬁgly).
Véta 7.3. Nechtn,z € INT. Potom pocet prochdzek (sq, . .., Sy) z pocdtku do (n,x)
pro které s1,...,s, > 0 je roven

T n x
Nn—l,w—l - Nn—l,;c-i—l =\ n—e]— 7Nn,z~
n 3 n

Diikaz. Je zfejmé, 7e tento pocet odpovida poctu prochazek z bodu (1,1) do (n, x)
které se nedotknou horizontalni osy, a tedy s pouzitim principu zrcadleni dostaneme
nas vyraz. Podrobné:

Poloz n =p+ ¢, =p —q. Potom N, ;, = (

(p+q—1> B (p+q—1> :p—q(p+q>
p—1 p pra\ p

Budeme studovat pravdépodobnost navratu do pocatku po 2v krocich.

Ozname fs, pravdépodobnost, ze prvni navrat do pocatku se uskute¢nil po 2v
krocich, tedy s; # 0,5 = 1,...2v — 1, so; = 0, ug, pravdépodobnost, ze po 2v
krocich doslo k navratu (ug = 1).

p;q), a nase formule je ekvivalentni

O

Uon = foUon—2 + falon—a + -+ - + fonuo

» o 1
Pouzitim Stirlingovy formule n! ~ /2rn"*T2e™",




PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA 16

Lemma 7.4. Pravdépodobnost, Ze nedojde k ndvratu aZ do ¢asu 2n je stejnd jako
Ze dojde k ndvratu v case 2n.

P{s; #0,j=1,...2n} = P(s2, = 0) = uap
Diikaz. Chceme dokazat, ze
1
P{s; >0,j=1,...2n} = P{s; <0,j=1,...2n} = S U2n-

Je ziejmé, ze z Véty 7.3,

oo
P{s; >O,j:1,...2n}:ZP{sj >0,j=1,...2n— 1,89, = 2r} =
r=1

0o
o N2n71,27"71 - N2n71,2r+1 o
= E on =

r=1
> ) L
pa 2 P2n—1,2r—1 P2n—1,2r4+1) = 2p2n71,1 - 2 2n

O

Véta 7.5. Pravdépodobnost pruniho ndvratu ndhodné prochdzky do pocatku v case
2n je rovna fo, = ﬁuzn ~ ﬁﬁ

Diikaz. Jev, ze prvni navrat do pocatku se odehral v Case 2n je stejny jako rozdil
jevi kdy k navratu nedoglo a7 do ¢asu 2(n — 1) minus jev k navratu nedoslo az do
¢asu 2n, tedy

2n = 1)\ . _opm— 2n\ ,_an
f2n:u2n2_u2n:<( )>2 A U-( )22 =

n—1 n

2?n-2(n—1)...n—2n...(n+1) 1
= = Un
(n— 1)In22n m—1 ">

O
Véta 7.6. Pravdépodobnost ndvratu ndhodné prochdzky do pocdatku je rovna jedné.

Diikaz. Plati fo+ fa+- - -+ fon = 1—ua,, takZe pravdépodobnost navratu do po¢atku
(pro nekone¢nou prochéazku) po kone¢né mnoha krocich je rovna jedné. O

Véta 7.7. Zdakon arkussinu pro posledni ndvstévu
Pravdépodobnost, Ze posledni ndvrat do pocdtku pied krokem 2n je v kroku 2k je
ddna
Q2K 2n = U2kU2n—2k

Diikaz. NaSe situace je sop = 0,55 # 0,5 > 2k. pocet takovych prochézek je roven
poctu prochazek z (0,0) do (2k, 0) krat pocet prochézek z (0,0) délky 2n — 2k, které
neprotinaji pocatek, tedy podle lematu mame vysledek. O

Polozme 1
flz) = —,0<z<1

m/x(x —1)

Podle nasi aproximace, dostaneme

1k

Q2L 2n ™~ ﬁf(ﬁ)

Integraci

2 .
E Qak2n = — arcsin v/

k<xn
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Prava strana nezavisi na n.
Bez dikazu:

Véta 7.8. Zikon arkussinu pro délku pobytu
Pravdépodobnost, Ze mnozina {j,0 < j < 2n,s; > 0} md 2k prvki je rovna
Q2k,2n-

Dusledek

Véta 7.9. Zikon arkussinu pro délku pobytu
Pro 0 < x < 1 pravdépodobnost, Ze < xn casoviych jednotek je strivemo na
pozitivnd stran€ a > (1 —x)n na negativni strané md pro n — oo limitu %arcsin V.

Tyto vysledky jsou paradoxni a ve zdanlivém rozporu se zakonem velkych Cisel.
Numericky, pro velkd n s pravdépodobnosti 0.2 ¢astice stravi 0.976 ¢asu na jedné
strané. S pravdépodobnosti 0.1 stravi 0.994 ¢asu na jedné strané.
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8. NAHODNA VELICINA

Definice 8.1. Ndhodnd velic¢ina je redlnd funkce X : Q — IR, kterd spliiuje ndsle-
dugici vlastnost: Pro kaZdy interval B C IR mnoZina {t : t € Q, X (t) € B} patii do
F.

Poznamka. Podminka z definice je technického charakteru, a je splnéna pro
vSechny funkce, které miuzeme potkat v aplikacich. Pokud je €2 spofetnd mnozina,
je splnéna vzdy.

Priklady:

Definice 8.2. Diskrétni velicina X : Q — IR je takovd, jejiz obor hodnot je konecnij
(nebo spocetny) {x1,x2,...}. Oznacime px(x;) = P(x = x;), kde px(z;) > 0, a
plati Y px(xz;) = 1. PFifazeni x; — px(x;) se Fikd pravdépodobnostni rozdéleni
diskrétni veliciny X .

Pii praci s jednou diskrétni veli¢inou X budeme c¢asto vynechavat dolni index
X, t.. p(zi) = px ().
Priklady:

Bernoulliho veli¢ina, pro 0 < p < 1. @ = {0,1}, P(1)
X(0)=0,X(1)=1.

Hodim minci 10krét, X je pocet hlav. Zvolime Q = {(ay,..,a10) : a; € {0,1}}.

paP(O):q:]-*pa

Hazeni kostkou dokud nepadne H, X je pocet hodi. Q = {(a1,...,ant1);a; =
O7 Ap4+1 = H}

Spojita funkce na [0, 1] s Lebesgueovou mirou.
Néhodny bod ve ¢tverci [0,1] x [0,1], X je vzdalenost od pocatku.

Definice 8.3. Distribuéni funkce Fx : IR — [0, 1] ndhodné veliciny X je definovand
ndsledovné
Fx(t)=P(X <1)

Distribuéni funkce pfedchozich pfikladi.

Tvrzeni 8.4. Distribucni funkce ma ndsledujici vlastnosti:
1.O<Fx(t)<1
2 je neklesajici

3. lim Fx(t) =0, lim Fx(t) = 1.
t——o0 t—o0

4. Fx je zprava spojitd (tj. Fx (t) = lim,_;+ Fx(s)) a md nejuje spocetné mnoho
bodi nespojitosti.

Tvrzeni 8.5. Mezi pravdépodobnostnim rozdélenim a distribucéni funkci diskrétni
veliciny je vzdajemné jednoznacny vztah

Fx()= Y px(x)

x; <t

Vé&ta 8.6. Ndhodnd velicina X : (Q, P) — IR pfendsi miru P z prostoru (Q, P) na
pravdépodobnostni miru p na prostoru (IR, 1) podle formule

@A) = P({lw e Q,X(w) € A}) = P(X"1(A)), ACR



PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA 19

& Pokud X je diskrétni veli¢ina s oborem hodnot {xi,...x,}, potom g bude
diskrétni mira

i=1

& Vztah distribu¢ni funkce Fx a obrazu miry u je nasledujici:

Fx (t) = p((—o0,])
Lze ukazat, ze mira p je jiz funkci F'x urcena jednozna¢né. Pro piipad mnoziny
A = (a,b] je to vidét hned,

1(A) = Fx(b) — Fx(a)
a odtud lze dale odvodit, ze p je jiz urena jednoznacné.

Véta 8.7. Necht X : (2, P) — IR je ndhodnd velicina, p je obrazem miry P.
Potom velicina X md stejnou distribuéni funkci jako ndhodnd veli¢ina y(z) = x na
prostoru (IR, ).

Tato jednoduché véta ma zasadni vyznam, nebot nam umoziuje pii studiu na-
hodnych veli¢in kdykoliv nahradit 2 mnozinou IR a pracovat s odpovidajici distri-
buéni funkci.
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9. STREDNI HODNOTA NAHODNE VELICINY-DISKRETNI PRIPAD

Hlavni charakteristikou nahodné veli¢iny je jeji stfedni hodnota, ktera je defino-
vana
X)= / XdP.
Q

Tato hodnota je fakticky integralem veli¢iny podle pravdépodobnostni miry P,
ale takto obecnd definice by vyzadovala vybudovani celé teorie integrace podle
obecné miry P. Proto se omezime na dva hlavni pfipady, tedy diskrétni a pozdé&ji
spojitou pravdépodobnostni veli¢inu, kdy lze stfedni hodnotu vyjadfit s pouzitim
koneénych soucti, resp. obvyklych integrala v IR.

& Stiedni hodnota obecné nemusi existovat, ani pro spojité nebo diskrétni (ale
nekonené hodnotové) proménné.

Vé&ta 9.1. Stiredni hodnota diskrétni veliciny X s hodnotami v mnoziné cisel {z1, ...}

splniuge
X)= inP(X =ux;) = szp(xz)

Priklady na stfedni hodnotu:

Hod nesymetrickou minci, 1 padne s pravdépodobnosti p, 0 s pravdépodobnosti
(I—-p). E(X) =p.

Hodim dvéma kostkami, X je soucet obou hodu, resp. soucin, resp. rozdil.

Jo Dva hraci se stfidaji v hodu kostkou Pokud hodi stejné éislo hra pokraéuje

skon¢i po konecne mnoha cyklech? Najdéte pravdepodobnostm rozdéleni délky hry
a jeho stiedni hodnotu.

Jeden cyklus hry je reprezentovan dvojici (k,1) € {1,...,6}> = M. Oznacime
R={(k,k),ke{l,...,6}},Q = M\ P. Na§ model priubéhu hry bude nasledujici.

Q= {(a'h ---7a'n—17bn)7 a; € R7bn S Q7 ne ﬂv} U {(Cll, v )a aj € P}
Oznatme A, = {(a1,...,an-1,bn), a; € R, b, € Q}, Asc = {(a1,...), a; € P}.
Je zfejmé, ze A,,n € IN U {oo} je tuplny systém jevi na Q (v tom smyslu, Ze jsou
disjunktni a pokryvaji ). Platl
P(A)) = $55 P(Ay) = § 556 ete. P(A,) = gir 2. Tedy, (jak vime 3257 "
1
)
o0 o0 5
EOSPRE S
n=1 =

Odtud plyne, 7e P(A, = 0) a hra skon¢i v konefném c¢ase s pravdépodobnosti 1.
Délku hry predstavuje ndhodnd veli¢ina X : Q — IV,

X{(a1,...;an—1,bp)}) =n
Plati X (A,) =n, tedy px(n) = P(4,),

X)=> nP(Ay) Z Lg—f

(Pomoci znameé formule 3777 (ng" ™ = =5z q) dostaneme vysledek 2).
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Tvrzeni 9.2. Necht {X;}1, jsou diskrétni ndhodné veli¢iny na Q, a; € IR. Potom
plati

i=1 i=1

Dikaz. Pro dvé konecné veli¢iny, kde A; = {w : X = a;},B; = {w : Y = b;},
zavést zjemnéni C; ; = {w: X =q;,Y =b;}.

& Bernoulliho (nebo téz binomické) rozdéleni X = Binom(n,p) jako rozdéleni
souctu stejné rozdélenych Yj, s hodnotou 1 o pravdépodobnosti p a 0 o pravd.
(1-p), X = Z?zl Yi. Tedy Q = {(a1,...,an),a; = 0,1, P(1) = p}, Yi(w) = a;.
Binomické rozdéleni X = Binom(n,p) pocita pocet uspéchi n nezéavislych hoda
minci s pravdépodobnosti p. (tedy souet hodu nesymetrickou minci, 1 padne s
pravdépodobnosti p, 0 s pravdépodobnosti (1 — p)). Rozdéleni splituje

b(j;n,p) = P(X = j) = (?)pj(l )

Protoze Bernoulliho rozdéleni X = Binom(n, p) je mozno modelovat jako soucet
stejné rozdélenych Y;, s E(Y;) = p, dostaneme

EX)=EY)+ -+ EY,) =np

V domé, ktery ma n poschodi je vytah. V pfizemi nastoupi p osob, kazda z nich
nezavisle na ostatnich vystoupi se stejnou prvdépodobnosti v kterémkoli patie. Jaka
je stfedni hodnota poctu zastavek vytahu?

Q = {1,...,n}?. Zavedeme indikatorové nahodné veli¢iny, Y; = 1 pokud vytah
zastavi v i-tém patie, Y; = 0 pokud nezastavi. Celkovy pocet zastaveni vytahu je
Y = Y"1'Y;. Pravdépodobnost Ze nikdo nevystoupi v i-tém pat¥e je (1 — %)p, tedy

Pi=1)=1-(1- )

Jelikoz EY; = P(Y; = 1),
1
EY =n(1—(1-=)P)
n
Standartni postup spociva ve vypoctu EY = Y kP(Y = k), ale tento vypocet

by byl slozitajsi. (plati P(Y = k) = L ((7) X520 (=1)7 () (k = 5)P))

Definice 9.3. Rozptyl (variance) diskrétni ndhodné veliciny X je definovin
0% = D(X)=E(X — (EX))%

Vyraz ox se nazyva stfedni kvadratickd odchylka (nebo smérodatné odchylka)
od stfedni hodnoty.

Tvrzeni 9.4. plati D(X) = E(X?) — (EX)2.

Najdéte distribucni funkei, stfedni hodnotu a rozptyl velic¢iny:
1. Hod nesymetrickou minci, 1 padne s pravdépodobnosti p, 0 s pravdépodobnosti

(1-p). D(X)=p(1—p).
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Definice 9.5. Kovariance dvou diskrétnich ndhodnijch velicin na 0 je definovdina
jako

Cou(X,)Y)=E(X - EX)(Y —EY))=E(XY)—-EX)E(Y).
Veli¢iny pro které je Cov(X,Y) = 0 se nazyvaji nekorelované.

Tvrzeni 9.6. Duva jevy A, B jsou nezdvislé pravé kdyZ jim odpovidajici indikdtorové
funkce jsou nekorelované.

Tvrzeni 9.7. Plati

D(X1+-+Xn) =Y _ D(X;)+2>  Cov(X;, X).
Jj=1 Jj<k
Specidlné, pokud Xy, jsou po dvou nekorelované, potom plati

DXy +--+X,)= zn:D(Xj).

& Piiklad. Bernoulliho rozdéleni X = Binom(n,p) jako soucet stejné rozdé-
lenych Yj, s hodnotou 1 o pravdépodobnosti p a 0 o pravd. (1 — p). Tedy Q =
{(a1,...,an),a; = 0,1, P(1) = p}, Yi(w) = a;.

Dokaite, ze Y; jsou po dvou nekorelované, tedy Cov(Y},Y}) = 0. Pouzitim této
vlastnosti dostaneme

D(X)=D(Y1)+---+ DY) =np(1 —p)

& Piiklad. Na Vano¢ni besidku pfislo n déti. Kazdé dité pfineslo stejné zabaleny
darek a dalo ho do koSe. Na konci besidky si déti ndhodné vyberou darky z koge.
Jaka je stfedni hodnota poctu v8ech déti, které si domu odnéseji svij vlastni darek?
Jsou jevy Ze i a j dité si odnaseji své vlastni darky nezavislé?

Q jsou vsechny permutace {1,...,n}, tedy rozdéleni darki. X; je ndhodna ve-
licina rovna 1 pokud si dité odnasi svij déarek, jinak 0. Protoze pocet permutaci
fixujicich j je roven (n — 1)!, je P(X; = 1) = % Stfedni hodnota je tedy rovna

stfedni hodnoté N
S=>X;=1
i=1

Poznamka; jevy ze ¢ a j dité si odnaseji své vlastni darky nejsou nezavislé. Tedy
ani veli¢iny X; nejsou nezavislé.

1 1 n—1
D(X;))-EX} - (EX))’=—-—- 5 = ——
( 7/) 7 ( Z) n n2 n2
— 2!
PXX; =1y = =D
' n! n(n—1)
1 1 1
X X)) —
Coul i) n(n—1) n? n2(n-1)
n—1 1
D(S) = 1) =1
(S)=n 2 +n(n )nz(n—l)
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10. NAHODNE VELICINY-SPOJITY PRIPAD

& Néhodné veli¢iny lze studovat jako obecné funkce na €2, av8ak z technickych
divodii se omezujeme na dva hlavni piipady, tedy diskrétni a spojité.

Definice 10.1. Budeme Tikat, Ze velicina X : Q — IR je spojitd, pokud jeji dis-
tribucéni funkce Fx je spojitd a po cdstech spojité diferencovatelnd, tedy existuje po
&astech spojitd nezdpornd funkce fx : IR — IR (nazgvand hustota pravdépodobnost-
niho rozdéleni X ) takovd, Ze aZ na koneéné mnoho bodi t € IR plati

F(t) = fx ().

Tvrzeni 10.2. Distribucni funkce spojité nahodné veliciny X spliiuje
t
Fx(t) = P(X S t) = / fx(S)dS
Obraz (IR, 1) miry (2, P) spliiuje

uw(B)=P(X € B) = /fX(x)dz, B CR.

Stredni hodnota spliiuje ’
E(X) = 7 xfx(x)dx
Rozptyl (variance) spliiuje -
0% = D(X) = B(X—(EX))? = B(X*)~E(X)? = /oo 22 () do—( /oo v fx (2)dn)?.

Tvrzeni 10.3. Necht {X;}I' | jsou ndhodné veli¢iny na Q, a; € IR. Potom plati

E(Z a;iXi) = Z a; E(X5).

& Stejnomérné rozdéleni na intervalu [a, b].
Hustota: f(z) = 71— uvnitf intervalu, jinak 0.

—a 2
E(X) = %, D(X) = (5.

Roziezeme nahodné usecku [0,1] na dvé Easti. Najdéte distribucni funkei a
stfedni délku kratsi ¢asti. Q = [0, 1].

Najdéte distribu¢ni funkci a stfedni vzdalenost nahodného bodu v kruhu od
pocatku.

Na tsecce jsou vybrany ndhodné dva body, X je jejich vzdalenost. Najdéte dis-
tribu¢ni funkci a stfedni hodnotu X. Q = [0, 1]°.

Najdeéte distribuc¢ni funkci a stiedni vysku ndhodného bodu na obvodu kola nad
zemi.

Na kruznici jsou vybrany ndhodné dva body, X je jejich vzdalenost. Najdéte
distribu¢ni funkci a stiedni hodnotu X. Q = [0, 27]?, nebo Q = [0, 27].
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11. NEKTERE DULEZITE TYPY ROZDELEN{

& Binomické rozdéleni X = Binom(n,p) pocita pocet uspéchi n nezavislych
hodi minci s pravdépodobnosti p, tedy

b(j;n,p) = P(X = j) = (?);pj(l )

Pro n velké, p malé a A = np rozumné velikosti chceme odhadnout tyto hodnoty.
Takze pro pevné k a dostatecné velké n plati

b(k;n,p) (n—k+1p np A

= —_—~ -

b(k — 1;n,p) kq kg Kk
Pro vypocet téchto hodnot pro A = np: pouzitim logaritmu a Taylorovy aproxi-
mace,

A _
b0 m.p) = (1—p)" = (1= 2)" m e
Indukci spojenim piedchozich odhadu vyjde pro pevné p-malé, n-velké, a k pevné
)\k
b(k;n,p) ~ e

Binomické rozdéleni a Poissonovo rozdéleni (néasleduje) jsou blizka (pro A = np)
ve smyslu distribu¢ni funkce pokud plati n > 20 a p < 0.05 nebo n > 100 a np < 10.

-

Plati E(X) = np (suma pravdépodobnostnich veli¢in, i.e . E je suma E), D(X) =
np(1 — p). (Uzitim nezavislosti s¢itanci a nulové kovariance)

& Poissonovo rozdéleni Poiss(A), A > 0 ma rozdéleni

PLENN
P(X=k)=17¢ k=0.1,...

Oznaéim jako p(k; \) = —),‘: e~*. pouzitim Taylorova rozvoje e* = > 7o —’,\;, dosta-
o0
neme ) .~ p(k;A) = 1.

E(X)= ikp(k;/\) = /\ip(k— LA)=A
k=1 k=1

B(X?) =Y "Ep(k;\) = A> kp(k— 1;)) =
k=1 k=1
AY (k= Dp(k =10 + A p(k = 1;A) = A%+ A
k=1 k=1
Tedy D(X) = A.

Poissonovo rozdéleni je model pro rozdéleni poc¢tu ndhodnych udalosti, které jsou
stejnomérné rozdélené v Case, a navzajem nezavislé. Pfitom kazd4 z nich ma ma-
lou pravdépodobnost, ale jejich pocet je velky. Typické piiklady: pocet telefonnich
hovort v centrale (mnoho volajicich, ale kazdy jen malo kdy), internetovy provoz,
pavodni piiklad byl pocet zabitych v arméadé v disledku kopnuti koném.

Odvozeni Poissonova rozdéleni. Predstavme si jednotkovy ¢asovy interval rozdé-
leny na n podintervali stejné délky. Mnozinu kone¢né mnoha bodu na intervalu
budeme povazovat za vysledek ndhodného procesu. Kazdy podinterval ma stejnou
pravdépodobnost, p,,, Ze bude obsahovat néktery z téchto bodii, a jejich nezavislost
znamené, ze budeme pouzivat Bernoulliho proménné.

Predpokladame tedy, Ze pravdépodobnost toho Ze presné k podintervali je ne-
prazdnych je b(k,n,p,). Nyni nechme n — oo. Pravdépodobnost, Ze cely interval
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neobsahuje 74dny bod musi mit kone¢nou limitu, tedy posloupnost b(0,n,p,) =
(1 — pp)™ musi mit limitu. Tedy log(1 — p,)™ = —np, + o(np,) — —A € IR. Tedy

(0, n) = (g>p"0(1 — pp)" = n1ee(lmPn) y emnpn =X
ny K R LN n—k
b(k’n’p") = k Pn (1 _pn) - Epn (1 _pn) =
A* n e A
= (1 =p)" (1 =pp) ™" = e

Pro aplikace, pravdépodobnost nalezeni k£ bodu v intervalu délky ¢ bude rovna

k
p(k; \t) = ()\]f,) e M

& Predpokladejme, Ze na tstfednu pFijde pramérné 5 hovorii za hodinu. Jaka je
pravdépodobnost, 7e na tustiednu piijde aspon jeden hovor? A = 5. Tedy P(X >
H=1-PX=0)=1—-¢".

& Predpokladejme, Ze ulici projede za hodinu pramérné A automobili. S pravdé-
podobnosti p auto piekratuje rychlostni limit. Najdéte pravdépodobnostni rozdéleni
poctu pokut udélenych za hodinu, pokud bude provadéno méfeni rychlosti.

Rozdéleni po¢tu automobili za hodinu je Poissonovym rozdélenim Poiss(\)
(podle informace o stfedni hodnoté). Oznafme A, jev projelo n automobili, a
B; jev bylo udéleno j pokut (tedy bylo j piekroceni rychlosti).

Vime, 7Ze

P(Bj) =Y P(Bj|A,)P(A,) =
n=0
= > ")y - ”_jﬁe_)‘: N ni' (1 — n—j&e_k:
=3 (pa-pre =3 et

S R N Ut b S N B SN G2
4!

(-5t —  j J!

n=j
Je vidét, ze vysledné rozdéleni poc¢tu pokut je Poiss(pA).

& Exponencialni rozdéleni: parametr A > 0, hustota je f(z) = e ™,z > 0
jinak 0.

plati:

x

Fx(z) = /)\e_’\tdt =[eME=1-e2>0
0

oo oo 1
E(X) = /)\te"\tdt = [~te M —/—e—”dt =[5V =
0 0
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/At%‘“dt [—t2e= M) +/2te_’\tdt E(X)=—
0 0

P(X 2 :1:) = e*)‘z, odtud méame
P(X>z+y|X >y) = 5" = e = P(X > 2)

X je vhodnym modelem doby ¢ekani na vyskyt néjakého jevu (doba ¢ekani na
poruchu), napf. miuze predstavovat Zivotnost (délku Zivota) zarovky, nebo ¢astice
(radioaktivni rozpad Gastic). Tedy zbyvajici ¢as Gekani na udalost mé stejnou dis-
tribu¢ni funkci jako na zacatku.

& Pokud ma veli¢ina spojité rozdéleni, a spliuje P(X >z +y|X > y) = P(X >
x), potom je nutné exponencialni.
Oznacme u(z) = P(X > ), plati tedy

u(z +y) = u(z)u(y), u(0) =1

u(y) — 1
) y

o' (z) = lim u(z = u(z)u’ (0) = Mu(x)

y—0
Reeni je u(z) = Ae .

Priklad: Zarovka ma stiedni dobu zivota 1000 hodin. Jaka je pravdépodobnost,
ze praskne mezi 1000 a 1500 hodinami provozu. A = Tloo

P(1000 < X < 1500) = P(X > 1000)—P(X > 1500) = ¢ M000_=A1500 _ ,—1_—15]

& Normélni rozdéleni, parametry p € IR, > 0, N(u,0?) mé hustotu

_(=—p)? .
flz) = m}ﬂe 202, Je tfeba ovérit

1 (w u
dac =1.
/J\/Qﬂ'
R

E(X) = p, D(X) = 0. Odvozeni pro pfipad o = 1, = 0. Je tfeba uzit trik s
dvojnym integralem.

(/e_\Trzdas)2 (/e?dm)(/e?dy //

R
V polarnich soufadnicmh T = pcos z;b, y = psing dostaneme
27

/ 0/ 0/ pe 2 dpdd.

Substituci ’;—2 = u vyjde uvnitt — fooo e “du, takze celkovy integral bude 27, tedy

1 .7)2
——e 2dx =1.
/\/27T
R

Obecné, substituce u =

1 _(@—w? 1 w2
e 22 dr= [ —e  2du=1.
oV 2 V2T
R R

T—p.
—E:
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Stiedni hodnota nula pro x4 = 0 plyne ze symetrie, pro varianci per partes u =
2

R
T, v =2xe 2

/ z2 .7:2d [ x Izd]oc / 1 de 1
—€ ?2dr = |———=¢ 2dr|° + e 2dr =1
V2T V2or > V2T
R R
Normalni rozdéleni je téz aproximaci binomického, pro velki n a rozumna p, ale
jeho vyznam je vétsi-centralni limitni véta.
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12. TRANSFORMACE NAHODNYCH VELICIN
Nésledujici tvrzeni plyne okamzité z méritelnosti ndhodnych veli¢in.

Tvrzeni 12.1. Necht X je ndhodnd veli¢ina na Q a g : IR — IR je spojitd funkce.
Potom Y = go X je téZ nahodnd velicina na Q.

Pro diskrétni veli¢iny X snadné. Pfiklad: X budiz veli¢ina vysledku hodu kost-
kou, g : {1,...,6} — {0,1} podle parity.

Véta 12.2. Necht X je spojitd ndhodnd velicina s hustotou fx, g : IR — IR spojitd
funkce. Potom plati

E(goX) = / o(t)fx (t)dt

Diikaz. Pro rostouci g, Y = go X:

Fy(t)= P(Y <t) = Pgo X <) = P(X < g7'(t) = Fx(g™'(1))-

() =Fy(g= () = (g7 (1) fx (g7 (1) = mfx(g_l(t))
E(go X) = / t(gfl(t))’fx(gfl(t))dt = [subst.u = gfl(t)] = / g(u) fx (u)du

Priklad.
X obecné, g(x) = rz + s linearni transformace pro r > 0. Vyjde

Fely) = Fx (0 v () = i (20,

X normélni rozdéleni N(u,0?), Y = rX + s linearni transformace, potom Y je
N(ru+ s,r%0?).

1 (z—p)?
2) = — e 37T
fX( ) U\/ﬁ
(222 w2 z—s—ru)?
fy(x) = Le—T; — #e—(zrzigf)

roV2m roV2am
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13. NAHODNE VEKTORY
Nagim cilem bude nyni pfejit od studia jedné nahodné veli¢iny ke studiu konec-
nych mnoZin (posloupnosti) nahodnych veli¢in a jejich vzéjemnych vztahu.

Definice 13.1. Pro zadang pravdépodobnostni prostor (Q,%,S) a ndhodné veliciny
X, : Q — IR definujeme ndhodny vektor jako zobrazeni X = (Xy,...,X,) : Q —
R™.

Vé&ta 13.2. Ndhodnyg vektorX : (Q, P) — IR™ pirendsi miru P z prostoru (90, P) na
pravdépodobnostni miru u na prostoru (IR™, p) podle formule
w(A)=P({we Q,X(w) € A}) = P(X"}(A), Ac R"

Definice 13.3. Distribucni funkce Fx : IR"™ — IR ndhodného vektoru X = (X1,..., X, )i
je definovdana ndsledovné
Fx(tl, . 7tn) = P(ﬁ?:1<Xj < tj))

& Vztah distribu¢ni funkce Fx a obrazu miry p je nésledujici. Necht F, : R™ —
IR je pevné zvoleno. Oznacme operator A,, p, : IR" — IR, pro a; < b;, definovany
formuli

Ay, v, Fn(z1, ... xn) = Fu(z, .o 2im1, b, g1, o )= Fp(1, -0 im1, 64, i1, - - )}
Jelikoz
Fo(z1,...,2,) = p((—00,21] X -+ X (—00, 24]),
potom plati

Agy by oDy o, Fu(zr, ..o xn) = p((a,b]) >0
kde (a,b] = (a1,b1] X -+ X (an, by).
Véta 13.4. Funkce F,, : IR™ — IR je distribucni funkci ndhodného vektoru prdivé
kdyZz splnuje podminky
F,: R" —[0,1]
Fo(z®) N\ F(z), pokud zp \, =

Fo(4o00,...,400) =1, F,(z1,...,—00,...,2,) =0

Aa17b1 . Aan,ann(-rlv - ,xn) >0

Distribu¢ni funkce obsahuje samoziejmé celou informaci o kazdé ze slozek vek-
toru. Marginalnim rozdélenim vektoru Fy se rozumi rozdéleni Fy, jednotlivych
slozek vektoru.

Tvrzeni 13.5. Necht Fx : IR" — IR je distribuéni funkce ndhodného vektoru

X =(Xy,...,X,). Potom margindlni rozdéleni jednotlivijch proménnych lze ziskat
Fx.(t;)= i Fx(t1,...,tp) = i PN (X; <ty
XJ( J) ti%gg}i#j X( b ’ n) tiﬁlogli?éj ( ]_1( 7= J))

Definice 13.6. Rozdéleni pravdépodobnosti nihodného vektoru X pro diskrétni ve-
liciny je nezdpornd funkce
pX(al,... ,an) = P(Xl = al,...,Xn = an),aj c IR

Pro spojité rozdéleny vektor je to spojitd funkce (pravdépodobnostni hustota) fx :
IR™ — IR s vlastnosti
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P((Xl,,Xn) S S) = /.../fx(l‘l,...,xn)dﬂfl dl‘n,
S

& Poznamka. Spojitost hustoty fx je ponékud pfili§ restriktivni podminka. V
obecnéjsi formulaci by stacila integrovatelnost, avsak za uc¢elem technického zjedno-
dusgeni vykladu budeme pouzivat spojité funkce, resp. funkce které jsou restrikcemi
spojitych funkci na jednoduché podmnoziny R", jako napf. oteviené mnoziny apod.

Véta 13.7. Pro spojité rozdéleny vektor plati

877,
fX(alw"van) = mFX(a17“~van)

Diikaz.

Qn

FX(al,...,a”):/.../fX(xl,...,xn)dxl...dccn,

an 2
OPx(ar, ..., an
M:/.../fX(a1,$2,...,xn)dx2._.dmm et
al’l
"
Tor o, Fxlan.san) = fx(ar,.. an)

Hustota marginalniho rozdéleni spliuje

oo o0

fXj(aj):/.../fX(xl,acg,...,aj,...7mn)dx1...dxm
—o0

— 00

& Priklady

Necht @ = [0,1], X(t) = ¢,Y(t) = ¢, resp. X(t) = t,Y(t) = 1 — t. Najdéte
distribuéni funkci vektoru (X,Y). Necht Q = [0,1]%, X(x,y) = 2, Y(x,y) = v,
najdéte distribu¢ni funkei vektoru (X,Y). Porovnejte tyto distribu¢ni funkce a take
distribu¢ni funkce jednotlivych veli¢in X,Y ve v8ech piipadech.

Véta 13.8. Necht X = (X4,...,X,) : (Q,P) = R™ je spojité rozdéleny ndhodnij
vektor s hustotou fx. Potom ndhodny vektor (z1,...,x,) : R™ — IR™ definovany
na pravdépodobnostnim prostoru (IR"™, ), kde p je obrazem miry P z Véty 13.2,
ma stejnou distribuéni funkci jako X.

Dukaz této véty je jednoduchy vypocet. Jeji vyznam spocivad v tom, Ze nam
umozihuje nahradit vektor X konkrétnéjsim vektorem soufadnicovych funkei z IR™.
Z hlediska pravdépodobnosti jsou tyto vektory nerozlisitelné. Vétu lze tedy pouzit
pro jakékoliv vypocty. Napiiklad:

Véta 13.9. Necht X = (X4,...,X,) je spojité rozdéleny ndhodny vektor velicin
definovangch na Q s hustotou fx, g : IR" — IR je spojitd funkce. Potom Y =
goX =g(X1,...,X,) : Q = IR je ndhodnd veli¢ina, pro kterou plati: Distribucni
funkce Fy spliiuje

Fy(t):/... / Fx (@1, ... ap)dey ... dzy,

{(z,1,..,zn): g(x1,..., 00 ) <t}
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E(Y):/.../g(tl,...,tn)fx(tl,...,tn)dtl...dtn

Speciédlné, pro puvodni slozky vektoru plati

E(XJ):E(LIZ‘JOX)Z//tjfx(tl,,tn)dtldtn

31



PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA 32

14. NEZAVISLOST NAHODNYCH VELICIN

pravdépodobnosti.
Definice 14.1. Ndhodné veli¢iny obsaZené v néhodném vektoru (X,Y) (resp. X =
(X1,...,X,)) se nazyjvaji nezdvislé pokud plati

Fixy)(a,b) = Fx(a)Fy (b),a,b € IR.

FX(al,'H;an):FXl(al)'“FXn(an)aaj elR

Ekvivalentné,

P(X <aY <b)=P(X <a)P(Y <b),a,be R

P(X1gal,...,Xngan):P(Xl§a1)...P(Xn§an),aj€R

& Ekvivalentné, viechny jevy X j_l(Aj) jsou nezavislé, pro libovolné mnoziny
Aj;. Toto lze dokdzat postupem po slozkach, s vyuzitim faktu, Ze mira je urcena
hodnotami na intervalech.

& Dusledek je, ze pokud X1, ..., X, jsou nezavislé, potom g1(X1),..., g, (Xy)
jsou také nezavislé, pro libovolné transformace g; veli¢in X;. Podobné plati, Ze
91(X1) a g(Xa,...,X,,) jsou nezavislé.

Véta 14.2. Necht X; jsou spojité rozdélené ndhodné veli¢iny s hustotami f;, Potom

flar,...;an) = fi(a1) ... fu(an) : R" - R

je funkce hustoty na IR" takovd, Ze proménné x; : IR" — IR na tomto 2 = IR" s
mirou danou hustotou f, jsou nezdvislé veliciny se stejnym rozdélenim jako X;. Lze
tedy pro kazdou konecnou mnoZinu velicin (resp. rozdéleni) zkonstruovat nahodny
vektor, jehoZ sloZky jsou nezdvislé s predepsanymi rozdélenimi.

Takto sestrojeny nahodny vektor je pfitom urcen jednoznacné.

Tvrzeni 14.3. Pokud X = (X1,...,X,) je spojité rozdéleny ndhodny vektor s
hustotou fx : IR"™ — IR, jehoZ slozky jsou nmezdvislé veliciny s hustotami f;, potom
plati

fX('rla s 7ITL) = fl(l'l) . "fn(xn)
Diikaz.

o" 8
Ix(@,...,zn) = mFX(xla--'axn) = HiFJ(xJ) =

Tvrzeni 14.4. Pokud X,Y jsou nezdvislé veliciny (pro dikaz piedpoklidejme spo-
Jité rozdélené) potom

E(XY) = E(X)E(Y)
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Dikaz:
B(XY) = / / ey fx (@) fy (y)dedy — / e (2)dz / yfy (y)dy = E(X)E(Y)

Pokud X, Y jsou nezavislé veli¢iny (pro dikaz pfedpokladejme spojité rozdélené
s hustotami f, g), potom jsou také nekorelované. Korelace je tedy rychlym testem
na nezavislost veli¢in (nutna podminka). Opac¢né tvrzeni neplati.

Cox.¥) = [ [auts@p) - [atx@) [ =0

Tedy pro nezavislé veli¢iny tedy plati

DX+ +X,)= zn:D(Xj)

& X1,..., X, jsou stejné rozdélené nezavislé veli¢iny, Z = max;{X;} (resp. min).
Najdéte rozdéleni Z. Distribu¢ni funkce Z = maxX; je Fz(x) = Fx(x)™.

& Pro XY nezavislé veli¢iny a Z = X +Y dostaneme vyjad¥eni pro distribuéni
funkci:
Diskrétni pripad

pz(c) = ZPX(C —bj)py (by).

kde b; bézi pfes vSechny nenulové hodnoty py (b;).
Piiklad dva hody kostkou.
& Ve spojitém piipadé pro distribu¢ni funkci plati

FZ(a):/ / fz(x,y)dxdy.

zt+y<a
Uzitim nezavislosti
0o a—y 0o a—y %)
Fy(a) = / / f2 (e, y)dady = / / Fx(@) fy (y)dedy = / Fx(a— )y (y)dy.

& Diferencovanim podle a, hustoty spliiuji:

o0 oo
fol@) = Fy@ = [ Fra—niwis= [ fxta= )iy
Piiklad X,Y nezavislé veli¢iny s rozdélenim N(0,1), Z = X + Y bude mit
rozdéleni N (0, 2).

o0
1 1 1
fz(2) = /(meié(zﬂﬂz)(\/%e*%yz)dy— /(Tﬂ)?e*%(?y272yz+z2)dy
1 _le o ]. _1 2 . le
Fule) = et [ (e,
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oo

fz(z) = 1 / 3(V2(y—2/2)) ) dy
/ AV gy - L £
\/47r V221

& Indukci, pokud Xi,...,X, jsou nezavislé veliiny s normélnim rozdélenim
N(pj,0%), ac; konstanty, potom X Y71 ¢jX; ma normalni rozdéleni N (p,0?)
kde p =" i1 CiHy, 00 = Z; 1 ] J Tento vysledek dokdZeme s pouZitim charak-
teristickych funkci déle.
Véta 14.5. Necht X1, ..., X, jsou nezdvislé velic¢iny s normdlnim rozdélenim N (0,02).J

Necht U = (u;j)} =1 je ortonormdlni matice,

Y1 Uil 0 Uln X1
Y, Upl -+ Upn Xy
kdeY = (Y1,...,Y,) je novy ndhodny vektor. Potom Y jsou nezdvislé veliciny

s normdlnim rozdélenim N(0,0?).

Diikaz. Pro pravdépodobnostni hustotu f vektoru X = (Xq,...,X,,) plati
z1)2 Tn 2 z|2
1 e~ <2i)2 ..e (2(7% = ( 1 )ne ”2aH

(0\/%) ¢ o2

Funkce hustoty je rotatné symetricka, tedy f(x) = f(Ux), x € IR™. Tedy,
oznafime-li g miru na IR™ s hustotou f, A C IR",

P(XeA):u(xeA):/.../f(z)du:
A

/ / f(x)dp=P(X e UT(A) = P(UX € A)
UT(A)
Volbou Ag = {(x1,...,2n}: o1 <t1,...,2, < t,} ziskdme:

flay,. ... xy) =

Fx(tl,...,tn) :P(XEA()):P(UXEA()):P(YEAo):Fy(th,tn)

Tim jsme dokézali, Ze distribu¢ni funkce vektoru Y je rovna distribué¢ni funkci
vektoru X, specidlné tedy Y; jsou nezavislé veli€iny s pozadovanym rozdélenim. [

Véta 14.6. Necht (X,Y) jsou nezdvislé spojité veliciny s hustotami f,g. Potom
Z =XY, resp. Z = % md hustotu

/ f(= mdm

resp. za predpokladu g(x) =0, z < 0,

oo

h(y) = / zf(yz)g(z)dw

0
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Diikaz. Z Véty 13.9, pro soulin, pouzitim zamény poradi integrace a diferencovani,

/O f(@)g(y)dydx + / /;r f(@)g(y)dydx

0
120 = 20 /f dx+/f o)L dw = h(t)
0

Podobné pro podil.

%\8
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15. ZAKON VELKYCH CISEL

Véta 15.1. Cebysevova nerovnost. Necht X je ndhodnd velicina, a > 0. Potom
plati

P(X ~ B(X)| > a) < 5 D(X).
Dukaz: ozna¢ p = E(X), spojity pfipad.
D(X)=FE(X —p)?*= / (x — p)? fx (x)dx > / (x — p)? fx (x)da
—0oo lz—pl>a

> / a’fx(z)dr = a*P(|X — E(X)| > a).
|z—pl>a

. .- o PTIPUNR U2 i X
Necht X3,..., X, jsou stejné rozdélené nezavislé veli¢iny, X,, = ==— budeme
znacit ndhodnou veli¢inu, kterd reprezentuje prameér.

D) S DX = D LD = o5 b, = 22

Je vidét, ze D klesa k nule pro rostouci n.

Véta 15.2. Zdkon velkijch éisel (slaby)
Necht X1, ..., X, jsou stejné rozdélené nezdvislé (staci nekorelované) veliciny,
jejichz stredni hodnota je i a variance o%. Potom plati pro kaZdé ¢ > 0:

lim P(|X, —pu|>e¢)=0.
n—oo

Dikaz. plati E(X,) = u, D(X,) = %2 Podle Cebysevovy nerovnosti

— 1 02
P(|X, —pl>¢) < 2
Priklad. Hodime férovou minci 100 krat. Odhadnéte pravdépodobnost, 7ze pocet

hlav je v rozmezi 40 — 60.

Model: X; je Benoulliho veli¢ina s hodnotami 0, 1 s pravdépodobnosti %, vysledek
1 modeluje hlavu. Vime, ze p = %, o? = i. Potom X 1o je veli¢ina piedstavujici
prumeérnou hodnotu. Zajima nas pravdépodobnost, ze

4 6
P( X100 < 10)

10 —
Opaény jev znamena. ze | X109 — %| > %. Podle odhadu Cebyseva méme
_ 11 1
P(| X100 — =| > —) <104 = —.
(K00 = 51> 15) < 1075055 =

Pravdépodobnost, ze vysledek bude v rozmezi 40-60 je tedy nejméné 1 — i.
Silny zékon velkych &isel je tvrzeni, Ze | X, (w) — u| — 0 plati pro skoro viechna
w € Q.

Véta 15.3. (refomulace pro distribucni funkci) Plati, Ze Fsx — F kde F je skokovd
distribucéni funkce se skokem 1 v bode p.

Vime, ze E(X,) = p, D(X,) — 0. Pii jiné normalizaci sou¢tia Y. D(X;) =
S(X; — p)? lze dosahnout toho, aby ﬁD(Z X;) = o2. Tento pfistup vede na
centralni limitni vétu.
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16. CENTRALNI LIMITNI VETA

Véta 16.1. Centrdlni limitni véta.

Necht X1, ..., Xy jsou nezdvislé stejné rozdélené veliciny se stedni hodnotou
a varianci 0%, E|X1|? < co. Necht distribucni funkce promeénné % md tvar
X, —
Gula) = (S5 <)

B

1 [ ¢

Potom G, (x) — ®(x) konverguje v kaZdém bodé pro n — oo.

Dukaz bude proveden niZe s pouZitim charakteristickych funkci (Fourrierovy
transformace).

Definice 16.2. Charakteristickd funkce (Fourierova transformace) ndhodné veli-
¢iny X je definovdna
bx(t) = BE(eX).
Ekvivalentné, pro X s hustotou fx je vidét, Ze jde o Fourrierovu transformaci.

ox(t) = /eimfx(x)da:.

Nékteré dulezité vlastnosti: ¢ je uniformné spojita na IR.

ox(0) = 1,[¢x () < 1,
Gex+d(t) = eitd¢x(ct)7c,d cR

dn =T n
dtfﬂd}x(t)h:o =1 E(X ),TL S IN.

Pokud Xj, ..., X, jsou nezavislé veli¢iny,
Ox1 i x, (1) = B(e*20%0) = B(][ ) = [T E("%) = [T ox, (8).
J J

Véta 16.3. (véta o spojitosti) Necht F je distribucni funkce veliciny s charakteris-
tickou funkci ¢. Potom F,, — F konverguje slabé (tj. bodové v kazdém bodé spojitosti
F) pravé kdyz ¢, — ¢ bodové v kaZdém bodé.

Tuto vétu lze pieformulovat tak, ze Fourrierova transformace je zobrazeni, které
mé inverzi a které je v jistém smyslu spojité v obou smérech.

& Pokud Z = N(u,0?), potom ¢z(t) = e'th= = Specialné, pokud Z ma roz-
t2
déleni N(0,1) pak ¢z(t) =e™ =.
Dikaz. pro N(0,1).

d 1 d 2 U e —i [ d e
%g(t):\/?%/e_Te”wdx:—/e_T(ix)e’mdx: ‘ — (77 )" dy
o0

— 00 —
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per partes

oo

2 | . t 22 .
= [e~ T Hitr)oe / e~ T e dr = —tg(t
T - [ ) o1t

—0o0
Tato diferencialni rovnice
g'(t) = f(t)g(t)
/
g'(t) /
= (Ing(t))" = f(t) = —t
g(t)
2
mé4 obecné Feseni ce/ f®)dt tedy v nasem p¥ipadé ma Feseni g(t) = ce™ T . Poté-
te¢ni podminka ¢ = ¢g(0) = 1.
Nyni zbyva pouzit jednoznacnost charakteristické funkce spolu s ptedchozim vy-
poctem.
Dikaz centralni limitni véty.

Podle véty o spojitosti staci dokézat konvergenci odpovidajicich charakteristic-
kych funkci. Mame

a//n o/v/n ovn ﬁj:l 77

kde Z; = XiZl Normalizace je provedena tak, ze plati E(Z;) = 0,D(Z;) = 1,

a

E(Y)=0,D(Y) =1

Y =

b5 7, (t) = bz, ()"

Oy (t) = b5 7,/ m(t) = b5 2, (t/Vn) = bz, (t/v/n)".
Taylor okolo 0:

1‘2
¢2, (%) = ¢2,(0) + 2z, (0) + 7 ¢z, (0) + o(z?).

Mame z = = a
62,(0) = 1,01, (0) = iB(Z) = i(0) = 0,6%,(0) = B(Z}) = -1,
butivm) =1- = 4 ol).
br(t) = otV = (1 oDy o e

Rychlost konvergence je odhadnuta v nasledujici vété.

Véta 16.4. (Berry Essén)
Necht X; jsou nezdvislé, stejné rozdélené veliciny s nulovou stredni hodnotou,
15wy
D(X;) =02, p= E(|X1|?) < o0, G,, distribucni funkce %, ® = Fyo,1)-
Potom plati

p
Gp(z) — ®(2)| <
sup |Gn(2) = ®(2)] < 55 NG

Poznamka. Binomické rozdéleni 1ze aproximovat je-li np(1 —p) > 9.
V praxi se pouziva n > 30 (e.g. Novovicova p. 71).

Véta 16.5. Pokud Xi,...,X, jsou mezdvislé veliciny s normdlnim rozdélenim
N(uj,ajz), a ¢; konstanty, potom X = Z?:l ¢; Xj md normdlni rozdéleni N (u,0?)
kde jo =377, ¢, o? = > i1 ¢z,
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Diikaz.

5242

- n 02c2t2
J
2

x(t) = [[ de,x, (1) = [[ o, (est) = [[ e~
=1

Jj=1 j=1

— eitu—

24_

39
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17. STATISTIKA ZAKLADNI POJMY

Definice 17.1. Necht F je pravdépodobnostni rozdéleni. Toto rozdéleni (veli¢inu)
nazveme zakladnim souborem. Posloupnost X = (Xi,...,X,,) nezdvislych veli-
¢in se steynygm rozdélenim I se nazjvd ndhodny vybér o rozsahu n ze zdkladniho
souboru. Mnozinu vSech hodnot X nazveme vybérovym prostorem a kaZdy bod
(x1,...,2Tn) této mnoZiny nazveme realizaci nahodného vybéru.

Tato posloupnost reprezentuje provedeni n nezavislych experimenti se stejnym
rozdélenim F.

& Formulace problému.

Ve statistice vychazime z predstavy, Ze existuji pravdépodobnostni rozdéleni Fy
ur¢itého typu, zavisejici na jednom nebo nékolika parametrech 8 € ©, které jsou
nam neznamé. Kazdé hodnoté 0 piislusi odpovidajici ndhodny vybér X o rozsahu n.
Nasim cilem je pomoci souboru naméfenych dat, tedy realizace ndhodného vybéru,
odhadnout hodnoty téchto nezndmych parametru 6.

Ptiklady. Hazime minci, tedy zkoumame nula-jednickové rozdéleni s neznamym
parametrem 6 = p € [0, 1]

Zakon chyb- pfedpokladdme normalni rozdéleni, nezname parametry p € IR, o >
(@—m)?

0, N(u,0?) ma hustotu f(z) = m}ﬂe_ 27

Definice 17.2. Ndhodnd velicina T(X) = T(X1, ..., X,) definovand na vijbérovém
prostoru, se nazyjvd vybérovy odhad nebo statistika.

Definice 17.3. Vybérovy prumér je definovdn jako statistika

_ 1 &
angi;xy

Vijbérovy rozptyl:

Hodnota S,, se nazijvd smérodatna odchylka ndhodného vijbéru.

Tyto dvé hlavni statistiky budeme déle studovat, jakozto odhady stfedni hod-
noty, resp. variance apriori neznamého rozdéleni F'.

Definice 17.4. Statistika T se nazgvd nestrannym odhadem parametru 6 , jehoZ
hodnota nemusi bijt apriori zndma, pokud plati

E(T)=0.
Statistika T se nazjvd konzistentnim odhadem parametru 6, pokud plati
HILII;OP(\T— 0l <e)=1.
Presnéji,
Ve>0Vi>03Inge N, (n>ng)= P(|T,—0]<e)>1-9§

Véta 17.5. Necht X je velicina se stiedni hodnotou p a rozptylem o*. Potom
viybérovy prumér a vybérovy rozptyl jsou nestrannou a konzistentni statistikou pro
stiredni hodnotu E(X), resp. varianci D(X).

Dikaz. Vybérovy primér.

E(Xn)=pn
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Nestrannost je zfejma, konzistence je ekvivalentni (slabému) zékonu velkych -

sel.
Rozptyl. Potiebuji jednoduchou identitu:

Takze

! > (X —p)? - ﬁl(Yn—W: ilZ(Xi_M)Q_nﬁl(%Z(Xi_/‘))z
i=1 i=1

1
Protoze (X; — p)? jsou nezavislé, dostaneme nestrannost pro rozptyl:

n n 1
E(S’ZL):71—1([2771—1502:02

Ze zékona velkych ¢isel aplikovaného na X, a téz na > (X; — u)? ve vyjadieni

= )6 RN LG G

n—1 n
i=1

plyne konzistence pro rozptyl.

Pro stejny parametr 1ze obecné Feceno zavést mnoho nestrannych statistik (od-
hadu). Napf. pro stfedni hodnotu lze zvolit X; apod. V praxi je nejlepsi volit
odhady které maji co nejmensi rozptyl.

Definice 17.6. Odhad ¢(X1,...,X,) pro 0 se nazgvd nejlepsi nestrannyg odhad,
pokud je nestranny, a pokud pro kazdy jing odhad (X1, ..., X,) plati
V0 € © Do((X1,...,Xn)) > Do((X1,...,Xn)).

Lze ukazat, 7e pro ndhodny vybér odvozeny od normélniho rozdéleni N (u,o?)
jsou vybérovy prumér a rozptyl nejlep§im odhadem.



PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA 42

18. BODOVE ODHADY, METODA MAXIMALNI VEROHODNOSTI

Tato metoda se hodné pouziva, jeji odhady jsou konzistentni a pro velké n téz
nejlepsi (tj. maji minimalni rozptyl podle odhadu Cramér-Rao-[Dupad]|, nebo Dek-
king). Nemusi byt nestranné, ale jsou asymptoticky nestranné.

Motivacni piiklad: Necht X1,..., X4 je ndhodny vybér z nula-jednickového roz-
déleni s parametrem p = 0.2 nebo p = 0.8. Realizaci ndhodného vybéru mame
0,0, 1,0. pravdépodobnost tohoto vysledku je P = p(1 — p)3. Pro p = 0.2 je to
0.1024, pro p = 0.8 je to 0.0064. Je tedy ziejmé, ze za odhad p vezmeme hodnotu
s pravdépodobnéjsim vysledkem.

Uvazujeme nyni pravdépodobnostni rozdéleni Fy, které zavisi na jednom parame-
tru 6 € IR. Necht f(t,0) je spojité diferencovatelné funkce dvou proménnych, které
predstavuje pro kazdou hodnotu parametru 6 pravdépodobnostni hustotu fy. Hus-
tota pravdépodobnosti ndhodného vybéru (Xi,...,X,) (veli¢iny X, jsou nezavislé,
tedy hustota rozdéleni vybéru je soucin hustot) je

n
L(O)(x1, ..., 2n) = ] f(2i,0)
i=1

Této funkei se v tomto kontextu Fiké funkce vérohodnosti.

Definice 18.1. Mazimdlné vérohodny odhad 0 je hodnota h(x1,...,x,) které ma-
zimalizuje funkci vérohodnosti L(6) pro vSechna (x1,...,x,) z vijbérového prostoru.
Odpovidagici statistika T(X1,...,X,) = h(X1,...,X,) se tedy nazgvd mazimdlné
vérohodny odhad 0.

Poznamka. Maximélné vérohodny odhad nemusi byt vzdy nestranny, ale lze
dokazat, ze za urcitych obecnych pfedpokladi je asymptoticky nestranny (pro
n — 00), a mé fadu dalsich pozitivnich vlastnosti.

Ponévadz L(#) > 0, pouzitim logaritmu to je ekvivalentni maximalizaci vyrazu

log L(0) = ) _log(f(x:,6))
j=1
tedy
> Toulf(2:,0)) = 0

& Predpokladame, ze muZzeme rozdéleni popsat hustotou
f(z) = (k+ 1)k, 2 <c(0,1].
kde k£ > —1 je neznamy parametr.
Naméiené hodnoty:
0.2 0.4 0.5 0.7 0.8 0.8 0.9 0.9

Odhadnéte hodnotu k metodou maximalni vérohodnosti.

8

L(k) = [ [k + 1)}

i=1

8
log L(k) = 8log(k+ 1) + k Y _loga;

i=1
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8
d 8
Zlog L(k) = —— log 2; =
gy og L(k) k+1+; ogx; =0

Numerickym feSenim dostaneme k = 0.89.

& Diskrétni piiklad. Jev ktery nastava s neznamou pravdépodobnosti p nastal
k-krat v prubéhu n nezavislych pokusi. Odhadnéte p.

L(p) =p*(1 —p)"*

log L(p) = U(p) = klogp + (n — k) log(1 — p)
k—mnp
I'(p) = ———
®) p(1—p)
'(p) = 0prop = % Toto je rovno odhadu pro stiedni hodnotu Bernoulliho
veli¢iny, podle vysledku vyse.

& Diskrétni piipad- Poissonovo rozdéleni. Necht x1,...,z, je realizace nahod-
ného vybéru. Poiss(\), A > 0 méa rozdéleni

)\Ic
P(X =k) = ﬁe*& E=0,1,...
vérohodnostni funkce je

LAz, xp) = X @i nA

z1!. . 2y

n Ty
log L(A,21,...,2p) = ij log A — n\ — Z(ilogi)

j=1 i=1
Regeni vérohodnostni rovnice splauje
Yayn=0
Ti— —n=
D
A=T, = E(X)
& Rozdéleni s hustotou zévislou na parametru o2, ndhodny vybér z1,...,z,.
2 T =t
r,0°) = —e 222, x>0.
fao®) = 5 >

Funkce vérohodnosti mé tvar

1
2y _ 2 N 2
InL(o%) = —nlno® + ln(l I x;) 5,2 E x5

=1 =1

d 9 n 1 « 9

Reseni je
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& Metodu maximalni vérohodnosti lze pouZit i v pFipadé vice parametri.

Najdéte maximéalné vérohodny odhad parametru norméalniho rozdéleni N (u, 02)

pro ndhodny vybér z1, ..., z,. Hustota spliuje
N T
f(z) = ovan e 202

log L(p, 0%) = _n log 27 — n logo® — — ) (x; — )
2 2 et
Hledame kriticky bod (o2 je pro nés formélni symbol nezndmého parametru,
nikoliv druha mocnina), tj.

0 2 < 1 &
87 log L(, 0 = 952 2:: =2 ;(:m -

0 9 n 1 &
@logL(,u,U )= ~552 + ﬁ;(%

Reseni pro konkrétni realizaci ndhodného vybéru je

n—1
2 _ 2

/'[/Zjnao-

n’

n
takze feSeni pro ndhodny vybér je (jak je vidét pro rozptyl nevyjde vybérovy
rozptyl, takze tento odhad neni nestranny, nicméné je vidét, Ze je konzistentni)
n—1

p=X,0%= - s2
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19. INTERVALOVE ODHADY

Definice 19.1. Necht X1, ..., X, je ndhodny vijbér z rozdéleni které patii do mno-
ziny {Fp : 0 € ©}. Duvojice statistik

{(¢L(X17 s vXn)v¢U(X17 s 7X7l))}

se nazgyvd intervalovy odhad (nékdy téZ interval spolehlivosti, resp. konfi-
denéni interval) parametru 0 o koeficientu spolehlivosti (1 — «) jestlize plati

P0(¢L(Xla"'aXn) <9<¢U(X17"',Xn)):17a7 e
Dvojice statistik
{(¢L(X17"'3Xn)7¢U(X17"'7Xn))}

se nazyvd dolni, resp. horni odhad parametru 6 o koeficientu spolehlivosti 1 — «,
jestlize plati

P9(¢L(X1,...,Xn) < 9) =1l—-a, €06
resp.

Pg(o < ¢U(X1,...,Xn)) =1l—qa, €06

Konfidenéni interval neznamend, ze pravdépodobnost skuteéné hodnoty lezici v
tomto intervalu se rovna kvantilu, protoze na prostoru © neméame zadefinovanou
pravdépodobnostni miru, a protoZe hodnota odhadu je funkci realizace nahodného
vybéru. Misto toho znamené, Ze pii mnoha opakovanich experimentu bude pomérné
¢etnost toho, Ze intervalovy odhad obsahuje skuteénou hodnotu parametru, rovna
kvantilu.

Definice 19.2. Necht distribucni funkce F je spojitd a rostouci, 0 < < 1. Potom
¢islo x5 = F~1(B) se nazyjvd B-kvantil pro F.

Je ziejmé, 7e plati

1
Plze <X <z 9)=F(r1-¢) - F(zg)=1-0a, a< 7

& Kvantily pro normélni rozdéleni N(0,1) maji znaceni u;_, = F~1(1 — «)
(nebo v jiném znaleni z, = ui_,) a lze je najit v tabulkach. Plati

P(—242<Z <zqp)=1-a

Véta 19.3. Je-li X ndhodny vijbér o velikosti n ndhodné veliciny N(u,0?), se
zndmou hodnotou o, potom konfidenéni interval s koeficientem spolehlivosti (1 — )
pro p je ddn
X, — 2 Z <pu<Xp,+z 7
n /2 \/ﬁ 2 n a/2 \/ﬁ
X, - za% je dolni odhad p s koeficientem spolehlivosti (1 — ).

X, + Zaﬁ je horni odhad 1 s koeficientem spolehlivosti (1 — ).

Diikaz. Pouzijeme toho, Ze soucet nezavislych normalné rozdélenych veli¢in je opét

normélné rozdélené veli¢ina (Véta 16.5). Veli¢ina Z = i{;‘\}: mé rozdéleni N(0,1),
tedy plati

P#(—ZQ/Q<Z<ZQ/2):1—OZ, NeR

Upravou ziskdme

o — o
PM(M_ZQ/2%<X71<M+Za/2%):1_a7 peER
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P o — g
PH(Xn—za/Qﬁ <M<Xn+za/2%) =1l-a, pelR

Postup pro jednostranné odhady je stejny. O

& Urcete 90-procentni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p za predpo-
kladu, ze méte ndhodny vybér o n = 50 z normélniho rozdéleni se zndmou sméro-
datnou odchylkou o = 12.1 a aritmeticky pramér je Tsq = 36.38.

Koeficient spolehlivosti je 0.9, tedy a = 0,10, z tabulek uréime 2,/ = 20.05 =
1.645. Dosazenim

12.1 12.1
36.38 — 1.645——, 36.38 + 1.645——) = (33.6,39.2
( 0l mg) = ( )
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20. ZAKLADNI VETA STATISTIKY

K nalezeni intervalovych odhadii pro normalni rozdéleni s neznamou hodnotou
o je tieba zavést nové nahodna veliciny, rozdéleni Studentovo a x2.

& Funkce I' : IRt — IR je definovana nasledovné

I'(a) = /xa_le_ldx.
0

plati I'(n + 1) = n!l, asymptoricka Stirlingova formule I'(z + 1) ~ v27z(%)?,
z = o0.

Vé&ta 20.1. x2 o n-stupnich volnosti:
Necht Xi,..., X, jsou nezdvislé veliiny s rozdélenim N(0,1). Potom Y, =
> 5=y X3 ma hustotu (prot <0 je to 0)
(t) A S
= ———<€ 2 > 0.
gn 27F(%) )
a plati E(Y,) = n,D(Y,) = 2n. Toto rozdéleni se téZ znaci x2. Distribucni
funkce se obvykle znaci G,,.

Dukaz viz skripta Dupac.

Vé&ta 20.2. (Zdkladni véta statistiky) Necht X;,7 = 1,...,n jsou nezdvislé veliciny
stejné rozdelené N(u,0?). Potom vijbérovy primér X,, a vybérovy rozptyl S? jsou
nezavislé velic¢iny.
Ndhodnd veli¢ina (n — 1)‘:—2‘ md x2_, rozdéleni o (n — 1) stupnich volnosti.
Dikaz. Budeme pfedpokladat, ze u = 0, v obecném piipadé lze piejit k velicinam
X; — p. Ozna¢me X = (Xy,..., X,) nadhodny vektor.

Necht U = (u;5)} ;1 je ortonormélni matice pro kterou u; = \/% Necht
Y; VN VN X,
S rer o U2
Yo A
Un1 e Unn
kde Y = (Y1,...,Y,) je novy ndhodny vektor. Plati
Y1 = Yn\/?l
2 _vTy _ vTx 2
SV oYY S XTX S YK
j=1 j=1

pouzitim vztahu ktery jsme jiz odvodili d¥ive (u = 0)

n

> (Xi-X,)? = Zn:XE - zixix +nX, = zn:X]? —nX.,
i=1 i=1 j=1

i=1
tedy
SovE >0 X
j=2 j=1
Jak jsme dokazali vyse ve Vété 14.5, jsou Y1, ..., Y, navzdjem nezavislé veliciny,

a tedy jsou Yy a 377 (X; — X,,)? téz nezavisle veliciny.
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Posledni tvrzeni nasi véty plyne okamzité ze vztahu

52

27@_72 =(n-173.

Véta 20.3. Studentovo (nebo také t,-rozdéleni) o n stupnich volnosti:
Necht U,V jsou nezdvislé veliciny s rozdelenimi N(0,1) pro U a X2 o n-stupnich
volnosti pro V. Potom T = L\/ﬁ md hustotu

(R 1) ﬁ _np
hn(t)_i\ﬁr(%)( +n) , t€RR.

Distribucéni funkce se obuykle znaci H,.

Diikaz. Podle Véty 20.1,

-1

n
2

~

fr(t) = e 2, 1> 0.
Méame
Fo(T) = Fy (1)
D) = L5 (1) = LR (1?) = 2T (12) = 2 %
VA T Vv ar” VY 25T (2)°

Hustota veli¢iny vV tedy spliiuje

T 16 22

21y "
Veli¢ina \/nU mé& normélni rozdéleni N(0,n)
Podle Véty 14.6, kde X = \/nU, Y =V, Z = £ ma hustotu

qn () = >0

7 7 1 _ 2242
o) = [ty @is = [ e g @)ae =
\/7
0 0
) 2,2 2 o0 21 2
n,— i — Lo n,—z" 5 (1+5%)
re " dr= re dx

V2mn 28 71T (% V2mn 28 71T (%
2 0 2

2
. . d _
substituc s = 12%(1+ L), (do = m(TS%')’ a1 = W)
oo
1 t nt ntl
=—(14+—) 2 /ST_le_stZ
Vrnl'(5) n )
F(Lﬂ t n+1 1 _ 2

g

Toto rozdéleni je symetrické a plati E(T) = 0,D(T) = 5. Pro n > 30 plati
T = N(0,1).
Dusledek piedchozich vét a definic je nasledujici.

Véta 20.4. Ndhodnd velicina T = " =g/n md t,—1-rozdéleni o (n — 1) stupnich
volnosti.
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< 2
Dikaz. Polozme U = f/”\;#, V = (";12)5". Potom U,V jsou nezavisla a maji

rozdéleni N(0,1), resp. x2_,. Pfitom plati

U
T= ﬁ\/n—l.

Kvantily obou téchto rozdéleni jsou tabelovany, a nesou znafeni (pro n-stupiii
volnosti) X%—a,n? resp. t1_q,pn. Studentovo rozdéleni o n-stupnich volnosti je syme-
trické, a plati Ze t1_q.n — 2o Pro n — oo. Pro naSe ucely pfi praci s tabulkami
kvantilu tedy budeme nahrazovat kvantily Studentova rozdéleni kvantily normaél-
niho rozdéleni.

Véta 20.5. Je-li X ndhodny vyjbér o velikosti n ndhodné veliciny N(u,0?), s ne-
zndmou hodnotou o, potom je konfidencni interval spolehlivosti (1 — «) pro p ddin
_ S, — Sn
Xy —ti_a/om1—=<pu<Xnp+t_a/on-1——
1-a/2, " n jz +1o¢/2,,1\/ﬁ
Konfidencni interval o spolehlivosti (1 — ) pro o2 je ddn
—-1)8?2 —-1)8?
(DS o (=D
X1-gn-1 X& n—1

Yn_u
S

Diikaz. Pouzijeme toho, ze veli¢ina Z = ma t,,_1-rozdéleni o (n—1) stupnich

volnosti, tedy plati

n — M
P, o2(—ti_a/on-1 < <ti—a/on-1)=1—a, peIR
[ 2(—t /2,n—1 NG 1-a/2, 1) o,

Upravou ziskdme

T Sn
Plp—ti_ajomn-1—= < Xn<p+ti_gpni1—=)=1—-a, peR

Vn vn

_ S, — Shn
P(X, — tl—a/Q,n—l% <p<Xp+ tl—a/2,n—1%) =l-a, peR

Upravou podobné jako v piipadé znamé o ziskame vysledek.

2
PouZijeme toho, Ze veli¢ina Z = ("_U% mé x2_,-rozdéleni o (n — 1) stupnich
volnosti, tedy plati
2 (n—1)S7 2
P, o (Xa/Q,nfl < P < lea/Q,nfl) =l-a, pelR
odtud plyne odhad ve vété. O

Véta 20.6. Je-li X = (Xq,...,X,,) ndhodng vgbér o velikosti n ndhodné veli¢iny s
konecnygm rozptylem D(X1) > 0, potom je konfidencni interval spolehlivosti (1 — )
pro stiredni hodnotu pn = E(X1) ddn asymptoticky, pro n — oo, vztahem

+~ Sn - Sn

Xn —Z2q2——= < < Xn a2 —

Za/2 n iz + Zay2 n
X, - zas—\/% je asymptoticky dolni odhad 1 o spolehlivosti (1 — ).
X, + ZQST% je asymptoticky horni odhad p o spolehlivosti (1 — ).
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Diikaz: Ozna¢me o2 = D(X7). Podle centrélni limitni véty mé& nadhodna veli¢ina

Dy = g,i"/\’/’% asympti)ticky rozdéleni N(0,1). Dale plati, ze asymptoticky % — 1,
Xn—p

tedy plati, ze Y,, = & o ma opét asymptoticky rozdéleni N (0, 1). Tedy asympto-
ticky pro n — oo plati

Pyo2(—2a2 <Yn < zqp2)=1-aq, u,0° € IR.

Upravou podobné jako v piipadé znamé o ziskame vysledek.
V praxi se ze zkuSenosti povazuje za dostatecné velky soubor kde n > 30.

& Pr. M4 byt zfizeno nové vlakové spojeni mezi dvéma mésty. V pruabéhu roku
bylo provedeno 30 ndhodnych méfeni poctu cestujicich. Jejich aritmeticky pramér
je T = 450 a vybérova odchylka s3g = 30. Urcete 99 procentni interval spolehlivosti
pro stiedni pocet cestujicich.

Regeni: Koeficient spolehlivosti je 0.99, tedy a = 0.01. Z tabulky urc¢ime 2,/ =
2.567, tedy

Tudiz,

30

30
450 — 2.567——, 450 + 2.567
( \/%)

V30
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21. PRIPUSTNA CHYBA ODHADU

Definice 21.1. Pripustnd chyba odhadu je definovdna jako
o

Vi
Tedy pti zadaném koeficientu spolehlivosti a piipustné chybé odhadneme mini-
mélni velikost souboru, kterd bude tyto podminky spliiovat,

A= Ra)2

Za/QO' 9
=(=x")

& U néhodné vybranych domaécnosti byly sledovany vydaje za pohonné latky
auta. Byl udélan zaveér, ze smérodatna odchylka o je 413 K¢. Urcete rozsah vybéru
nutny k tomu, abychom méli 95 procentni spolehlivost, ze pfipustna chyba odhadu
je rovna 15.

Reeni. A = 15, ar = 0.05, tedy 2,/ = 1.96.

Za/QO'

n=( )? = 2912
& Hodime 100krat kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze sou¢et hodu bude z
intervalu [320, 380]7

Zname p = 3.5, 02 = 22T _ 991 5 — 1.7, velicina Z = X371 ma

piiblizné rozdéleni N (0, 1), tedy plati

P(—24/2 < Z < 2qy2) =1 —aq,

Pz < 220 H 1—a,
(“Zay2 o /+/100 /2)
X100 — 3.5
P(—24/2 < 017 <zap)=1l-a
Chceme aby X109 € [3.2,3.8], tedy
X100 — 3.5
2100 27 ¢ [—1.764,1.764].

0.17

Zde z,/9 = 1.764, tedy § = 0.04, a = 0.08. pravdépodobnost vysledku je tedy
pfiblizné 92 procent.

& Mame minci, kterd dava pannu s pravdépodobnosti 70 procent. Kolik pokus-
nych hodu je tfeba udélat, abychom mohli s jistotou 90 procent oc¢ekavat, ze padne
vic pannen nez orlia?

Polozime X; nula jednickové rozdéleni s pravdépodobnostmi 0.7, 0.3. Zname
pw=0.702=0.7-0.3240.3-0.72 = 0.21, 0 = 0.458, o = 0.1 tedy z, = 1.29. Padne
vic pannen nez orlt znamen, ze X, > 0.5. Na3 cil je tedy

P(X,>05) =1—a.
Xn—p

veli¢ina Z = oI n ma piiblizné rozdéleni N(0, 1), tedy plati

P(Z > —z4)=1—aq,

Xn*,UJ

a/v/n
+07< X,

—-1.29 <

—1.29 x 0.458

vn
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Tedy pozadavek bude splnén, pokud
—1.29 x 0.458
vn

1.29-0.458

SET TR o,
Vi > S 95

0.5 < +0.7< Xn

a tedy n > 8.

& Bod se pohybuje z pocatku ¢iselné osy kazdou vtefinu o jedna doleva nebo
zustane na misté, oboji s pravdépodobnosti jedna polovina. Urcete, za jak dlouhou
dobu n budeme moci s jistotou 95 procent ocekavat. ze vzdéalenost bodu od pocatku
je aspon 40 procent n v jednotkich délky?

Polozime X; nula jedni¢kové rozdéleni s pravdépodobnostmi % Zname p = 0.5,
02 =0.5-0.52+0.5-0.52 = 0.25, 0 = 0.5, a = 0.05 tedy z, = 1.645. Ocekavime,
ze X, > 0.4. N43 cil je tedy

P(X,>04)=1-a.

Veli¢ina Z = f}‘\;# ma4 piiblizné rozdéleni N(0, 1), tedy plati

P(Z>—z,)=1-a,

X,—05
—1.645 < ———+
0.5/v/n
—1.645 x 0.5 —
——— 4+05< X
T T0s<Xn
Tedy pozadavek bude splnén, pokud
—1.645 x 0.5 —
0.4< 00 X0 o5 X,
Vn
Tedy
1.645-0.5
———— =28.2
Vi T
a tedy n > 67.

& Clun ma nosnost 5000 kg. Hmotnost cestujicich je ndhodna veli¢ina X se
stfedni hodnotou E(X) = 70 kg a smérodatnou odchylkou 20 kg. Kolik cestujicich
muze cestovat, aby pravdépodobnost pietizeni byla mensi nez 1 procento?

Zname p = 70, 02 = 400, ¢ = 20. Pro o = 0.01 mame z, = 2.326. Veli¢ina

Z = f}l\;ﬁ“ ma piiblizné rozdéleni N(0,1). Chceme aby platilo

P(nX,, < 5000) > 0.99,

Tedy upravou

P(X, < E’iﬂ) >0.99,

Vime, ze plati

X, — 170
P(=—=— < 2.326) > 0.99
( 20/+/n < )2 ’

— 20-2.326

P(X, <170 > .99,
( + NG ) >

Takze pokud bude platit

20-2.326 5000

70
+ vn -
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potom bude téz platit hledany odhad. Regenim nerovnice bude n < 70.

& Pr. Opakovana méfeni koncentrace latky vedla k nasl. vysledkim:

0.2,0.23,0.21,0.16,0.18,0.19,0.14, 0.18,0.21

Najdéte oboustranné 90-procentni odhady stfedni hodnoty, rozptylu a smérodatné
odchylky.

Plati n =9, Tg = 0.189, s2 = 7.6 - 1074, s = 2.76 - 10~2.

Intervalovy odhad pro o = 0.1, kvantil ¢ /2 ,—1 = G4(5)(0.95) = 1.86:

_ . _ s,
X — tl—a/Q,n—l \/ﬁ <p< Xn+ tl—oz/Q,n—l \/ﬁ
2.76 - 1072 2.76 - 1072
0.189 — f1.86 <p<0.189 — flﬁﬁ

Konfidenéni interval o spolehlivosti (1 — ) pro o2 je dén, pro kvantily
Xi—s o1 = 1551, X%, =273
—-1)8?2 —-1)8?
(n-1S: 2 (- 1)SE
X1—g -1 X& n-1
39-100*<o0?<22-107°
Odtud

1.97-10%2 <o <4.7-1072

Véta 21.2. Predpoklidime, Ze mdame dva nezdvislé vigbery X = (X1,...,Xn,) 2
rozdéleni N (ju1,02) aY = (Y1,...,Yy,) zrozdéleni N (uz,0?). Oznacme X,Y.S%, 53}
vibérové primeéry a rozptyly. Potom statistiky X,Y jsou nezdvislé a statistika X —Y
ma rozdéleni N (1 — pa, %02).

. 1
S 2 = m((nl - 1)512 + (n2 - 1)5%)

je mestranny odhad o2 a (ny + na — 2)S*2/0? md x*(ny + na — 2) rozdélent, a

g X =Y) = (i — p)

* [/mnitng
S ning
md rozdélent t,, 1n,—2-

Jsou-li py, o, 0 nezndmé parametry je

_ L M1 FN2 = = « M1+ N2
(X =Y) = ti_a/2.n+ns—25 \/ Ty (X =Y)+tia/on+n—25"/ W)

intervalovy odhad funkce py — p2 o spolehlivosti 1 — a.

& Je tieba stanovit intervalovy odhad o spolehlivosti 0.95 pro rozdil obsahu
chléru g/l ve dvou nadrzich. Bylo odebrano n; = 25 vzorki z prvni nadrze a
ng = 10 z druhé nadrze, s vysledky:

X =34.48, S} =1.7482

Y =35.59, Si =1.7121



PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA 54

Piedpokladame, ze vzorky jsou normalné rozdélené, pouzijeme piedchozi obec-
nou vétu. Kvantil
to.975,33 = 2.035

po dosazeni dostaneme interval

(0.106,2.114)
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22. TESTOVANI HYPOTEZ

Motivaéni pfiklad. Tovarna vyrabi potravinu, kterd nesmi obsahovat v priameéru
vice nez jedno promile nezadouci latky (toto je pfedpoklad, nebo hypotéza kterou
chceme ovéfit resp. otestovat). Na zakladé ndhodného vybéru méfeni této koncen-
trace chceme rozhodnout, jestli podminka je splnéna. Pokud nas zavér bude, Ze
podminka splnéna neni, bude nutno pfistoupit k nakladné opraveé, resp. reorgani-
zaci vyrobni linky. Je tedy tfeba maximalné sniZit riziko chybného hodnoceni, ve
smyslu falesného poplachu.

Formalizace problému.

Piedpokladame, ze mame ndhodny vybér X = (X1,...,X,,), ktery pochéazi od
zékladntho souboru X;, jenz mé neznamy parametr 8 € ©. Predpokladame, Ze o
parametru 6 existuji dvé navzajem si konkurujici hypotézy, nulova hypotéza Hy:
0 € O¢ a alternativni hypotéza H;: 0 € O, (Casto ©; = IR\ Oy).

Testem nulové hypotézy H, proti H; rozumime rozhodovaci proces, zalozeny
na nahodném vybéru (resp. jeho realizaci), X na jehoz zdkladé zamitneme nebo
nezamitneme hypotézu Hy.

Mame nésledujici moznosti.

1. plati Hy a naSe rozhodnuti je nezamitnout Hy.

2 druhu, Hy-nevinen odsouzen

3. Chyba 2. druhu: piijmeme Hj, ackoliv je nepravdivd. Méné zavazné nez
chyba 1, H; vinen neodsouzen (plati Hy).

4. plati H; a naSe rozhodnuti je zamitnout Hy.

Test je popsan kritickym oborem W C IR" realizace vybéru X. Pokud X € W
pak hypotézu H, zamitneme, v opacném piipadé ji nezamitneme.

Piedpokladejme, ze testovaci proces dava chybu 1 druhu s pravdépodobnosti «,
kterd se nazyva hladina vyznamnosti testu, tedy plati

PQ(XEW) <a, V€O,

Hodnotu « se budeme snazit minimalizovat. Chyba 2 druhu nastava s pravdé-
podobnosti 3,

B(0) = Po(X ¢ W), 0 €O,

Cislo 1 — 3 se nazyva sila testu, a tuto hodnotu se budeme snazit maximalizovat,
pri zachovéni a.

Pri testovani pii pevné velikosti vzorku je ziejmé, Ze pfi snaze zmens§it o, budeme
zaroveh zvysovat silu testu (snizovat ().

Véta 22.1. (Neymanova Pearsonova véta) Necht pi,ps jsou pravdépodobnostni
hustoty na IR™. Necht pro o € (0, 1) existuje ¢ > 0 takové, Ze pro mnoZinu

W*={x € R" : p1(z) > cpo(x)}
plati

[ miayiz=a

W *
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Pak pro libovolnou méFitelnou mnoZinu W C IR™ spliiugict

/po(ac)dx <a

plati i
/pl(:c)dz > /pl(x)d:c
W W
Diikaz.
/pl(x)dx—/pl(x)dx: / p1(x)de — / p1(x)dx
W w W \W WAW™>
> / epo(z)da — / cpo(x)dx
W\W WA\W*
C(W/* po(x)dl’v{po(x)dx) >0

O

Dusledek 22.2. Necht X je ndhodny vijbér s parametrem 6y nebo 61 # 0y, jejich
odpovidagici hustoty v IR™ jsou pg,p1. Mdame-li testovat Hy proti Hy, potom test
s kritickym oborem W* md nejmensi pravdépodobnost chyby druhého druhu B (je
tedy nejsilnéjsi) mezi vSemi testy na hladiné «.

Plati, pro libovolnou mnozinu W, kriticky vybér na hladiné «,

B(0r) = Py (X ¢ W) = / pr(@)de =1 — /pl(x)dx >1- /pl(x)dx

R\W w W=

Véta 22.3. Necht X je ndhodny vijbér z rozdéleni N(u,o0?), kde p je nezndmy
parametr a 0 zndmd konstanta. Necht Hy je hypotéza = o, a Hy je alternativni
hypotéza 1 = p1 > po, a > 0. Potom nejsilnéjsi test Hy na hladiné o je dan
vztahem (ktery nezdvisi na py):

X, —
n NO\/’TLZZQ
(o

Diikaz. Podle predchozi véty najdeme W* tak, aby platilo

n n

1 7(11*#1)2 S 1 7(1’j*l¢0)2
o2 -2
H(\/27r02€ ’ )7CH(\/2W026 ’ )

j=1 =1
tedy
(e —n)? T (i —no)?
e 202 > ce 202

logaritmovanim

n n

2 2 2 2
E (x5 — zy +p1) — ) (27 — poxj + pg) < 1
Jj=1 Jj=1
En Z C2

Konstantu ¢y uréime z podminky

P,(XeW") =«
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tedy
Pu(Xn> ) =1-0(2—Hy/m) =a

g

Jn

Co = o + 2o

Nulovou hypotézu zamitneme, je-li

L_“Wﬁzza
g

& Odhad chyby 2 druhu, jako funkce p(= 1 > po):

Blp) = Pu(X ¢ W), p € R

Je-li p skuteéna hodnota parametru je f;\;g rozdéleni N(0,1),

X — o B
_p (KXo (- p)
_Pﬂ(ia/\/ﬁ < “+7a/\/ﬁ)
o/vn

Funkce  je tedy spojita a klesajici a plati

=P(z, +

Bp) =1 —a, u<po, Blo) =1-a
ﬂ(u)gl_a7M>M0a

lim B(p) =0
H—>00

Chceme-li aby pravdépodobnost chyby 2. druhu byla v pevném bodé€ pi > po
mensi nebo rovna 3, budeme pozadovat

(NO_Ml)) <8

(I)(Za + W

coz vede k pozadavku

n > Mff?
T o

Konkrétni piiklad, p1o = 0,02 = 1,n = 16, = 0.05.
V tomto piipadé

B(p) = (1.645 — 4p)
hodnoty:

© 01 02 03 04 05 08 1.0
B(w) 0.89 0.81 0.67 0.51 0.36 0.06 0.01

Obdobnym zptsobem, ale s pouzitim maximalné vérohodnych odhadu v pribéhu
dukazu 1ze odvodit nasledujici kritérium (viz Dupac p. 128)
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Véta 22.4. Necht X je ndhodny vijbér z rozdeéleni N(u,0?), kde p i o? jsou ne-
zndmé parametry. Necht Hy je hypotéza p = po a Hy je alternativni hypotéza
W # po, o > 0. Potom Hy zamitneme na hladiné o je-li:

|Yn - ,u0|
Sh

& Test o stiedni hodnoté normaélniho rozdéleni s neznamym rozptylem s hladinou
vyznamnosti o, Hy : p = pg. Zamitdme Hy pokud plati:

Vn > li—g.n-1

| X — Ho
Sn/vn

Je vidét, ze Hy zamitdme na hladiné testu a pravé tehdy, kdyz oboustranny
100(1 — «) procentni interval spolehlivosti pro u neobsahuje hypotetickou hodnotu
Ho-

& Zaiizeni vazi soucastky s chybou, kterd mé rozdéleni N(u,o0?), o = 0.66g, u
nezname. Otestujte na hladiné vyznamnosti 5 procent, zda je mozné, aby méfeni
nebylo zatiZeno systematickou chybou (tj. stfedni hodnota chyb po byla nulovd),
pokud pii n = 9 kontrolnich méfenich byly naméfeny tyto chyby (v gramech):

| >t aj2m1 ™ 2g

0.3,0.4,—0.8,0.1,-1.3, —1.1,—0.6,0.2, —0.5

plati pg = 0, T = —3.3/9 = —0.367g. Smérodatna odchylka o/y/n = 0.22 g.
Testovaci statistiku B 0367
T —0.
|a\/ﬁ| = 0.22
porovndme s kvantilem z0.025) = 1.96 a nulovou hypotézu, Ze zafizeni nema
systematickou chybu, nezamitame.
& Testujte na hladiné vyznamnosti o = 0.1, jestli nasledujici normalné rozdélena
data maji stfedni hodnotu p = 5.

| =1.67

6.1,1.2,3.4,8.1,5.1,6.0,4.7, 7.4

Predpokladame rozdéleni N (u,0?), testujeme Hy : p = 5 proti hypotéze H; :
1 # 5, pouzivame statistiku
X —pu

Sn v

kde n = 8, X = 4.825,u = 5,5z = 2.059, kterd m4 rozdéleni t;. Oboustranny
test, tedy porovname |T'| s kvantilem ¢;_a 7 = 1.89. plati |T'| = 0.24 < 1.89 proto
nezamitame Hy.

& Vyrobce tvrdi, Ze spotFeba automobilu je 6 litru na 100 km. Primérné spotieba
u 49 uzivateli ale byla 6.4 1 na 100 km. Dé&le byla naméfena smérodatna odchylka
o = 1.6 1 na 100 km. Testujte na hladiné 5 procent, zda mél vyrobce pravdu.

Volime Hy: spotieba 6 1, H; : spotieba # 6. Za platnosti Hy ma veli¢ina

T:

X -6
—V49
1.6
rozdéleni ¢(48) Vypo&teme hodnotu
6.4—6
t= -7=1.
6 7 75

Jelikoz t9.975.48 = 2.011 > |t| hypotézu H, nezamitame.

Pokud za alternativni hypotézu zvolime H; : spotfeba > 6 1, pak hodnotu |¢| =
1.75 porovnavame s kvantilem ¢y g5 45 = 1.68 < |¢| a nulovou hypotézu zamitame.
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Alternativni p¥istup k testovani hypotéz. spoc¢ivd v udani P-hodnoty hypotézy,
tj. vypoCteme hodnotu testové statistiky a k ni nejmensi obor zamitnuti pfi
kterém bychom mohli na zakladé této hodnoty zamitnout nulovou hypotézu proti
dané alternative. Hladina vyznamnosti odpovidajici tomuto kritickému oboru je
P-hodnota.

Definice 22.5. P-hodnota testu hypotézy je rovna nejmensi hladiné vijznamnosti,
na které nulovd hypotéza Hy mizZe byt zamitnuta.

Pridat obrazek eg novovicova p. 102

& Pri paralelnim zjistovani obsahu cukru v melase polarimetrickou metodou se
namefily tyto hodnoty:

51.3 52.2 51.8 53.4 52.6 50.9 52.3 53.1 54.3

pfitemz jde o vybér z normalniho rozdéleni se znamym rozptylem o2 = 1.2.
Pomoci vypoctu dosaZené vyznamnosti ( tedy p-hodnoty) pfislusného testu ovéite,
zda zjistovany obsah cukru je spolehlivé vétsi (na hladiné vyznamnosti oo = 0.0075)
nez 51.5

Testujeme nulovou hypotézu

Hy:p <515, Hy:p>515
Z naméfenych hodnot T = 52.43, n = 6,02 = 1.2, o = 51.5:

T — o

Vv = 2.556

Pokud z, = 2.556, potom a = 0.0053, coz je nejmensi hladina vyznamnosti na
které miize byt Hy odmitnuta, tedy P-hodnota.

Jelikoz 0.0053 < 0.0075, muzeme Hy odmitnout pro dané «. Avsak jak vidime,
nemuzeme Hy odmitnout na hladiné vyznamnosti 0.005.

Pouzitim Véty 22.6 obdrzime nésledujici dvouvybérovy test rovnosti stfednich
hodnot na hladiné vyznamnosti «.

Véta 22.6. Predpokldddme, Ze mdme dva nezdvislé vybery X = (X1,...,Xy,) 2
rozdéleni N (pu1,02) aY = (Y1,...,Yy,) 2 rozdéleni N (ug, 02). Oznacme X, Y, S7, S2}
vijbérové primeéry a rozptyly,

1

5*2:
ny —|—n2—2

((n1 = 1)ST + (n2 — 1)83).
Potom nulovou hypotézu Hy rovnosti pq = ug (oproti Hq, u1 # ps) zamitéme na
hladiné vijznamnosti na o pokud plati

= = ni + ng 9
* -, -
X =Y >t _a/2n4n,—25"\ | ———, 0~ nezndmé,
nin2

ni + no

|Y — Y| Z Ulfoé/QO'
nins9

, o? zndmé.
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23. x? TEST DOBRE SHODY

Predpokladame, ze proménnéd X; muze nabyvat kone¢né mnoha hodnot z mno-
ziny {h1,...,hx} s kladnymi pravdépodobnostmi {p1,...,px}. Necht {q1,...,qx}
jsou nezaporné konstanty » ¢; = 1. Nasim cilem je otestovat proti sob& hypotézy

H()ij:qj', VJ:1,71€

Hy : p;j # qj, pro nekteré j
Predpokladejme, Ze pii testovani vySel ndhodny vybér X = (X1, ..., X,,) takovy,
ze celkovy pocet hodnot h; byl N, 2521 N, =n.

Véta 23.1. Statistika
k
0= Z (N; — ng;)?
=

spliiuje ndsledugjici vlastnost. Je-li Hy splnéno a n — oo potom distribucéni funkce
Q konverguje k distribucni funkci x?(k — 1).

V prazi poZadujeme aby N; > 5,Vj. Hypotézu Hy tedy odmitneme na hladiné
vijznamnosti o, pokud

Q> Xi,k—l
& Priklad. Budeme testovat hypotézu rozdéleni krevnich skupin. Teoretické roz-
déleni je nasledujici:

1 1 1 1
A-, B-, AB—, O -
3 8 24 2

Nameéfené hodnoty ve vzorku 6004 osob jsou nésledujici:

A 2162, B 738, AB 228, O 2876

Dosazenim do formule vyjde

(2162~ 20013 | (738 = T50.5)° | (228 —250.2)° | (2876 — 3002.0)°
2001.3 750.5 250.2 3002.0
V tomto pifpadé p-hodnota rozdéleni x2 je 1.42 - 1074

Q= =20.37

Test 1ze pouzit i pro spojita rozdéleni. V tomto piipadé je nutné rozdélit soubor
dat do skupin s piesné urcenou pravdépodobnosti.
& Pro soubor dat ktera jsou méfenim teplot za urcité obdobi

22,26, 19,18, 17, 19, 20, 26, 25, 16, 20, 18, 16, 26, 25, 23, 20, 21, 23, 23
otestujte na hladiné vyznamnosti o = 0,05 hypotézu
Hy : vybér je z rovnomérného rozdéleni na intervalu (15, 26)

H; : rozdéleni neni rovnomérné

Volime $itku tfidy d = 3, tedy t¥idy hy = {15,16,17},...hs = {24,25,26}.
Méame n = 20,k =4,p; = %, np; = 5. dostaneme

TL1=3, n2=7, 7’L3:5, n4:5
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4
(n; —5)°
= ——— =16
@=L
j=1
kvantil x3 g5 3 = 7.81 takze Hy nezamitame.

61
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24. METODA NEJMENSICH CTVERCU-LINEARNI REGRESE

Pokud kazdy vysledek experimentu sestava z dvojice ¢isel (x;,y;), linearni regrese
je metoda nalezeni koeficienttu (g, 81 v linearni zavislosti
y =P+ pix
takova, aby vyraz

n

Q(Bo, B1) = Y _(yi — (Bo + Bu:))?
i=1
byl minim4lni.
Jak Ize snadno zjistit feSenim minimiza¢niho problému,

grad@ =0

n n
> yi—Bo+ Bz =0, > (yi — Bo+ Prwi)wi =0
i=1 i=1
maé feSeni n _ B
> i1 (i — ) (2 — T)

> i (zi —T)?

Bo=7— T
Teoretické odvozeni této metody (dupac p.137)
Predpokladame, Ze Y; jsou nezavislé velic¢iny se stfedni hodnotou

B =

E}/i:BO'i_ﬁlx?h Z+1a7n
se spoleénym rozptylem o2, a z; jsou znamé hodnoty, alesponi dvé riizné.

Véta 24.1. Predpoklddejme, Ze x; jsou zndmé hodnoty
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Hlavni véty
nahodna prochazka S, = E?Zl Xj, X; Bernoulli X; = 0,1 s pravdépodobnosti

N

Stepan p. 319:

n

P[S, =n — 2k] = (k

)2_”, —n<k<n

Véta 24.2. Lokalni limitni veta

Vn n — 2k
su ~—P[S, =n—2k] — —0
I [ ] — & Tn )|
kde ¢ = fN(o,l)-
Véta 24.3.
mS’n = +o00, mS7L = -

Véta 24.4. Zakon velkych cisel

lim ——— =0, s.j prod > 0.

n—00 n%+5 o

Véta 24.5. Zakon iterovaneho logaritmu

. S7l . . S'fL .
lim —————==1, s.j lim —————== -1, s.j
n—o0 \ /2nloglog(n) n=co, /2nloglog(n)

Vé&ta 24.6. (Berry Essen)
Sh 0.8
sup |P|l—&= < z] — ®(2)| £ —
sup [P < a] = @(a)| < 5
kde ® = FN(O,l)
Véta 24.7. pravdépodobnost velkych odchylek

>
Jim 08 PO 2 ma fa), a€ (0,1)

n
kde
1 14+a 1-a 1—a, 1+a
fla) = (G 4 (1)
Oznac¢me
M, = max Sg, T, =card{l1 <k <n:S,>0}
1<k<n
Véta 24.8.
P[% <] —=20(x)—1
Vvn ~

Véta 24.9. Zakon arcusinu

T 2
P[— < 2] — Zarcsiny/z, x € (0,1)
n m
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general sums

Véta 24.10. Zakon velkych éisel (slaby)
Necht X1, ..., X, jsou stejné rozdelene nezdvislé veli¢iny, jejichz stiedni hodnota
je p a variance 0. Potom plati pro kazde ¢ > 0:

lim P(| X, —pu|>e¢)=0.
n—oo

Véta 24.11. Centralni limitni veta.

Necht X1, ..., X, jsou nezdvislé stejné rozdelene veli¢iny se stredni hodnotou u
a varianci o2. Necht distribucéni funkce proménné if/\;ﬁ“ ma tvar
X, —
Gnlz) = P(C2E < o)

/v

1 [ e

Potom G, (x) — N(x) konverguje v kaZdem bode pro n — co.

Véta 24.12. (Berry Essen)
Necht X jsou nezdvislé veliciny s nulovou stredni hodnotou, D(X;) = o5.
Oznacme s;, = 3" D(X;). Potom

sup |Gp(z) — N(z)| < si?’ ZE(‘XJ'P)



PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA 65

Cviceni 1 tyden-mnoZinove operace, kombinatorika

1. Kolik rtznych slov 1ze sestavit ruznym usporadanim pismen ABCD?

2. Kolik ruznych slov lze sestavit ruznym usporadanim pismen AABC?

3. Kolik slov o peti pismenech lze sestavit pouZitim pismen z mnoziny {A, B, C}?

4. Kolik slov o peti pismenech, ktera obsahuji prave jedno pismeno A, lze sestavit
pouzitim pismen z mnoziny {A, B,C}?

5. Kolik slov o peti pismenech, kterd obsahuji alespon jedno pismeno A, lze
sestavit pouzitim pismen z mnoziny {A, B,C}?

6. Kolik slov o peti pismenech lze sestavit pouZitim pismen z mnoziny {A, B, C'}
tak, aby kazde pismeno melo aspon jedno zastoupeni?

7. Hazime kostkou 4 krat po sobe. Najdete pravdépodobnost ze:

a. v8echna ¢isla jsou navzdjem ruzna.

b. dve ¢isla jsou stejna a zbyla dve ruzna.

c¢. 3 jsou stejna a 1 ruzne
. ikazte ze pocet nezapornych celoc¢iselnych reseni rovnice z; + -+ x, = k je
roven (”:Ezl .

9. Najdete pocet kladnych celociselnych reseni rovnice 1 + - -+ + z, = k.

10. Kolika zpusoby lze rozdelit k darku n-detem (k > n), pokud kazde dite ma
aspon jeden darek?

11. Kolika zpusoby lze rozdelit 5 cernych a 5 bilych kouli do tri navzajem riaznych
krabic?

12. Kolika zpusoby lze rozdelit 5 kouli raznych barev do tri navzajem raznych
krabic?

Kolik navzajem ruznych slov lze sestavit prerovnanim pismen AABBBC?

jaka je pravdépodobnost ze SPZ skladajici se ze 6-¢islic ma kazdou ¢islici jinou?

jaka je pravdépodobnost ze pri zamichani baliku bridgeovych karet vyjdou viechnall
srdce navrch?

Kolik kombinaci s opakovanim (tj. souboru prvku které se mohou pakovat a u
nichz nezalezi na poradi) délky k lze vytvorit ze skupiny n prvku, jestlize kazdy
prvek ma byt zastoupen aspoit jednou? ((¥71))

Kolik kombinaci s opakovanim (tj. souboru prvku které se mohou pakovat a u
nichz nezalezi na poradi) délky k lze vytvorit ze skupiny n prvku? ((”:E;l))

Kolik je posloupnosti a; < as < a3 setavajicich z ¢isel z mnoziny {1,...,7}?

Hazime n krat minci, na jedne strane je ¢islo 0 na druhe 1. jaka je pravdépodob-
nost ze priumér vysledku hodu je roven 1, resp. nejvyse 17 Uziti symetrie.

Vytahneme nahodne osm ponozek ze supliku ve kterém je 10 paru ponozek. jaka
je pravdépodobnost ze jsme vytahli prave n paru ponozek?

oo
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Cviceni 2 a 3 tyden-pravdépodobnostni prostory a kombinatorika

1. jaka je pravdépodobnost ze ve skupine n osob mayji alespon dva lide narozeniny
ve stejny den?

2. Pokerova rozlozeni jsou néasledujichich typu:

. Flush: 5 karet teze barvy

. Flushova postupka: 5 po sobe jdoucich karet teze barvy.
. 4 stejné karty+1

. full house: 3+2 stejné

. 3 stejné a zbytek dve ruzne

. postupka (ne nutne stejné barevnych karet).

Spocitejte pravdépodobnost jednotlivych rozlozeni.

3. Listky ocislovane 1,2,3,4 jsou ndhodne vlozene do obalek opatrenych stejnymi
Cisly. jaka je pravdépodobnost ze vSechna ¢isla obalek odpovidaji vlozenym ¢islum?

5. jaké je pravdépodobnost ze pri ndhodnem rozmisteni n muzu a n zen kolem
kulateho stolu sedi vedle kazdeho muze po obou stranach zeny?

6. V sade n vyrobku je 6 vadnych. vybéreme ndhodne k z cele sady. jaka je
pravdépodobnost ze vzorek obsahuje prave jeden vadny jestlize vybér je

a. bez navraceni

b. s navracenim

7. Hazime minci dokud nepadne dvakrat po sobe totez. jaka je pravdépodobnost
ze hra bude mit sudy pocet hodu?

8. Tahame nahodne karty z balicku 32 karet. jakd je pravdépodobnost ze n-ta
sejmuta karta bude mit mensi hodnotu nez prvni? Ze mezi prvnimi n-kartami budou
aspon 2 esa?

9. vybéreme nahodne 3 ¢isla z mnoziny {1,...,n}. jaki je pravdépodobnost ze
zadna dve z nich nejsou po sobe jdouci?

10. vybéreme 3 ndhodne body na kruZznici. jakad je pravdépodobnost ze tvori
ostrouhly trojuhelnik?

11. Uvnitr koule o polomeru 1 je vybrano ndhodne n bodu. jaka je pravdépodob-
nost ze nejblizssi bod ma vzdalenost k pocatku nejvyse r?

12. Rozdame trem hracum po peti kartach z 32. jakd je pravdépodobnost ze
aspoii jeden z nich dostane eso? Ze v8ichni 3 dostanou eso?

Vypoctete pravdépodobnost ndhodnych rozdéleni 3 raznych kouli do tri raznych
krabic. Nyni predpokladejme ze koule jsou nerozlisitelne, coz vede k pravdépodob-
nostnimu rozdéleni pro tri stejene koule do tri riznych krabic. V prirode ale plati
pro nekteré castice jine pravidlo, napr. pro fotony plati experimentalni fakt ze kazde
rozdéleni 3 stejnych fotonu do tri riznych krabic ma stejnou pravdépodobnost.

SO W N
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Cviceni 4 a 5 tyden. podminena pravdépodobnost a nezavislost

1. Spocitejte P(A U B) pokud vite ze P(A) =

2. Spocitejte P(B) pokud vite ze P(AU B) =

3. Dva nezavislé jevy A, B spliwji P(B|AU B) = 2 a P(A|B) = 1. Najdete
P(B).

4. jaka je pravdépodobnost ze 2 deti v rodine jsou oba chlapci, pokud vime ze
aspon jeden je chlapec? Ze starsi z nich je chlapec?

5. soucet dvou hodu kostkou je 8. jaka je pravdépodobnost ze aspon jeden z hodu
byl 67

6. Hodime 3 kostkami. jaka je pravdépodobnost ze padla aspon jedna setka jest-
lize vime ze vSechny hody byly ruzne?

7. Pri hodu 10 kostkami padla aspon jedna 1. jaka je pravdépodobnost ze padly
aspon 2 jednicky?

8. Hodime 2 kostkami. A-prvni &slo je sude, B-druhe &islo je liche, C-soucet hodu
je lichy. ukazte ze jevy jsou po dvou nezavislé, ale nejsou nezévislé.

9. Kolikrat musime hodit dvéma kostkami, aby pravdépodobnost ze padla aspon
jedna 6 byla vétsi nez %?

10. V krabici je jeden listek s ¢islem 1 a dva listky s ¢islem 2. Vytahneme n krat
po sobe listek z krabice, a potom jej zase vratime zpet. jaka je pravdépodobnost ze
soucCet vSech tazenych ¢isel je delitelny Cislem n?

11. Uvazme hru kdy hrac hodi ferovou kostkou. Pokud padne 3 nebo mene,
prohrava. Jinak vybére ndhodne tolik karet z balicku na stole kolik mu padlo na
minci. Vyhrava pokud jedna z karet je eso. jaka je pravdépodobnost ze hrac vyhraje?
Pokud vyhral, jaka je pravdépodobnost ze hodil kostkou ¢islo 67

12. Mame n minci a mezi nimi dve falesne, na kterych pada panna s pravdépo-
dobnosti p. vybéreme ndhodne jednu minci a Hodime ji desetkrat. Pokazde padne
panna. jaka je pravdépodobnost ze mince je falesna?

13. Mame 2 kostky. Na jedne jsou 4 steny bile a dve cerne, na druhe jsou 3 cerne
a tri bile. ndhodne vybéreme kostku a Hodime s ni destkrat za sebou. Pokazde
padne bila. jaka je pravdépodobnost ze hazime prvi kostkou? predpokladejem ze
dvakrat padla bila. jaki je pravdépodobnost ze i potreti padne bila?

14. V krabici je 2n micki. ndhodne vybéreme skupinu micka. Je-li jejich pocet
sudy vratime ji do krabice, jinak je nechame venku. Podruhe sahname do krabice a
vybéreme skupinu micki. S jakou pravdépodobnosti jsme podruhe vybrali 4 micky?

15. Mame testovaci metodu pro vyrobek kterd nefunguje vzdy. Pokud je vyrobek
defektni, test ikaze ze je defektni s pravdépodobnosti 0.9. Pokud je vyrobek funkceni,
test tikaze rekne ze je defektni s pravdépodobnosti 0.2. Nyni otestujeme 3 vyrobky s
vysledkem testu funkcni. jaka je pravdépodobnost ze vSechny vyrobky jsou skutecen
funkeni?

16. Mame 3 modre, 4 zelene a 9 cervenych kouli. Koule ndhodne rozmistime do
3 krabic. jaka je pravdépodobnost ze v kazde krabici jsou koule v8ech tri barev?

Motivacni Piiklad: ruska ruleta. v bubinku jsou 2 naboje vedle sebe, pri prvnim
zmacknuti byla komora prazdna. Je lepsi zmacknout znovu nebo ndhodne pretocit?

Hodime dvéma kostkami. jaka je pravdépodobnost ze soucet hodu je 4 za pred-
pokladu ze jeden z hodu je 37

Hodime 3 kostky. jaka je pravdépodobnost ze padla aspon jedna 6 vime-li ze
padla navzajem ruzna Cisla?

Mame tri krabice K, Ko, K3, ve kterych je n; bilych a m; cernych micki.

b. Z krabice K7 vybéreme nadhoden micek a vlozime ho do K5. Potom vybéreme
nahodne micek z K5 a vlozime ho do Kj. jaki je pravdépodobnost ze slozeni K; a
K5 zustala stejna?

winw =
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c. Z krabice K7 preHodime ndhodny micek do K5, potom z K5 do K3 a nakonec
z K3 do K. jaka je pravdépodobnost ze slozeni krabic zustala stejna?
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Cviceni 6, 7 a 8 tyden, nadhodna veliéiny

Najdete pravdépodobnostni rozdéleni (nebo hustotu), distribu¢ni funkci, stfedni
hodnotu a rozptyl veli¢iny zadane rozdélenim

P(X:—3):3,P(X:1):;P(X:3):i

1. Rozdelim balicek 32 mariasovych karet na dve poloviny, X je pocet sedmicek
v prave hromadce karet.

2.V krabici je devet bilych micka a jeden cerny. Budeme ndhodne vybirat micky
z krabice dokud nevytahneme cerny. X je pocet tahu ve hre.

3. V krabici je 20 zarovek, z nich 3 jsou vadne. vybéreme ndhodne 5 zarovek, X
je pocet vadnych zarovek ve vybéru.

4. Hazim kostkou dokud nepadne 6. X je pocet hodu.

5. Na tramvajive zastavce je 6 cestujicich, kteri nahidne nastoupi do jednech ze
4 dveri. X je pocet cestujicich kteri nastoupi poslednimi dvermi.

6. V krabici je 5 cernych a 5 bilych kouli. Tahame postupné koule bez vraceni.
X je prvni tah ve kterém jsme vytahli bilou kouli.

7. Kolika kostkami najednou musime hodit aby pravdépodobnost ze padne asponl
jedna 1 byla alespon %?

8. Najdete distribu¢ni funkci, stfedni hodnotu a rozptyl veli¢iny X, ktera je
zadana hustotou fx(z) = 4 na [—1,1] a nula jinde.

9. X ma distribuéni funkci Fx(z) = 1 4 Larctan(z). Najdete jeji hustotu a
stfedni hodnotu.

10. Na sfere jsou vybrany ndhodne dva body, X je jejich vzdalenost.

11. Na sfere je vybran ndhodne bod P, X je délka projekce vektoru O P na rovinu
Xy.

12. Na sfere je vyznacen pevny bod A a vybran nahodne bod P, X je délka
vektoru AP.

13. Na sfere je vyznacen pevny bod A a vybran nahodny vektor v tak ze bod P
je prunikem vektoru v z bodu A a sfery. X je délka vektoru AP.

14. Na kruZnici k o stredu (0,1) a polomeru 1 je dan bod A = (0,2). Zvolime
néhodne bod B na k a najdeme prusecik P primky AB s osou x. X je délka OP.

15. V jednotkovem ¢tverci ABCD vybéreme ndhodny bod P, X je plocha troju-
helniku ABP.

16. V jednotkovem c¢tverci ABCD vybéreme ndhodny bod P, X je vzdélenost P
od hranice Ctverce.

17. Rozrezeme usecku [0, 1] na n + 1 dilu pomoci n ndhodnych bodu. ikazte ze
kazdy interval deleni ma stejnou distribu¢ni funkci délky a najdete tuto funkci.

18. Autobus ve kterém je 9 cestujicich zastavuje pouze na znameni v 5 zastavkach.
Cestujici vystupuji ndhodne a na sobe nezavislé. X je pocet zastavek.

19. ndhodna prochéazka. Bod je v case t = 0 v pocatku Cislne osy. V case n + 1
se posune o jedna doprava nebo doleva s pravdépodobnosti % z predchozi pozice v
case n. X je cas prvniho navratu bodu zpet do pocatku.

20. Rozdelime nahodne k£ mickid do n krabic. X je pocet neprazdnych krabic.

Karetni hra. prvni hrac dostane 1 kartu a druhy hrac 2 karty. Pokud prvni hrac
dostane eso, druhy zaplati 10 korun; pokud dostane krale druhy zaplati 5 korun.
Pokud prvni hrac ma cervenou barvu a druhy nikoli, druhy zaplati 1 korunu. V
ostatnich pripadech prvni hrac plati druhemu 1 korunu. Zjistete stfedni hodnotu
vyher.

Rozrezeme usecku [0, 1] na n+1 dilu pomoci n ndhodnych bodu. tkazte ze kazdy
interval deleni ma stejnou distribu¢ni funkci délky.
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Cviceni 9, 10 a 11. tyden, transformace pravdépodobnostnich veli¢in,
nezavislost a spolecne rozdéleni veli¢in

Problem: k zadane veli¢ine X a funkci g : IR — IR vytvorime novou promennou
Y =goX.

1. X je uniformne rozdelena na mnozine {1,...,6}, g(z) = sin(fx), h(z) =
cos(Zx). Najdete rozdéleni Y = gX,Z = hX,Y? + Z2.

2. X je uniformne rozdelena na [2,4] najdete rozdéleni aX + b, a > 0,b € IR.
Totez pro obecnou promennou.

3. X ma hustotu rozdéleni fx(z) = 2z(2 — x) pro 0 < = < 2 (jinak nula). Najit
distribu¢ni funkei X, a tez v/ X a hustotu.

4. spojita veli¢ina X s hustotou fx ma pouze pozitivni hodnoty, ¥ = % Vy-
jadrete pravdépodobnostni hustotu a rozdéleni Y v zavislosti na rozdéleni veli¢iny
X.

5. spojita veli¢ina X, Y = eX. Vyjadrete pravdépodobnostni hustotu a rozdéleni
Y v zavislosti na rozdéleni veli¢iny X.

6. Dokazte ze soucet dvou nezavislych Poissonovych proménnych je opet Poisso-
nova promenna.

7. X,Y jsou nezévislé stejnomérné rozdelene veli¢iny na [f%, %} Najdete rozdé-
leni X +Y,X-Y, XY.

8. Pokud X,Y jsou nezavislé veli¢iny s rozdé&lenim N(0,1). Najdete rozdéleni
VX2 +Y2

9. X,Y jsou nezavislé velifiny s rozdélenim N (0,1). Dokazte ze rozdéleni X +
Y, X — Y jsou nezavisld. Dokazte ze rozdgleni X2 + Y2, £ jsou nezavisl.

10. (X,Y) je ndhodne vybrany bod v trojuhelniku s vrcholy (0, 0), (0,1), (1,0).
Zjistete jestli X,Y jsou nezavislé nebo nekorelovane.

11. Na usecce [0, 1] je vybrany bod a. X je rovnomérné rozdelena veli¢ina na
intervalu, Y je vzdalenost tohoto ndhodneho bodu od a. Zjistete zda X,Y jsou
korelovane.
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Cviceni 12 . tyden, intervalove odhady

1. Mejme generator ktery vytvari ndhodna ¢isla {0,1} se stejnou pravdépodob-
nosti. jaké je pravdépodobnost ze mezi 10000 ¢isly bude cetnost jednicek v rozmezi
[4900, 5100].

2. Bylo secteno 300 ¢isel zaokrouhlenych na jedno desetinne misto. Zaokrouh-
lovaci chyba tedy nepresahuje 300 x 0.05 = 15. jaka je pravdépodobnost ze chyba
nepresahne 17

3. Hodim n krat minci. Kolikrat musim hodit aby cetnost 7,, jednicek splnovala

1
00 — 51 < 0.05

s pravdépodobnosti 95 procent? Porovnejte odhady ziskédne ze zakona velkych ¢isel
a CLV.

4. Pojistovna pojistuje 1000 lidi stejného veku zivotni pojistkou v cene 1200
Kc na castku 80 000Kc. pravdépodobnost umrti je 1 procento. Analyzujte zisk
pojistovny.

5. Vyletni clun ma nosnost 5000kg. Vaha cestujiciho je normalne rozdelena na-
hodna veli¢ina se stfedni hodnotou 70kg a rozptylem 4kg. Kolik cestujicich muze
cestovat aby pravdépodobnost pretizeni byla mensi nez 1 promile?

6. Pan Novak se prochézi mestem o kterém piedpokladame ze ma pravouhly sys-
tem ulic (sever, jih, vychod, zapad). Na kazde krizovatce se rozhoduje ndhodne kudy
dal se stejnou pravdépodobnosti. Urcete kolika krizovatkami musi projit abychom
s pravdépodobnosti 95 procen mohli tvrdit ze alespon v petine pfipadu se rozhodl
jit na sever.

7. Mame dve mince, ferovou a falesnou kterd dava pannu s pravdépodobnosti 70
procent. Kolik pokusnych hodu je tfeba udelat abychom mohli s jistotou 90 procent
urcit zda mince je falesna?

8. Vybirame ndhodne cela ¢isla od 1 do 10. Kolik ¢isel je t¥eba vybrat abychom
s pravdépodobnosti 95 procent mohli ocekavat ze aspon jedna tretina vybranych
¢isel byla prvocisla?
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zbytky
Vybirame nahodne z osudi ¢isla z mnoziny {1,...,n} bez vraceni. jaka je prav-
dépodobnost ze druhym tahem tahneme 2, jestlize jsme prvnim tahem tahli 17

Hazime kostkou tak dlouho dokud nepadne 6. Nepadla-li 6 pri prvnim hodu,
jaka je pravdépodobnost ze nepadna ani pri pristich dvou hodech? 2 NEBUDE
Bernoulliho nezéavislé jevy, binarni strom. nybrz Q = {(a;) : a1,...,a, = 0,041 =
6}. Bez dodatecne informace by otazka byla jaka je pravdépodobnost ze posloupnost
bude délky aspon 3.
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