Komplexni analyza a transformace
Pisemna c¢ast zkousky (10. 1. 2019)

Jméno a prijment: ........cccooiiiiiiiiiiiiis Podpis: ...cooviiiiiii
Priklad 1. 2. 3. 4. > semestr
Body

Pred zahajenim prace

¢

e Vyplnte citelné rubriku ,,Jméno a piijmeni“ a podepiste se.

e Béhem pisemné zkousky smite mit na lavici pouze zadani pisemky, psaci potieby,
prukaz totoznosti a papiry, na které zkousku vypracovavate.

e Nepiste obycejnou tuzkou ani cervené. Nepiste na ¢tvereckovany papir.

e Kazdy piiklad pocitejte na zvlastni list papiru. Pti odevzddni pitklady sefad’te podle
poradi.

e Na konci kazdého piikladu napiste odpovéd. Veskeré své odpovédi zdivodnéte.

Soupis vybranych vzorca

o sinz=> " (—1)”ﬂ z e C.

n=0 (2n+1)1?
® Ccosz = ZZOZO(—D"%, z e C.

z __ oo 2"
ecf=3% " %5, 2¢cC

o Je-li zy € C pdl iddu k funkce f(2), pak res,, f(2) = 7= lim [(z — zo)kf(z)] =D

(k=1)! z—20

e Jsou-li a, a b, redlné a ¢, komplexni Fourierovy koeficienty, pak a,, = ¢, + c_,, pro
kazdé n € Ny a b, = i(c, — c_,) pro kazdé n € N.

2 w2
e Proa>0je.F [e‘“t ] (w) = /Te e,

e Pron € Ny je Z[t"] (s) = &
e Proa e Cje Z[e¥](s) = L.

e Prow € R je Z[sin(wi)] (s) = =75 a L [cos(wit)] (s) = -
e ProaecCje Z[a"](2) = .
e Pro o € C je Z [sin(an)](z) = % a Z [cos(an)] (z) = %fz;z(:%

o« Z[)(2) =




KAT18 - 10.1.2019

Zadani
1. [10 bodt] Je ddna Mobiova transformace
z+1
= 1.
f(z) P a>0, a#

a) Stanovte f(M), kde M = {z € C||z| = a}.

b) Stanovte f(N), kde N = {z € C||z| < a}.

c¢) Stanovte thel kiivky f(M), kde M je mnozina z a), a redlné osy.
2. [10 bodu] Je déna funkce

f(z) = —

~cosz—1
a) Urcete izolované singularity funkce f a jejich typ.

b) Urcete hlavni ¢dst Laurentova rozvoje funkce f(z) v prstencovém okoli bodu 0.

/c 2f(2) dz,

kde C je kladné orientovand krivka {z € C||z| = 1}.

c) Spoctéte

3. [10 bodu] Je dana diferencidlni rovnice

() +ay(t) = f(t),  y(0)=0, t=0,
kde a € R\ {0, 1} a f(t) je periodické prodlouzeni funkce h(t) = et t € (0, 1).

a) Najdéte Laplaceuv obraz Y (p) feseni dané rovnice.

b) Stanovte « tak, aby Feseni rovnice bylo ,,skoroperiodické* pro velka ¢ (tj. aby
existovala periodickd funkce w(t) tak, ze lim;_,(y(t) — w(t)) = 0).

c¢) Urcete y(f) na intervalu (0, 1) pro oo = 2.
Névod: Muzete vyuzit faktu, ze je-li R(p) funkce ryze lomend a T > 0, pak
jsou na intervalu (0, T') Laplaceovy vzory funkei R(p) a R(p)— = stejné.

4. [10 bodu]

a) Formulujte vétu o ndsobeni mocninnych tad.
b) Formulujte vétu o integralnim vyjadreni koeficienti mocninné rady.

¢) Pomoci a) a b) dokazte nésledujici tvrzeni:
Jsou dany funkce

)= an(z—2)", |2 <3,

n=ng

g(z) = Z bn(z — 20)", |z| < 3.

n=ng

Vime, ze pro kazdé z € C s |z| = 2 plati |f(2)] <5 a |g(z)| < 5. Pak

a 25
‘Z@kbnfk‘ < on”
k=0
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Zadani

1. [10 bodu] Je déna funkce
f(z) =cotgz.
a) Stanovte obor hodnot funkce f(z).

b) Vypoctéte rezidua funkce f(z) ve vSech jejich izolovanych singularitéch.
2. [10 body]

a) Definujte polomér konvergence mocninné rady.

b) Rada Yo ganz™ ma polomeér konvergence 0 < R < oo. Stanovte polomeér
konvergence tady

- 1 1
Z ((n + 1)an+1—n + an—n>zn.
o 3 2

¢) Vyjadiete funkci
G(z) = i ((n+ 1)6Ln+1i + ani>z”
n=0 3n

pomoci funkce

F(z) = Zanz".

n=0

f(z)zln( - )

z+1

3. [10 bodu] Je déna funkce

a) Najdéte Laurentuv rozvoj funkce f(z) se sttedem zy = oo a urcete, kde tada
konverguje.

b) Plati, ze
Z(an)fzozo = f(Z) ) (an)zozo € ZO .
Urcete
Z((n + 1)an)20:0 )
4. [10 bodu]

a) Stanovte Fourieruv obraz funkce

1

f(t):m-

b) Je déna funkce f(t) € L'(R). Funkce y(t) € L'(R) je fesenim diferencidlni
rovnice
—y"(t) +4y(t) = f(t).

Vyjadrete v integralni formé y(t) pomoci f(t).
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KAT18 - 21.1.2019

Zadani

1. [10 bodu]

a) Pomoci reziduové véty vypoctéte integral
o 1
———dx.
/_oo (% + 1)

1
li ———dz =0
RE;I;O Kgr <Z2 —+ 1)2 : ’

b) Ukazte, ze

kde Kr={z € C||z| = R, Imz > 0}.

2. [10 bodu] Plati, ze

[e.9]

1
. = Zanz”, T < |z| < 2m.
sin z

n=—oo

a) Vyjadrete a, pomoci kiivkového integralu vhodné funkce ptes kladné orien-

tovanou kruznici 5
K={z€C| |z|:§7r}

b) Spoctéte pomoci a) koeficient ay uvedené rady.
3. [10 bodid] Reste diferencni rovnici

Yn+l T+ Yn = fn+an) y0:O7

kde (a,), € Zy a
2" pro n sudé,

Ju = { 0 pro n liché.

4. [10 bodu]

a) Definujte konvoluci funkei f(¢), g(t) € L'(R).
b) Funkce f(t) € L'(R) md Fourieriv obraz F(p) nenulovy v kazdém bodé.
Najdéte funkce g(t), h(t) € L'(R), pro které plati

F{gt) = f(1)}(p) = Flp)e™,
F{h() « fO}p) = Flp)e P+
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KAT18 - 29.1.2019

Zadani
1. [10 bodu] Je déna funkce
u(z,y) = ar* +y* +3x+ By, a, BeR

a) Stanovte « tak, aby u(z,y) byla redlnou ¢ésti celistvé funkce f(z). Pro tato «
stanovte odpovidajici funkei f(z) (v zdvislosti na § a komplexni proménné z).

b) Pro « uréené v ¢asti a) stanovte redlnou funkei w(z,y) takovou, ze
ie “cosy+iu(x,y) + w(z,y)
je celistva funkce.

2. [10 bodu] Vypoctéte integral

[Z@—§;+DM'

Nakreslete krivku, pies kterou se integruje v aplikaci reziduové véty.

3. [10 bodi] Naleznéte Z-obrazy nésledujicich posloupnosti a urcete jejich definiéni
obory.

()0
n—l—l n=0.
b) (Yn)plo, kde
- 1 1 1 1 1
. = vk~ —3r. 1434324 +3- 2430 .
o = 2 k+1 + 5 " TR S

4. [10 bodu]

a) Formulujte a dokazte vétu o translaci pro Laplaceovu transformaci.

b) Funkce f(t) mé Laplacetuv obraz F(p). Stanovte obraz funkce

ﬂﬂ_lG—%)f@hﬁy


veronika
Text napsaný psacím strojem
KAT18 - 29.1.2019


@ KPATAB -19.4. 13
(X ) =oU(2+Ad * DK +/3‘J .
e . Spo
a. 2 A ~ 01
;__) e 2 X + 3 _5-':-‘§=2°<] . ld—_/{‘
9n _ + N oo - 2 aadad G —
?"3 261
M o =«

M) = —X2+ﬁ—"+3x 3y

S =-2% +3 =) M({/v):-kj+3‘d+6[x)
Ko THL , oL = =% vt

H -7 c(z) s-pm o= ex) = -[ox¢ K] o
:7M(1,13)=-2X/j*3‘3 THow

\E‘
N
o
TT——
O (Q‘.

et

(|

off

j(i) = M(!,vh&r{yln) = fa—n.ZX:a +9( xnﬂ —A/b(x-uﬁhk,«'

g i
ey (B-a0)2 ke Mo

ﬂ') g(i) = ,(,z"‘m»s + A,‘M./l(v\ *' U)'(M%\

C&gwﬂmﬂ
Of”‘ﬁ :/C-XM"()"'MN":)):%'[(M)
QW _ QW _ ¥
I Syl /bg;wm Lo 2411 fr +0y)
%%Jr %'E’zm%zx-’b } oy~ M”VZ'“C/AJ)

—7603)-- _7@(,(7)-- rk Kelk
=) wy)= £ /{gw\Aj +2»3x+/5x—3,3 +z ke

NEEO 3(2) = A (1, Mﬁ') ) — A w ("r“ﬂ)

=) W)= - A Al2), Aot @ A(2) = 27000y ¢ iy)
plozi  Llanvg = Qo (&tngeiflng) = @t | 4 pote )

W (X)) = 7 gomng + 200y - By + 3% + K | Ke@






| ¥AT 18 -29.1.19

m=? [(m< l) i ==
5 w( o 1 4%(mr)
() = A m o ™
8 ) Z b = —A——-'Z il i
m=0 W‘mzﬁ Gt

M1
- 1 2 - 2%
- _ =y . E;ES = .
\_,Jé”/"iz‘z-s 2-3 Jn [1 ‘)
121>1 [
13>% 121>7
a) Jiwsie (le'no) ' - o
2-”\' Z 2~(M+'\ ~
§(2) \Z l) 2’\' - M+ . - (1] *‘2'5(9)
m={ m=0 %(2)_'——-70
< od o0 Loag
! & — (m#1) =1 -m=2 a
) = g g 34_12@{): 4
m=0 m=0 = / QQ)
= /@3
N
= .ﬂ_ ___/.1—-——-— — 4 — + —,1‘_‘ i
t 22 1B % 2 (2 -1) 2 2-1
L1¢1
o 12154 =)9(z) = b 2+ S (1—1)4-0:,[,,%“

2900 : O0=0+C = ¢ =0
= = - . = - —.-é—-'
) ?f(z) 2:9(2) 2 hv 2 12154



| Kpr 18 124.4.11

@ a,)_\[; Prr Mw {{ﬂ P %«;/«w»y'm— Mm%» F(r) a &>0/“&V!"'

4 ifﬁ'ﬁ)f[f'c)}@. F(qb) g

f{w R

(,{(M)l '}’M' —'Pa
U/W/
F(p)
) que) = L(e-8) flze) = 4(e-d) f(2(e-2)
Al ALt
f/e 5 [ ot} 5 E’f{zu-a)i(e-ij
F/,,\ — L F (4 > %F[%)L‘%
A=
@[j/a /ﬁl(é ! f/Ze/ ’“/é ﬂ//Ztl ) Hods~ %Z;LL
LM—,&
.4 -+ (") ] ' o -
[y %W s g
(8 a —

F()



KAT18 - 5.2.2019

Zadani

1. [10 bodu] Je déna funkce
1

a) Naleznéte rozvoj funkce f(z) v Laurentovu radu v maximalnim mozném
neomezeném zobecnéném mezikruzi se sttedem v 2y = 1. Urcete parametry
tohoto zobecnéného mezikruzi.

b) Naleznéte rozvoj funkce f(z) v Laurentovu fadu v maximélnim mozném
omezeném zobecnéném mezikruzi se sttedem v zy = 1. Urcete parametry
tohoto zobecnéného mezikruzi.

2. [10 bodu] Funkce y(t) fesi diferencialni rovnici
yt) + yt) = f(), y(0+) =0

a funkce f(¢) méd Laplaceuv obraz

1
(p+2)(1—e?)

Stanovte analyticky y(t) na intervalu (1,2).

F(p) =

3. [10 bod] Reste diferencni rovnici
Ynt2 + Z2kyn—k = Qn pro TZ:O,].,..., y0:07 91:17
k=0
kde ap=0 a a,=1 pron=1,2,... .
4. [10 bodu]

a) Formulujte vétu o Taylorové rozvoji pro holomorfni funkci.
b) Odvodte vyjddieni Taylorovych koeficientti pomoci derivaci dané funkce.

¢) Pro jakou celistvou funkei plati

fM0)=2"  pro n=0,1,...7
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Zadani

1. [10 bodi]

a) Je déno linedrni lomené zobrazeni

Najdéte obraz f(M) mnoziny
M ={z€eC|0<Rez<2}

v tomto zobrazeni. Mnoziny M a f(M) nakreslete.

b) Existuje linearni lomené zobrazeni, které zobrazi mezikruzi
N ={z€C|1<|z]<2}

na nekoneény otevieny péas (tj. na otevienou ¢ast roviny ohrani¢enou dvojici
rovnobézek)? Pokud ano, néjaké takové zobrazeni najdéte. V opacném piipadé
zduvodnéte, proc¢ takové zobrazeni neexistuje.

2 cost
/ —
o 2-+cost+asint

pro a =1 a pro a = —1.

2. [10 bodu] Vypoctéte

3. [10 body]

a) Pomoci Laplaceovy transformace teste diferencialni rovnici

y'(t) + % #y(t) = cos(vV2t), 20,

s pocatecnimi podminkami
y(0+) = -1, 4'(0+)=0.

b) Vyjadiete Laplaceiv obraz funkce sin(v/2t)-g(t) pomoci Laplaceova obrazu
G(p) funkce ¢(t) € Lo.

4. [10 bodu]

[e.9]

a) Definujte konvoluci dvou posloupnosti (a,)%, a (b,)%2, a uvedte vétu o

obrazu konvoluce pro transformaci Z.

b) Uved'te a odvodte vzorec pro vyjadieni Z-obrazu posloupnosti (na,)S,
pomoci Z-obrazu F(z) posloupnosti (a,), € Z.

oo
n=0>

(an)peo * (2")02 = (n2")7%,.

c¢) Urcete posloupnost (a,) pro kterou plati
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