
Komplexńı analýza a transformace
Ṕısemná část zkoušky (10. 1. 2019)

Jméno a př́ıjmeńı: ............................................. Podpis: ..............................

Př́ıklad 1. 2. 3. 4.
∑

semestr

Body

Před zahájeńım práce

• Vyplňte čitelně rubriku
”
Jméno a př́ıjmeńı“ a podepǐste se.

• Během ṕısemné zkoušky smı́te mı́t na lavici pouze zadáńı ṕısemky, psaćı potřeby,
pr̊ukaz totožnosti a paṕıry, na které zkoušku vypracováváte.

• Nepǐste obyčejnou tužkou ani červeně. Nepǐste na čtverečkovaný paṕır.

• Každý př́ıklad poč́ıtejte na zvláštńı list paṕıru. Při odevzdáńı př́ıklady seřad’te podle
pořad́ı.

• Na konci každého př́ıkladu napǐste odpověd’. Veškeré své odpovědi zd̊uvodněte.

Soupis vybraných vzorc̊u

• sin z =
∑∞

n=0(−1)n z2n+1

(2n+1)!
, z ∈ C.

• cos z =
∑∞

n=0(−1)n z2n

(2n)!
, z ∈ C.

• ez =
∑∞

n=0
zn

n!
, z ∈ C.

• Je-li z0 ∈ C pól řádu k funkce f(z), pak resz0 f(z) = 1
(k−1)! lim

z→z0

[
(z − z0)kf(z)

](k−1)
.

• Jsou-li an a bn reálné a cn komplexńı Fourierovy koeficienty, pak an = cn + c−n pro
každé n ∈ N0 a bn = i(cn − c−n) pro každé n ∈ N.

• Pro a > 0 je F
[
e−at

2
]

(ω) =
√

π
a
e−

ω2

4a .

• Pro n ∈ N0 je L [tn] (s) = n!
sn+1 .

• Pro a ∈ C je L [eat] (s) = 1
s−a .

• Pro ω ∈ R je L [sin(ωt)] (s) = ω
s2+ω2 a L [cos(ωt)] (s) = s

s2+ω2 .

• Pro α ∈ C je Z [αn] (z) = z
z−α .

• Pro α ∈ C je Z [sin(αn)] (z) = z sinα
z2−2z cosα+1

a Z [cos(αn)] (z) = z2−z cosα
z2−2z cosα+1

.

• Z [n] (z) = z
(z−1)2 .



Zadáńı

1. [10 bod̊u] Je dána Möbiova transformace

f(z) =
z + 1

z + α
, α > 0, α 6= 1.

a) Stanovte f(M), kde M = {z ∈ C
∣∣ |z| = α}.

b) Stanovte f(N), kde N = {z ∈ C
∣∣ |z| < α}.

c) Stanovte úhel křivky f(M), kde M je množina z a), a reálné osy.

2. [10 bod̊u] Je dána funkce

f(z) =
1

cos z − 1
.

a) Určete izolované singularity funkce f a jejich typ.

b) Určete hlavńı část Laurentova rozvoje funkce f(z) v prstencovém okoĺı bodu 0.

c) Spočtěte ∫
C
zf(z) dz ,

kde C je kladně orientovaná křivka {z ∈ C
∣∣ |z| = 1}.

3. [10 bod̊u] Je dána diferenciálńı rovnice

y′(t) + αy(t) = f(t), y(0) = 0, t ≥ 0,

kde α ∈ R \ {0, 1} a f(t) je periodické prodloužeńı funkce h(t) = e−t, t ∈ 〈0, 1).

a) Najděte Laplace̊uv obraz Y (p) řešeńı dané rovnice.

b) Stanovte α tak, aby řešeńı rovnice bylo ,,skoroperiodické“ pro velká t (tj. aby
existovala periodická funkce ω(t) tak, že limt→∞(y(t)− ω(t)) = 0).

c) Určete y(t) na intervalu 〈0, 1) pro α = 2.
Návod: Můžete využ́ıt faktu, že je-li R(p) funkce ryze lomená a T > 0, pak
jsou na intervalu 〈0, T ) Laplaceovy vzory funkćı R(p) a R(p) 1

1−e−pT stejné.

4. [10 bod̊u]

a) Formulujte větu o násobeńı mocninných řad.

b) Formulujte větu o integrálńım vyjádřeńı koeficient̊u mocninné řady.

c) Pomoćı a) a b) dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:
Jsou dány funkce

f(z) =
∞∑

n=n0

an(z − z0)n, |z| < 3,

g(z) =
∞∑

n=n0

bn(z − z0)n, |z| < 3.

Vı́me, že pro každé z ∈ C s |z| = 2 plat́ı |f(z)| ≤ 5 a |g(z)| ≤ 5. Pak∣∣∣ n∑
k=0

akbn−k

∣∣∣ ≤ 25

2n
.

veronika
Text napsaný psacím strojem
KAT18 - 10.1.2019













Zadáńı

1. [10 bod̊u] Je dána funkce
f(z) = cotg z .

a) Stanovte obor hodnot funkce f(z) .

b) Vypočtěte rezidua funkce f(z) ve všech jej́ıch izolovaných singularitách.

2. [10 bod̊u]

a) Definujte poloměr konvergence mocninné řady.

b) Řada
∑∞

n=0 anz
n má poloměr konvergence 0 < R < ∞. Stanovte poloměr

konvergence řady
∞∑
n=0

(
(n+ 1) an+1

1

3n
+ an

1

2n

)
zn .

c) Vyjádřete funkci

G(z) =
∞∑
n=0

(
(n+ 1) an+1

1

3n
+ an

1

2n

)
zn

pomoćı funkce

F (z) =
∞∑
n=0

anz
n .

3. [10 bod̊u] Je dána funkce

f(z) = ln
( z

z + 1

)
.

a) Najděte Laurent̊uv rozvoj funkce f(z) se středem z0 = ∞ a určete, kde řada
konverguje.

b) Plat́ı, že
Z(an)∞n=0 = f(z) , (an)∞n=0 ∈ Z0 .

Určete
Z
(
(n+ 1)an

)∞
n=0

.

4. [10 bod̊u]

a) Stanovte Fourier̊uv obraz funkce

f(t) =
1

t2 + 4
.

b) Je dána funkce f(t) ∈ L1(R). Funkce y(t) ∈ L1(R) je řešeńım diferenciálńı
rovnice

−y′′(t) + 4y(t) = f(t) .

Vyjádřete v integrálńı formě y(t) pomoćı f(t).
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Zadáńı

1. [10 bod̊u]

a) Pomoćı reziduové věty vypočtěte integrál∫ ∞
−∞

1

(x2 + 1)2
dx .

b) Ukažte, že

lim
R→∞

∫
KR

1

(z2 + 1)2
dz = 0 ,

kde KR = {z ∈ C | |z| = R, Imz ≥ 0}.

2. [10 bod̊u] Plat́ı, že

1

sin z
=

∞∑
n=−∞

an z
n , π < |z| < 2π.

a) Vyjádřete an pomoćı křivkového integrálu vhodné funkce přes kladně orien-
tovanou kružnici

K = {z ∈ C
∣∣ |z| = 3

2
π}.

b) Spočtěte pomoćı a) koeficient a0 uvedené řady.

3. [10 bod̊u] Řešte diferenčńı rovnici

yn+1 + yn = fn + an , y0 = 0 ,

kde (an)∞n=0 ∈ Z0 a

fn =

{
2n pro n sudé ,
0 pro n liché .

4. [10 bod̊u]

a) Definujte konvoluci funkćı f(t), g(t) ∈ L1(R) .

b) Funkce f(t) ∈ L1(R) má Fourier̊uv obraz F (p) nenulový v každém bodě.
Najděte funkce g(t), h(t) ∈ L1(R), pro které plat́ı

F{g(t) ∗ f(t)}(p) = F (p) e−p
2

,

F{h(t) ∗ f(t)}(p) = F (p) e−p
2+ip .

veronika
Text napsaný psacím strojem
KAT18 - 21.1.2019











Zadáńı

1. [10 bod̊u] Je dána funkce

u(x, y) = αx2 + y2 + 3x+ β y , α, β ∈ R

a) Stanovte α tak, aby u(x, y) byla reálnou část́ı celistvé funkce f(z). Pro tato α
stanovte odpov́ıdaj́ıćı funkci f(z) (v závislosti na β a komplexńı proměnné z).

b) Pro α určené v části a) stanovte reálnou funkci ω(x, y) takovou, že

i e−x cos y + i u(x, y) + ω(x, y)

je celistvá funkce.

2. [10 bod̊u] Vypočtěte integrál∫ ∞
−∞

e2ix

(x− 1)(x2 + 1)
dx .

Nakreslete křivku, přes kterou se integruje v aplikaci reziduové věty.

3. [10 bod̊u] Nalezněte Z-obrazy následuj́ıćıch posloupnost́ı a určete jejich definičńı
obory.

a) ( 1

n+ 1

)∞
n=0

.

b) (yn)∞n=0 , kde

yn =
n∑
k=0

3n−k
1

k + 1
= 3n · 1 + 3n−1 · 1

2
+ 3n−2 · 1

3
+ . . .+ 3 · 1

n
+ 30 · 1

n+ 1
.

4. [10 bod̊u]

a) Formulujte a dokažte větu o translaci pro Laplaceovu transformaci.

b) Funkce f(t) má Laplace̊uv obraz F (p). Stanovte obraz funkce

g(t) = 1
(
t− 1

2

)
· f(2t− 1) .
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Zadáńı

1. [10 bod̊u] Je dána funkce

f(z) =
1

(z − a)2
+ z3 , a ∈ C \ {1} .

a) Nalezněte rozvoj funkce f(z) v Laurentovu řadu v maximálńım možném
neomezeném zobecněném mezikruž́ı se středem v z0 = 1. Určete parametry
tohoto zobecněného mezikruž́ı.

b) Nalezněte rozvoj funkce f(z) v Laurentovu řadu v maximálńım možném
omezeném zobecněném mezikruž́ı se středem v z0 = 1. Určete parametry
tohoto zobecněného mezikruž́ı.

2. [10 bod̊u] Funkce y(t) řeš́ı diferenciálńı rovnici

y′(t) + y(t) = f(t) , y(0+) = 0

a funkce f(t) má Laplace̊uv obraz

F (p) =
1

(p+ 2)(1− e−p)
.

Stanovte analyticky y(t) na intervalu (1, 2).

3. [10 bod̊u] Řešte diferenčńı rovnici

yn+2 +
n∑
k=0

2kyn−k = an pro n = 0, 1, . . . , y0 = 0, y1 = 1,

kde a0 = 0 a an = 1 pro n = 1, 2, . . . .

4. [10 bod̊u]

a) Formulujte větu o Taylorově rozvoji pro holomorfńı funkci.

b) Odvod’te vyjádřeńı Taylorových koeficient̊u pomoćı derivaćı dané funkce.

c) Pro jakou celistvou funkci plat́ı

f (n)(0) = 2n pro n = 0, 1, . . . ?
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Zadáńı

1. [10 bod̊u]

a) Je dáno lineárńı lomené zobrazeńı

f(z) =
2z − 3

z − 2
.

Najděte obraz f(M) množiny

M = {z ∈ C
∣∣ 0 < Re z < 2 }

v tomto zobrazeńı. Množiny M a f(M) nakreslete.

b) Existuje lineárńı lomené zobrazeńı, které zobraźı mezikruž́ı

N = {z ∈ C
∣∣ 1 < |z| < 2 }

na nekonečný otevřený pás (tj. na otevřenou část roviny ohraničenou dvojićı
rovnoběžek)? Pokud ano, nějaké takové zobrazeńı najděte. V opačném př́ıpadě
zd̊uvodněte, proč takové zobrazeńı neexistuje.

2. [10 bod̊u] Vypočtěte ∫ 2π

0

cos t

2 + cos t+ α sin t
dt

pro α = i a pro α = −i.

3. [10 bod̊u]

a) Pomoćı Laplaceovy transformace řešte diferenciálńı rovnici

y′′(t) +
sin(
√

2 t)√
2

∗ y(t) = cos(
√

2 t) , t ≥ 0 ,

s počátečńımi podmı́nkami

y(0+) = −1, y′(0+) = 0 .

b) Vyjádřete Laplace̊uv obraz funkce sin(
√

2 t) · g(t) pomoćı Laplaceova obrazu
G(p) funkce g(t) ∈ L0.

4. [10 bod̊u]

a) Definujte konvoluci dvou posloupnost́ı (an)∞n=0 a (bn)∞n=0 a uved’te větu o
obrazu konvoluce pro transformaci Z.

b) Uved’te a odvod’te vzorec pro vyjádřeńı Z-obrazu posloupnosti (nan)∞n=0

pomoćı Z-obrazu F (z) posloupnosti (an)∞n=0 ∈ Z0.

c) Určete posloupnost (an)∞n=0 , pro kterou plat́ı

(an)∞n=0 ∗ (2n)∞n=0 = (n2n)∞n=0.
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