Priklad 1: V wurné jsou kulicky tri barev. Necht jevy A, B a C postupné znamenaji, Ze ndhodné
vybrand kulicka je cernd, cervend, resp. bild. Urcete vyznam ndsledugjicich jevii:

1. A°N B°,
2. (AuC)nN B,
3. AUBUC.
ReSent:
1. Nebyla tazena ani ¢erné ani ¢ervena kulicka, tj. byla tazena bila kulicka, tj. nastal jev C.
2. Byla tazena budto ¢erna nebo bila kulicka a zaroven byla taZena ¢ervena kulicka - jev nemozny.

3. Byla tazena bud ¢erna nebo ¢ervena nebo bila kulicka, tj. nastal jev jisty.

Priiklad 2: Pri zkou$ce dostane student tii otdzky. Necht jev A znamend, Ze ndhodné vybrany student
zodpovi sprdavné proni otdazku, jev B, Ze zodpovi sprdavné druhou otdzku a jev C, Ze zodpovi sprdvné
treti otdzku. Vyjadrete pomoct jevi A, B,C, A¢, B¢, C°, Ze ndhodné vybrany student:

1. zodpovi sprdvné jen pruni otdzku,
2. zodpovi sprdvné pravé jednu otdzku,
3. zodpovi sprdavné alespon dvé otdazky.
Reent:
1. AnB°ncCe
2. (ANB°NCYU(A°NBNCY)U(A N B NC),
3. (ANBNCHUANBNC)UANBNCYU(ANBNC)=(ANB)U(BNC)U(ANC).

Priklad 3: Hdzime tremi kostkami. Jakd je pravdépodobnost, Ze soucet bude roven 5%

Regent:
Jev A znad&i priznivé moznosti: {1,1,3};{1,2,2};{1,3,1};{2,1,2};{2,2,1}; {3,1,1};

A 6 1
pay= A6 L0
(A =1q =& ~ 36~ 0277

kde |.| zna¢i pocet prvkii a € je mnoZina vSech jevi.

Priklad 4: Na party se seslo 14 studenti, z toho 8 vysokoskoldki a 6 stredoskoldki. Jakd je pravde-
podobnost, Ze v ndhodné vybrané ctverict budou

1. wsichni ¢ty vysokoskoldci,

2. pravé jeden vysokoskolak?



Reseni:

Pocet vSech moznych ¢tveric utvorenych ze 14 studenti je (144).

1. Pocet vSech ¢tveric vytvorenych z vysokoskolaki je (i), tudiz hledané pravdépodobnost je

2. Pocet v8ech trojic vytvorenych ze stredoskolaki je (g), pocet vSech "jednic"vytvofenych z
vysokoskolékt je (f) = 8. K vytvoreni pfiznivych ¢tveric je tfeba vSechny trojice zkombinovat
se v8emi "jednicemi", tudiz hledana pravdépodobnost je

L5

(4)

Piiklad 5: Béhem dne se v porodnici narodilo 10 déti. Pravdépodobnost narozent chlapce je p = 0.514.
Jakd je pravdépodobnost, Ze se behem tohoto dne narodil v porodnici:

1. alespon jeden chlapec,

2. mazimdlné dva chlapci?

Resent:
Necht A;;7 = 1,...,10, zna¢i jev "i-té narozené dité je chlapec". Jev A pak znamené "alespon
jedno narozené dité je chlapec"a jev A° "zadné narozené dité neni chlapec". Jelikoz Ay, ..., Ay jsou

nezavislé, pak

P(A) = P(U%4;) = 1— P(A°) =1 -] [(1 - P(A;)) = 1 — (0.486)"°.

=1

Jev P(B) pak znamené, Ze se v ten den narodily bud samé hol¢icky nebo Ze jedno narozené dité byl
chlapec a zbytek hol¢icky (na poradi nezalezi) nebo Ze dvé z narozenych déti byli chlapci a zbytek
hol¢icky (na poradi rovnéz nezalezi). Pak

P(B) = (0.486)" + (110) 0.514 - (0.486)° + (120) (0.514)2 - (0.486)°.

Priklad 6: Autobusy prijizdéji na zastdvku v desetiminutovyjch intervalech. Pokud piijdu na zastdvku
uplné ndhodné, jakd je pravdépodobnost, Ze budu cekat déle nez 7 minut a 24 sekund?

Resen:

Nakreslime-li si tisecku o délce 10 znacici ¢asovou osu, kde pocateéni a koncovy bod budou odpovidat
piijezdim dvou autobust, pak ¢ast této usecky odpovidajici dobé, kdy pfijdu a budu ¢ekat aspon 7
minut a 24 sekund, bude interval [0, 2.6], tudiz odpovidajici pravdépodobnost je

2.6

p= -
10

= 0.26.



Piiklad 7: Méjme dvé zcela ndhodnd c¢isla x ay mezi 0 a 1. Jakd je pravdépodobnost, Ze jejich soucet
je mensi neZ 1 a zdroven rozdil x — vy vétsi nez 0.57

Resent:
Nakreslime-li si ¢tverec o hrané délky 1 znacici (ndhodné) souradnice z a y, pak odpovidajici plocha
je ¢ast Gtverce ohraniena piimkami y = —z + 1 smérem k bodu [0;0] a y = x — 0.5 smérem k bodu

[1;0]. Jeji plocha je rovna 1/16, tudiz hledan& pravdépodobnost je

1
p:E:i
1 16

Priklad 8: Dvé osoby prijdou na smluvené misto uplné ndhodné nezdvisle na sobé mezi 12. a 13.
hodinou, pockaji 20 minut a pak odejdou. Jakd je pravdépodobnost, Ze se potkaji?

Regen:
Nakreslime-li si ¢tverec o hrané délky 60 znac¢ici minutu po dvanacké hoding, kdy pfijde prvni (osa
x), resp. druhé (osa y) osoba, pak odpovidajici plocha je ¢ast ¢tverce ohrani¢ena primkami y = x+20
ay = x — 20. Jeji plocha je rovna 2000, tudiz hledané pravdépodobnost je
2000 5
P _ _

3600 9

Priklad 9: Pri hodu dvéma mincemi uvazZujeme tyto nahodné jevy:
A... jev, Ze na 1. minci padne rub,

B ... jev, Ze na 2. minci padne lic,

C... jev, Ze na obou mincich padne rub nebo na obou lic.

Zyistéte, zda dané jevy jsou nezdvislé nebo alespon po dvou nezdvislé.

Resent:
PU)=5  PB)=5  PO)=y
P(AmB):i, P(AmC):i, P(BﬁC)zi,
P(A)- P(B) = . P(A)- P(C) =1, P(B)-P(C) =7

P(ANBNC) =0, nebot AN BNC je jev nemozny. Protoze P(A) - P(B) - P(C) # 0, nejsou jevy
A, B, C nezavislé. Plati ale
P(ANB)= P(A) - P(B),

P(ANnC)=P(A)- P(C),
P(BNC)=P(B)-P(C).

Proto o jevech A, B, C' muzeme fici, Ze jsou nezavislé po dvou.

Priklad 10: Ve skupine sportovci je 20 lyZari, 4 béZci a 6 cyklisti. Pravdépodobnost splnéni normy
pro lyZare je 0.9, pro béZce 0.8 a pro cyklistu 0.75.

1. Urcete pravdépodobnost toho, Ze ndhodné vybrany sportovec splni normu.
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2. Ndhodné vybrany sportovec splnil normu. Jakd je pravdépodobnost, Ze je to cyklista?

Resen:

Oznac¢me si

A; néahodné vybrany sportovec je lyzar,

Ay néahodné vybrany sportovec je bézec,

A3 nahodné vybrany sportovec je cyklista,

B nahodné vybrany sportovec splnil normu.
Potom

1. Vime, ze
20 2 4 2 6 1
P(A1>_%—§v P(A2)—%—1—5> P(As)—%—g-

Déle plati, ze
P(B|A;) =0.9, P(B|As) =0.8, P(B|A3)=0.75.

Z véty o uplné pravdépodobnosti pak méme
P(B) = P(B|A1) - P(A1) + P(B|As) - P(A2) + P(B|A;) - P(A3),

tj. pravdépodobnost jevu B je

2 2 1
P(B)=09-2+0.8-—+0.75- = = 0.857.
(B) =095 +08- - +0.75 = = 0.857

2. Po dosazeni do Bayesovy véty obdrzime

P(B|Ay) - P(A;) 0753

= = 0.175.
>3 P(A;)- P(BlA;) — 0.857

P(A2|B) =

Poznamka: Tyto pravdépodobnosti lze vycist také z tabulky, kterou si vyplnime pro libovolné velky
vzorek pokust o splnéni limitu, nap¥. 300 (tj. kazdy sportovec v oddile méa 10 pokusii):

’ H lyzar \ bézec \ cyklista H > ‘

splnil 180 32 45 257
nesplnil 20 8 15 43
| > [ 200] 40 [ 60 [ 300 |

Vidime, ze pravdépodobnost, ze nahodné vybrany sportovec splnil limit, je podil splnénych limita
ze vSech pokust, tj. P(B) = 257/300 = 0.857, a pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany sportovec,
ktery splnil limit, je cyklista, je podil cyklistt mezi v8emi sportovei, ktefi splnili limit, tj. P(A;|B) =
45/257 = 0.175.

Priklad 11: Uvazujme hod minci, tj. Q = {wy, w2, w3}, kde

wy je jev, Ze padl rub, pricemZ P(w;) = 0.49,

wy je jev, Ze padl lic, pricemZ P(ws) = 0.49,

ws je jev, Ze mnastala wvygjimecnd situace (hrana, ukradeni mince :-) apod.), pricemZ
P(w3) = 0.02). Sestrojte dvé rizné ndhodné veliciny a nakreslete jejich distribucni funkce.

Resen:
Veli¢iny mohou byt napft.



o X : X(wy)=1X(wy) =—1, X (w3) = 0. Distribu¢ni funkce je pak skokovita se skoky v bodech
-1,0 a 1 o velikostech 0.49, 0.02 a 0.49, tj.

0 proz <-1
0.49 pro —1 <2 <0
0.51 pro0<zx <1

1 proz >1

oV :Y(w)=Y(ws) =mY(ws) = 27.4. Distribu¢ni funkce je pak skokovita se skoky v bodech
7 a 27.4 o velikostech 0.98 a 0.02 (nebot obraz = m maji dva elementarni jevy, jejichz souhrna
pravdépodobnost je 0.49 4+ 0.49 = 0.98), tj.

0 prozx <7
Fy(x) = { 098 prom <z <274
1 prox >274

Priklad 12: Uvazujme hod kostkou, tj. mnoZinu jevi Q = {wy, ...,ws}, kde w; znaci, Ze padlo c¢islo
i, a ndhodnou velic¢inu X takovou, Ze

X(w) =X(w3) =X(wg) =X(wg) = -1 a X(w) =X(ws5) =2.
Sestrojte distribucni funkci.

Resent:

Jelikoz ¢tyfem jeviim piifazujeme hodnotu -1 a pravdépodobnosti kazdého z jevi je 1/6, pricemz
tyto jevy jsou disjunktni, pak pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina je mensi nebo rovna -1 je
4-1/6 = 2/3. Obdobné uvazujeme i pravdépodobnost, ze X nabude hodnoty 2, rovnu 2/6 = 1/3.
Distribué¢ni funkce je pak tvaru

Fx(xz) =0 x € (—o0,—1)
2/3 re€[-1,2)
1 T € [2,00).

Piiklad 13: Urcete konstantu c tak, aby funkce

f(z) =cz’e”, x € (0,1),
0, Jinak,

byla hustota néjaké nahodné veliciny.

Resent:
Pro hustotu musi platit

/R Fa)da = 1.

Dvojitym pouzitim integrace per partes dostaneme

0 1 oo 1 1
/ f(z)dz = / Odx + / cr?edr + / Odx = / cr’e’dr =cle—2) = c= .
R —00 0 1 0 e—2
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Priklad 14: Sestrojte distribucni funkci ndhodné veliciny dané hustotou z prikladu 13 a urcete prav-
dépodobnost, Ze tato nahodnd velicina nabyjvd hodnoty mezi -0,5 a 0,5.

Resent:
Distribu¢ni funkce pro spojité ndhodné veli¢iny je tvaru

F(a) = / " Fy)dy,

tudiz
F(z) =0 <0
T Pl 1 267 — 2pe” 4+ 27 — 2
ye 9 . x%e xe
= d = v 2 Y 2 Y - 0 ]'
/Oe_zy Tl = 2ye” + 2¢ p— z € (0,1)
=1 x> 1.
Obecné pro spojité nahodné veliciny plati
b
Pla< X <b) = / f(@)dz = F(b) — Fla),
tudiz 05 05
' ' r 1.25.e" =2
P(—0.5 < X < 0.5) = (2)dz = / T = ¢
—0.5 0o €—2 e—2
nebo takeé
0.52¢0% — 2.0.5 - €0 4 2¢0% — 2 1.25- 05 — 2
P(=0.5 < X < 0.5) =F(0.5) — F(—0.5) = ->¢ : e —0= 2
e— e—

Priklad 15: Uvazujme pravdépodobnostni prostor s mnoZinou jevii Q = {wy,wq, w3}, pricemz P(w,) =
1/2, P(wy) = 1/3 a P(ws) = 1/6, a ndhodnou veli¢inu X definovanou jako X (w1) =1, X(w2) =3 a
X (w3) = 6. Spoctéte stiedni hodnotu EX a rozptyl var X.

Resend:

EX_3 X 1. ] 1 15
=1

3
1 1 1 19
EX? = P(X=z)=1* =43 2462 ===
19 (5\> 13
var X =EX? — (EX)’ ="~ — (=] =~—.
2 2 4
Tedy stfedni hodnota EX je 5/2 a rozptyl var X je 13/4.
Priklad 16: UvazZuyme ndhodnou velicinu danou hustotou
flx) =e™* x>0,
0 x < 0.



Spoctéte EX a var X.

ReSent:
EX:/ xf(x)da;:/ ve “dr =1,
—00 0

EX? :/ 2 f(x)dw :/ e dr = 2,
- 0

var X = EX? — (EX)*=2-1*=1.
Tedy stredni hodnota EX je 1 a rozptyl var X je také 1.

Priklad 17: V testu je 15 otdzek s moznymi odpovédmi a)-e), pravé jedna je spravnd. Jakd je prav-
dépodobnost, Ze pii zcela nahodném tipovdani trefi student spravné aspon tri otdazky? Popiste ndahodnou
veli¢inu popisugici pocet spravniyjch odpovéds.

Resent:
Ozna¢me X nahodnou veli¢inu popisujici pocet spravnych odpovédi. Ta méa binomické rozdéleni
Bi(15; 0.2), tj.
15
P(X =k) = <k)0.2’“(0.8)15k, pro k=0,1,...,15.
EX=15-02=3 a var X =15-0.2-0.8=24.
Pravdépodobnost, Ze pii zcela ndhodném tipovani trefi student spravné aspon tii otazky, je tedy

P(X>3)=) (1k5)0.2k(0.8)15_k.

k=3

Priiklad 18: Telefonni ustiedna zapoji béhem hodiny primeérné 15 hovori. Jakd je pravdépodobnost,
Ze behem 4 minut zapoji ustiedna

1. prdvé jeden hovor,
2. alesponi dva hovory a nejvyse pét hovori?
A jakd je pravdépodobnost, Ze

3. mezi 10:00 a 10:10 spoji alespori dva hovory, pricemz mezi 10:00 a 10:02 nespoji ani jeden.

Resend:

1. Ozna¢me X néhodnou veli¢inu popisujici pocet prichozich hovori béhem 4 minut. Ta mé
Poissonovo rozdéleni Po(1), nebot stfedni hodnota poé¢tu pfichozich hovord béhem 4 minut
odpovidajici parametru A je 1, tj.

1k
P(X=k)= Ee—l, k=0,1,...,
tudiz
11
PX=1)= Te* =e 1 =0,3678.



2. Uvazujme X z bodu 1., pak

12 13 14 15
PR2<X <5 =—e'4+—el+—e'+

-1 _
o i m ae =0, 2636.

3. Oznacéme X; ndhodnou veli¢inu popisujici pocet hovori mezi 10:00 a 10:02 a X, nahodnou
veli¢inu popisujici pocet hovort mezi 10:02 a 10:10. Analogicky k predeslému

AT A5 x
P(Xlzk)zye_l a P(XQZk):Ee_Q,
kde Ay = 0,5 a Ay = 2. Hledana pravdépodobnost je tedy
0,5° 45 20 ., 2!
P(Xl:O,XQ22):P(X1:0)P<X2>2):—€ ’(1——6 — —€ )

- o! o! 1!

Pozn.: Ndhodné veli¢iny X; a X5 jsme zvolili tak, aby se jednalo o po¢ty hovort na disjunktnich
intervalech, a tudiz aby tyto pocty byly nezéavislé, jinak bychom nemohli pouzit vztah P(X; =
0,Xo>2)=P(X; =0)P(Xy>2).

Priklad 19: Pan Novdk md svazek péti klici, z nichZ prdvée jeden je od jeho bytu. Po pTichodu z
hospody ke dverim bytu je ve stavu, Ze spravny klic nehledd, ale zkousi strcit do zamku kli¢ ndhodné
vybrany, pricemz vZdy, kdyz netrefi ten pravy, mu svazek klicii spadne na zem. Po desdtém neispésném
pokusu se pak vzbudi jeho manzelka a...(dusledky radéji nedomyslet ;-)). Jakd je pravdépodobnost, Ze
se manzelka pana Novdka nevzbudi?

Resent:
Ozna¢me X nédhodnou veli¢inu popisujici pocet netspésnych pokusii pred prvnim tispéSnym pokusem.
Pak X ~ Geom(0.2), tj. P(X = k) =0.8"-0.2 pro k =0, 1,... Tudiz

9
1—0.8"
P(spici manzelka) = P(X <9)=>» 0.8°-0.2 = 02— =1~ 0.8'% = 0.893.
k=0 ’

Nebo jinak:

Ozna¢me Y nahodnou veli¢inu popisujici pocet tspésnych pokusu v prvnich 10 pokusech. Pak Y ~
Binom(10,0.2), tj. P(X = k) = (**)0.2¥ - 0.81°* pro k =0, 1,..., 10. Tudiz

10
P(spici manzelka) = P(Y >1)=1—-P(Y =0)=1— (0 )0.200.810 =1—0.8"=0.893.

Priklad 20: Posta chodi pravidelné mezi 10:00 aZ 12:00 rovnomérné. Jakd je pravdepodobnost, Ze
obdrzime postu mezi 11:30 az 12:307

Resen:
Ozna¢me X nahodnou veli¢inu popisujici ¢as prichodu posty. Ta ma rovnomérné rozdéleni Ro(10, 12).
Hustota je tedy

z € (10,12),

jinak.



a hledana pravdépodobnost je

/12,5 12 4 1
f(x)dx = / —dr = -.
11,5 115 2 4

Priklad 21: Do pojistovny prijdou primerné 2 hldaseni skody denné. Jakd je pravdépodobnost, Ze do
pojistovny prijde nejblizsi hldasent skody nejdrive treti den?
Resen:
Tuto ulohu mizeme fesit jak s vyuzitim Poissonova rozdéleni, tak exponenciadlniho rozdéleni.
a) Nahodna veli¢ina X "doba ¢ekani na pfichod dalsiho hlaseni"mé exponencialni rozdéleni. Pa-

rametr A\ = 2, protoze EX = 1/\ = 1/2 (ze zadéani vime, Ze v praméru piijdou 2 hlaseni skody
denné, tj. stfedni doba ¢ekani je pil dne). Hledana pravdépodobnost je pak

PX>2)=1-P(X<2)=1-F2)=1—-(1-e??)=¢"

nebo také pocitano jako
P(X >2) = / f(z)dx = / 2e dy = e *.
2 2

b) Néahodnéa veli¢ina Y "pocet hlaseni béhem dvou dni"ma Poissonovo rozdéleni. Parametr A = 4
protoze EY = X a ze zadani vime, Ze béhem dvou dni prijdou v praméru 4 hlaseni. Hledana
pravdépodobnost je pak

—4 4° —4

PY=0)=e o= e

Priklad 22: Z dlouhodobyjch méreni je zndamo, Ze pristroj md poruchu v priméru jednou za 10
000 hodin. Predpokladejme, Ze "doba cekani na poruchu'je ndhodnd velicina X s exponencidlnim
rozdélenim. Stanovme hodnotu t tak, aby pravdépodobnost, Ze pristroj bude pracovat delsi dobu neZ t,
byla 0.99.

Reseni:

P(X>t)=1-P(X <t)=1— F(t) = 0.99,

neboli
F(t) =0.01.

Ze zadani je patrné, ze X ~ Fxp(1/10000), a tedy
0,01 =1 — ¢~ o000,

Odtud po aprave
= —10000 - log 0,99
= 100, 5.

Priklad 23: Vime, Ze populace urcitého druhu stromai, dorista viysky X metri, kde X md normdalnt
rozdéleni N(20,16). Spoctéte pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany strom md vysku (v metrech)

a) mensi nez 16,



b) vetsi nez 20,
¢) v mezich od 12 do 28,
d) mensi nez 12 nebo vétsi nez 28,

e) rovnu 22.

ReSeni:
Provedeme transformaci veli¢iny X na normovanou veli¢inu Z = % a stejné upravime i druhou

stranu nerovnosti.

a)

P(X <16) = P(Z<¥2)=P(Z<-1)=9(-1) =

= 1—®(1)=1-0,84134 = 0, 15366

b)
P(X>20):P(Z>20_20):P(Z>0):1—P(Z§0):
=1-®(0)=1-0,5=0,5
c)
P12<X <28) = PR <Z<22) =

= P(-2<Z<2)=0(2) - d(-2) =
= D(2)—[1—B(2)]=20(2)— 1=
= 2.0,97725 — 1 = 0,95450

d)

P(X<12)+P(X >28) = 1-P(12< X <28) =

= 1-0,95450 = 0, 04550

Priklad 24: Necht X ~ Ro(0,2) a Y = X? + 1.
1. Sestrojte distribucni funkci ndhodné veliciny Y .
2. Spoctéte cov(X,Y).

3. Rozhodnéte, zda jsou X a'Y nezdvislé? Proc?

Reseni:
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1. Ozna¢me F' distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X a G distribuéni funkci nahodné veli¢iny Y.
Pak

F(z)=0proxz <0,
= g pro x € (0,2),
=1 proxz > 2,
a tudiz

Gly)=P(Y <y)=P(X°+1<y)=PX <\ y—1)=

=0 proy<1,

-1
= ¥ proy € (1,5),
=1 proy>5.

2. Upravme

cov(X,Y) =EXY —EXEY = EX(X?+1) - EXE(X2+1)
=EX’+EX —EXEX® -EX = EX® - EXEX?.

Hustota nédhodné veli¢iny X je f(z) = 1 pro z € [0,2] a 0 jinde. Pak

R

2 2
4
Ex?= | Lgr==_
/0 273

2 .3
EX3:/x—dx:

0 2
4 2
XY)=2-1.-=1%
cov(X, V) t=2

3. Nejsou nezévislé <= cov(X,Y) # 0.

Priklad 25: SdruzZené pravdépodobnosti nahodnijch velicin X a 'Y jsou ddny ndsledujici tabulkou:

Y=0] Y=1] Y=2
X=0| 1/81/8| 0
X=1| 3/8 | 1/8 | 1/4

1. Jaka jsou jejich margindlni rozdéleni?
2. Jsou veliciny X a'Y nezdvislé?

3. Jak vypadd jejich korelacni matice?

Reseni:
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1. Rozdéleni vektoru X je
PX=0=PX=0Y=0+PX=0Y=1)+PX=0,Y=2)=

111

_§+§+O_Z
PX=1)=PX=1LY=0+PX=1,Y=1)+PX=1Y=2)=

3 1.1 3

“3tstiTu

Rozdéleni vektoru Y je analogicky

1 3 1
PY =0)=-+-==
( )=5T572
1 1 1
PY=1)=-+-=-
( ) =557 1
11

PY =2)=0+-=-.
( )=0+7=7

pm:m.myzm:%¢ozmxzqyzm

3. Kovarianci vypoé¢teme ze vztahu cov(X,Y) = EXY — EXEY":

1 3 3
EX: c - ]_-—:—
0 4+ 4 4

1 1 1 3

BY =0-3+1-5+2-5=]

1 1
IEXY:()-O-g—i-O-l-g—i—O-Q-O

1 1 5!
1-0-241.1--41.2.2=2
- Tt ITS
5 3 3 1
X Y)=EXY —EXEY =—- — - .- = —.
cov(X, ¥) S 414 16
Rozptyly pak vypocteme ze vztahii var X = EX? — (EX)? a var Y = EY? — (EY)%:
1 3 3
EX? =02~ +12.°
4 44
1 1 I 5
EY? =0* 12. = 422 =
0 2 + 4 * 4 4
3 /3\> 3
X = — — — = —
varS Ty (4) 16
5 (3\° 11
Y = — | - J—
Vet Ty (4) 16
Korelace je tedy
cov(X,Y) =

corr(X,Y) =

\/W\/var—Y\/—\/_
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a korelacni matice

Corr(X,Y) = (

i -
HQF
SN—

Priklad 26: SdruZend hustota ndhodnijch velicin X a'Y je

1
foery(@,y) = 567%% x>0,y>0
=0 Jinak.

1. Jakd jsou jejich margindlni rozdéleni?
2. Jsou veliciny X a'Y nezdvislé?

3. Jak vypadd jejich korelacni matice?

Priiklad 27: Firma ma 50 pobocek. Pravdépodobnost, Ze v soucasné financni krizi pobocka krachne
do prFistiho léta, je 0.1. Jakd je pravdépodobnost, Ze krachnou minimdlné tii pobocky? (feste pomoct

CLV.)

Priiklad 28: Cestou na predndsky do Dejvic prestupuju na Muzeu. Rano i odpoledne maji metra stejny
interval mezi odjezdy 3 minuty. PredndSek béhem semestru je celkem 24. Jakd je pravdépodobnost,
Ze pTi cestach na predndsky a zpét (!!!) stravim cekdanim na metro v souctu vice nez 1.5 hodiny?

Priklad 29: Uvazuyme nasledujici data:

1. pocty vijskyti jistého druhu rostliny na plose 1 m?:
0,2, 1, 4, 4,5, 2,3, 7,

2. casy (v sekunddch) mezi impulzy v mozku:
4.25, 0.65, 1.35, 0.20, 0.55, 6.63, 1.38, 0.22, 0.27;

3. venkovni teploty namerené v riuznich letech pri pravidelné akci konané v pilce Tijna:
8.07, 19.23, 9.27, 5.71, 12.62, 11.24, 11.92, 17.50, 14.87.

Nakreslete pro tato data
a) histogramy
b) boxploty
c) empirickou distribucni funkci

a odhadnéte, z jakého rozdéleni mohou tato data pochdzet. Rddné zdiwodnéte.

Piiklad 30: Pocet kazi na tabulkdch skla se vidi Poissonovym rozdélenim. Bylo pozorovdno

17 tabulek bez kazu
4 tabulky s 1 kazem
1 tabulka s 2 kazy
2 tabulky s 3 kazy
1 tabulka s 5 kazy.
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Metodou mazximdlni vérohodnosti urcete parametr \ tohoto Poissonova rozdélend.

Priklad 31: Doba do poruchy daného pristroje md exponencidlni rozdeleni. Od zacdtku roku bylo
zjisténo, Ze stroj se porouchal postupné za 20 dni, 37.5 dni, 28 dni, 10.5 dni a 54 dni. Metodou
maximalni vérohodnosti urcete parametr \ tohoto exponencidlniho rozdélent.

Priklad 32: U 64 praktickijch lékari byl nameren vijberovy priumeér poctu pacienti za den 23, vijbérovy
rozptyl pak byl roven 36, rozdéleni poctu pacienti neni zndmé. Otestugte (pomoci intervalu spolehli-
vosti) na hladiné 5%, zda skutecnd stiedni hodnota poctu pacienti za den miZe byt povaZovdina za
rovnu 25.

Priklad 33: Vyrobce turdi, Ze spotieba jim vyrdbéného automobilu je 8 1/100km. Primérnd spotieba
u 49 uzivateli ale byla 8.4 1/100km. Naméren byl ddle vgbérovyj rozptyl 2.56. Testujte na hladiné 5%,
zda mél vyrobce pravdu.

Priklad 34: Firma ma tri pobocky. Dva roky bylo sledovdno, kterd z nich zaznamenala nejuyssi
mesicni vynos. Bylo zjisténo, Ze nejuynosnéjsi byla proni pobocka desetkrdt, druhd Sestkrdt a treti
osmkrdat. Je mozné Tict, Ze pruni pobocka je nejuynosnéjsi dvakrdt castéji nez zbylé dve? Testujte na

hladiné 5%.

Priiklad 35: U 120 osob byla pozorovana vise jejich platu a schopnost spldacet wvér. Namereny byly
ndsledugjici sdruzené cetnosti:

plat / schopnost splacet | Spatné | dobra
nizky 10 20
stredni 15 45
vysoky 5 25

Jsou vlastnosti plat a schopnost spldcet wvér nezdvislé? Testujte na hladiné 5%.

Priklad 36: Necht {X;,t € Z} je posloupnost nezdvislych, stejné rozdélengch nahodnych velicin. Je
tento proces strikiné staciondrni? Dokazte nebo vyvratte.

Priklad 37: Necht X je nahodnd velicina s nulovou stiredni hodnotou a konecnym kladnym rozptylem
o2. Definujme proces {X;,t € Z} predpisem

Xt - (—1)tX
Je tento proces slabé staciondrni? Je striktné staciondrni? DokaZte nebo vyvratte.

Priklad 38: Pro pojisténi motorovijch vozidel pouzZivd pojistovna tii kategorie pojistného:

1 - zdkladni pojistné,

2 - bonus 30%,

3 - bonus 50%.

V' prunim roce plati pojistény zdkladni pojistné. Jestlize md rok bezeskodni pribeh, je pojistény v
dalsim roce zaFazen o tiidu viSe (pokud je to mozné), pokud ale uplatni jeden pojistnyg ndrok, je v
pristim roce zarazen o kategorii niZe (pokud je to mozné) a pFi uplatnéni vice neZ jednoho ndroku
o dvé kategorie niZe (pokud je to mozné). Pocty vijskyti pojistné uddlosti v jednotlivijch letech jsou
nezdvislé, stejné rozdélené nahodné veliciny s Poissonovym rozdélenim s parametrem A. Urcete/

1. pocdtecni rozdéleni a matici pravdépodobnosti prechodu,
2. pravdépodobnost, Ze po dvou letech pojisténi bude mit pojistény 50% bonus, kdyZ zacind v zd-

kladni tridé,
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3. staciondrni rozdélent pro pripad, kdy kazdy vidic hldsi skodu primérné jednou za 10 let (hodnoty
v matici pravdépodobnosti prechodu zaokrouhlete na jedno desetinné misto, resp. dvé desetinnd
mista na pozicich ps1 a p32),

4. pFibliznou pravdépodobnost, Ze po dvaceti letech pojisténi bude mit pojistény 50% bonus.

Reseni:

1. Pocatecni rozdéleni je p = (1,0,0).
Oznacéme X nahodnou veli¢inu popisujici pocet uplatnéni pojistnych naroku za rok. Vime, ze
X ~ Po()), tj.

0 Al
P(X =0) = ae"\ —e, PX=1)= Fe_’\ = e
PX>2)=1-P(X=0-PX=1)=1-¢c*=Xe.
Matice pravdépodobnosti prechodu tedy je

1—e? e 0
P= 1—e? 0 e A
l—er=Xe ™ de? e

2. Pro matici pravdépodobnosti pfechodu druhého fadu plati

1—e? e 0 1—e? e 0
P? =p2 = 1—e? 0 e 1—e? 0 e =
l—e=Xe™ X e l—e=Xe™ X e
1—e? e M1l —e™) e 2
= 1—e?=2de? ePMl-—e*+ e e A
1—e =X e M1l—e?) e A+ 1)

Hledana pravdépodobnost je tedy p% = e 2,

3. V pripadé, kdy kazdy tidi¢ hlasi skodu primérné jednou za 10 let, je A = 0.1. Pak matice
pravdépodobnosti prechodu je

0.1 09 0
P= 0.1 0 09
0.01 0.09 0.9

Stacionarni rozdéleni je feSenim soustavy

m =0.1m +0.1m 4+ 0.01 73
w9 = 0.9 + 0.09 73
T3 = 0.9 Ty + 0.9 3

ktera sice sama o sobé neméa jednoznacné feSeni (nebot matice, ktera ji urcéuje, nema plnou
. s ) 3 D NN
hodnost), av§ak pridanim podminky » i=1 ™ = 1 jiz jednoznacné feseni dostaneme, a to

19 90 810
_ Yy ~ Y 91 =20 .88
919 ™7 919 ™7 919

™
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4, P(XQ() = 3) = R} = ().88.

Priklad 39: Uvazujme posloupnost nezavislyjch hodi kostkou. Necht X, znaci maximdlni pocet ok
dosazZenyjch do m—tého hodu vcetné.

1. Urcete matici pravdépodobnosti prechodu.
2. Klasifikujte jednotlivé stavy.
3. Existuje v tomto Tetézci néjaky absorpéni stav?

4. Které stavy jsou dosaZitelné z kteryjch?

Reseni:

1. Pro prvky matice plati

1 .

pij_é 1<)
6

=0 1>

Matice pravdépodobnosti prechodu tedy je

O OO O O
O O O oo
O O Oolwal—o—
O O oo~ o=
O oI = [ [ [ =
= OO O [0y [0y [ =

2. Stav j Markovského fetézce je trvaly, jestlize P(7;(1) < oo) = 1, a pfechodny, jestlize P(7;(1) =
o0) > 0, kde 7j(1) = inf{n > 0 : X,, = j} je Cas prvnfho névratu fetézce startujiciho z j do
stavu j.

Jelikoz

6—j ,
P(Tj(l):OO)ZZijZTJ>O proj=1,2,...,5,
k:k>j

=0 proj =06,

jsou stavy 1,...,5 pfechodné a stav 6 je trvaly.

Trvaly stav j Markovského fetézce je nenulovy, jestlize E7;(1) < oo, a nulovy, jestlize E7;(1) =
oo. Jelikoz E7g(1) = 1, je stav 6 trvaly nenulovy.

3. Je-li pj; = 1, pak se stav j nazyvéa absorp¢ni. Absorpcni je tedy stav 6.

4. Stav j je dosazitelny ze stavu i, jestlize existuje n € N takové, ze pl(-?) > 0. Jelikoz v nasem
piipadé p;; = 0 pro j < ¢, tak dosazitelné jsou stavy:
1 ze stavu 1,

2 ze stavu 1,2,
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3 ze stavu 1,2,3,
4 ze stavu 1,...,4,
5 ze stavu 1,...,9,
6 ze stavu 1,...,6.

Priklad 40: Markovsky Tetézec md matict pravdépodobnosti prechodu

0 0 0 1/5 4/5
0 1/2 0 1/2 0
0o 0 1 0 0
0 1/3 0 2/3 0

1/3 0 1/3 0 1/3

1. Klasifikujte vsechny stavy.

2. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posudte, zda Fetézec k nékterému z
nich konverguje.

3. Odhadneéte stav ve vijchozim case t, vite-li, Ze v case t 4+ 2 byl retézec ve stavu 2.

Priklad 41: Metodou tii sigma spoctéte brutto pojistné, které musi pojistovna od pojisténci vybrat
v pripadé, Ze celkovd vijse skod se Tidi sloZengm rozdélenim, pocet skodnich uddlosti md Poissonovo
rozdélent, vyse jednotlivyjch skod md exponencidlni rozdélent, primérné je pojistovné hlaseno 5000
skod rocné a primeérnd vyse jedné hlasené skody je 20 000 K¢.

Priklad 42: Za skody vzniklé v roce 2019 zaplatila pojistovna 8 mil. K¢ jesté v roce 2019 a ddle
4 mil. K¢ v roce 2020, 2 mil. K¢ v roce 2021 a 1 mil. K¢ v roce 2022. Dalsi roky jiZ pojistovna nic
platit nebude. Za skody vzniklé v roce 2020 zaplatila pojistovna 10 mul. K¢ v roce 2020, 3 mil. K¢
v roce 2021 a 8 mil. K¢ v roce 2022. Za Skody vzniklé v roce 2021 zaplatila pojistovna 7 mil. K¢ v
roce 2021 a 3 mal. K¢ v roce 2022. Za skody vzniklé v roce 2022 zaplatila pojistovna 10 mil. K¢ v
roce 2022. idaje za rok 2023 jesté k dispozici nemdme. Metodou chain ladder spoctéte vysi rezervy
na pojistnd plnénd.
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