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Kapitola 1

Zaklady pravdépodobnosti

1.1 Zakladni pojmy
Definice 1.1 Necht A je neprdzdny systém podmmnozin mnoZiny Q # () takovy, Ze

a) b€ A,
b) je-li A € A, pak A € A, kde A° znaci doplneék mnoziny A do €.

c) jsou-li A; € A, i = 1,2,..., pak U, A; € A.
Pak A nazgvame o-algebrou.

Definice 1.2 Necht Q # 0 a A je o-algebra definovand na Q. Pak pravdépodobnosti

nazveme redlnou funkci P definovanou na A, kterd splnuje

a) P(Q) =1, P(0) =0,
b) P(A) >0 pro vSechna A € A,

c¢) pro kaZdou posloupnost disjunktnich jevi {A,}°2, plati

P(UZ4;) = iP(AJ

Trojice (2, A, P) se nazgvd pravdépodobnostni prostor.



Terminologie:

1) 0 ... jev nemozny
2) Q ... jev jisty

3) AU B ... sjednoceni jevii A, B (jev, ktery nastane pravé tehdy, nastane-li aspon

jeden z jevi A, B)

4) AN B ... prunik jevii A, B (jev, ktery nastane pravé tehdy, nastanou-li oba dva

jevy soucasné)

5) B— A ... rozdil jevu B a A (jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyZ nastane jev B a

zaroven nenastane jev A)
6) AC B ... Ajepodjev jevu B (jev A nastane, kdykoliv nastane jev B)

7) Ac=Q — A ... doplnék jevu A (jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyZz nenastane jev
A)

8) ANB =10 ... jevy A, B jsou disjunktni (nemohou nastat soucasné)

Vlastnosti pravdépodobnosti:

1) 0<P(A) <1, VAeA,

2) P je monotonni: A, B € A, A C B= P(A) < P(B),
3) P(A%) =1— P(4), VA€ A,

4) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB), VA,Be A,
5) A, Be A,/ AC B= P(B—A)=P(B)— P(A),

6) pro kazdou posloupnost disjunktnich jevi {A4;}3°, takovych, ze U2, A; = 2, plati
P(UZ Ai) = 3205, P(A) = L.



1.1.1 Specialni typy pravdépodobnostnich prostori

I. Klasicky pravdépodobnostni prostor

Pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P) nazveme klasickym pravdépodobnostnim prostorem,

jestlize

a) mnozina {2 je kone¢na a vSechny mozné vysledky jsou stejné pravdépodobné, tzn.
oznacime-li postupné pq, . ..,p, pravdépodobobnosti jednotlivych vysledki elemen-

tarnich jevi, pak py = ps = ... = pp = = (je-li moznych vysledki m),
b) za o-algebru A vezmeme systém vsech podmnozin mnoziny €2,

c¢) pravdépodobnost P nadhodného jevu A je rovna

ma
P(A) = —
(A4) =—=,
kde m 4 je pocet vysledku priznivych jevii A a m je pocet vSech moznych vysledki ndhod-

ného pokusu.

II. Geometricky pravdépodobnostni prostor

Geometrickym pravdépodobnostnim prostorem nazveme pravdépodobnostni prostor (€2, A, P)

takovy, ze

a C obv edad= neboli vsechny elementarni jevy lze vyjadrit jako bo
) Q C R? (obvykle d = 1,2, 3), neboli viechny el arni jevy lze vyjadiit jako body

néjaké mnoziny,

b) A= B(Q) je Borelovska og-algebra na € (tj. nejmensi o-algebra obsahujici vSechny
oteviené podmnoziny €2, tudiz i vSechny uzaviené podmnoziny a kombinace obou

téchto typu),

c) P(A) = ’Ij ZES?, kde pu? je d-rozmérna Lebesqueova mira. Pro nase tcely postadi,
pokud si pod p'(A) predstavime délku mnoziny A, pod p?(A) obsah A a pod p?(A)

objem A.



ITI. Obecny diskrétni pravdépodobnostni prostor

Obecny diskrétni pravdépodobnostni prostor je pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P)

takovy, ze

a) 0= {wl,wg, .. .}7
b) A je mnoZina vSech podmnozin 2,

c) jsou dany pravdépodobnosti elementarnich jevit P(w;), které spliwji: > % P(w;) =
1. Pak pravdépodobnost libovolného jevu je dana jednozna¢né vztahem P(A) =

ZwiEA P(wl)
IV. Obecny spojity pravdépodobnostni prostor

O spojitém pravdépodobnostnim prostoru mluvime tehdy, kdyz

a) 2 =R, neboli vSechny elementarni jevy lze vyjadiit jako body na realné ose,
b) A= B(R) je Borelovska o-algebra nad R,

c¢) Je dana funkce f: R — [0,00] takova, ze [; f(x)dz = 1. Pak pravdépodobnost

libovolného jevu A € A je dana jednoznacéné vztahem

P(A) = /A F(@)da.

1.1.2 Podminéna pravdépodobnost

Definice 1.3 Necht je dan pravdépodobnostni prostor (Q, A, P) a ndhodné jevy A, B, kde
P(B) > 0. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B, definujeme

vztahem
P(AN B)

P(AIB) = — 5

(1.1)

Véta 1.1 Necht je ddn pravdépododnostni prostor (Q, A, P) a ndhodny jev B, kde P(B) >
0. Potom pro libovolny jev A € A plati:

a) P(A|B) >0,



b) P(QIB) = 1,

¢) P(U2 A, |B) =" P(A,|B) pro kaZdou posloupnost {A,} disjunktnich jevi.

Diikaz.

a) ziejmé,
b) z definice 1.3 plyne, ze

P(Q|B) = = =1,

c) protoze Ay, As, ... jsoudisjunktni, tak i AyNB, A;NB, ... jsou disjunktni. Z axiomu
c) definice 1.2 a z definice 1.3 plyne
P(UZ, 4N B) _ ¥, P(A,NB)

= Zio:l P(An|B)

Poznamka 1.1 Veta 1.1 7ikd, Ze podminénd pravdépodobnost md vsechny vlastnosti pravdépodob-

nosti nepodminéné.

Véta 1.2 (o nasobeni pravdépodobnosti):
Pro libovolnou posloupnost nahodnijch jevii Ay, Ag, ..., Ay, P(A1NAsN ... NA,_1) >0
plati

P(NI,A;) = P(A)P(As|A)P(As|A; NA,). .. (1.2)
L P(AJA N AN N A,).

Diikaz. Opakovanym pouzitim definice 1.3 podminéné pravdépodobnosti dostavame:

P(ﬂ?;llAi NA,) = P(“?:?Ai)P(An’ m?;f A;) =
= P(NPZ2A)P(A, 1| NZ2 A)P(A, Nzt Ay .

= P(A)P(As|A)P(As| Ay N Ay) ... P(A,| NPT Ay).



Vzhledem k monotonnii pravdépodobnosti a predpokladu véty mame
P(A) > P(AiNAy) >...>P(AiN...NA,1)>0

a tedy vSechny podminéné pravdépodobnosti v tvrzeni véty jsou dobfe definovany.

Véta 1.3 (O celkové pravdépodobnosti) Necht Ay, As, ... jsou ndhodné jevy tvorici

rozklad jevu jistého, tzn.
ANA =0, Vi#£ja U2 A =Q.

Necht tyto nahodné jevy magji postupné pravdépodobnosti P(A1), P(As), ..., pFicemz P(A;) >
0, Vo = 1,2, ... UvazZugme libovolnij nahodny jev B, u néhoZ zndme podminéné pravdépodob-
nosti

P(B|4;), Vi=1,2,...

Potom

ZP P(B|A4;). (1.3)

Diikaz. Jevy Aj, ..., A, tvoii disjunktni rozklad = (A4; N B)N(4;NB) =0 Vi #
U, (A; N B) = B. Potom

P(B) = P(UZ,(A; N B)) ZPA N B) ZP P(B|A;).
O
Véta 1.4 (Bayesova véta) Necht jsou splnény predpoklady véty 1.3. Pak
P(B|4;) - P(Ai)
P(A;|B) = , =1,2,... (1.4)
>j-1 P(4;) - P(B|A;)
Diikaz. Podle vzorce pro podminénou pravdépodobnost je
P(A; N B)
P(A;|B) = ————= 1.
Po dosazeni (1.3) do (1.5) dostavame
P(A;NB P(B|A;) - P(A;
P(A|B) = (4; N B) _ (B|A:) - P(A) (1.6)

Y2 P(A)) - P(BIAy) — Y22, P(A;) - P(BJA;))



1.1.3 Nezavislost

Definice 1.4 Ndhodné jevy A a B jsou nezdvislé, jestliZe plati
P(ANB) = P(A)- P(B). (1.7)

Pojem nezéavislosti mizeme rozsitit i na skupinu ndhodnych jevi.

Definice 1.5 Necht Ay, As, ..., A, jsou ndhodné jevy. Rekneme, Ze Jsou skupinové (totdlné)

nezdvislé, jestlize pro libovolnou posloupnost indexi {ky, ko, ..., k} C {1,...,n}, r =
2,...,n plati

P(Ag, N A, N ..M Ag) = P(Ay,) - P(Ag,) - ... - P(Ag,). (1.8)
Definice 1.6 Necht A4, ..., A, jsou ndhodné jevy. Relmeme, Ze jsou po dvou mezdvislé,
jestlize jevy A;, A; jsou nezdvislé pro vSechna i,7 =1,...,n, © # j.

Véta 1.5 Necht A, B jsou nezdvislé ndhodné jevy. Pak dvojice jevi (A, B°), (A¢, B),

(A€, B€) jsou nezavislé.

Dikaz.
P(A°NB) = P(B—A)=P(B-[ANB])=P(B)—P(ANB)=

= P(B) = P(B)-P(A) = P(B)-(1- P(A)) = P(B) - P(A).
Nezavislost jevii A, B¢ se dokéze analogicky.

Jsou-li nezavislé jevy A, B, pak podle pfedchoziho jsou nezévislé jevy A, B¢, ale odtud

opét podle predchoziho jsou nezavislé i jevy A¢, B€.

1.2 Nahodna veli¢ina

Definice 1.7 Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Redlnou funkci X defino-
vanou na Q nazyvame ndhodnou velicinou, jestlize X je méritelné zobrazeni X : (2, A) —
(R, B), tj.

{we: X(w)eB}e A (1.9)
pro libovolnou borelovskou mnoZinu B € B (B je o-algebra borelovskiyjch podmnoZin, tj.

nejmensi o-algebra obsahugici systém vsech oteviengch podmnozin R ).



Poznamka 1.2 Ndhodné veliciny budeme znacit velkymi pismeny X, Y, Z ... Hodnoty,

kteryjch mohou ndhodné veliciny nabyvat, budeme znacit malymi pismeny x,y, 2

Poznamka 1.3 Misto {w € Q : X(w) € B} budeme zjednoduSené psdit {X € B} a misto
{weQ: X(w) <z} budeme zjednodusené psat {X < x}.

Poznamka 1.4 Soucty, souciny, podily, minima a mazxima nahodniych velicin jsou opét
ndhodné veliciny; umocnéni nahodné veliciny prirozenym cislem, ndasobeni nahodné veliciny

skaldrem jsou také nahodné veliciny.

Definice 1.8 Necht X je ndhodnd velicina. Jeji distribucni funkci nazgvdme redlnou

funkci Fx redlné promeénné x definovanou

Fx(x)=P(X <z2)=P{w: X(w) <z}), zeR (1.10)

Vlastnosti distribuéni funkce:

Distribué¢ni funkce Fy(x) ndhodné velic¢iny X je

a) neklesajici, tj. pro libovolné a,b € R,a < b, plati Fx(a) < Fx(b),
b) zprava spojita v libovolném bodé = € R,

c¢) lim, o Fx(z) =0,lim, .o, Fx(z) = 1.
Diskrétni ndhodna veli¢ina

Definice 1.9 Ndhodnd velicina X se nazgvd diskrétni (nebo také vikame, Ze X md diskrétni
rozdéleni), jestlize existuje (konecnd nebo spocetnd) posloupnost redlnyjch cisel {z,} a
odpovidajict posloupnost nezdapornych cisel {p,} = P(X = xz,) (obvykle p, > 0 pro

vSechna n) takovd, Ze

ipn =1. (1.11)
n=1

Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny X mé tvar

Fx(z)=P(X<x)= > PX = > (1.12)

{n:xn<z} {n:xn<z}



Pla<X <b)=Fx()—Fx(a)= > PX=z,)= > pa

{n:a<z, <b} {n:a<z,<b}
pro libovolna realné cisla a, b, kde a < b.
Distribué¢ni funkce je tedy schodovita funkce se skoky v bodech 1, x4, ...a je konstantni

na intervalech [z, z,41). Velikost skoku v bodé z,, je p, = P(X = z,).

Absolutné spojita ndhodna veli¢ina
Definice 1.10 Ndhodnd velicina X se nazgvd absolutné spojitd (nebo také Fikime, Ze

X mad absolutné spojité rozdéleni), jestliZe existuje nezdpornd integrovatelnd funkce fx

takovd, Ze plati
Fy(z) = P(X <) — / Fe@®)dt, € (—o0,00). (1.13)

Funkce fx se nazyvd hustotou rozdéleni pravdépodobnosti.

Poznamka 1.5 Misto "P(X md vlastnost V) = 1" budeme fikat "X md vlastnost V

skoro jiste." Casto budeme uZivat zkratku S.J.

Vlastnosti hustoty:

a) fx(x) = G Fx(2) 8.,
b) f_oooo fX<x)dx =1,

c) Pla< X <0b)=Fx(b) — Fx(a) = f: fx(x)dx pro libovolna realna ¢isla a, b, kde
a <b.

Zobecnéni

Definice 1.11 Mira je mnozinovd fce na (2,A), tj.

(i) p:A—[0,00],
(i) p(0) =0,



(iii) jsou-li A, € A,n > 1 disjunktni, pak p(U5Ay) => 07 1(A,).
Je-li u(Q) = 1, rikame p pravdépodobnostni mira.

Kazdé nahodné veli¢iné X a borelovské mnoziné B € B pak lze pfipsat pravdépodobnostni
miru na (R, B)

px(B) = P{w € Q: X(w) € B}),
kterou nazyvame rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X. Polozime-li specidlné

B = (—o0, x], dostavame
px(B) = P({w € Q: X(w) < z}) = Fx (),

coz neni nic jiného nez distribu¢ni funkce. Vidime tedy, Ze mezi distribu¢ni funkei a
rozdélenim pravdépodobnosti existuje vzajemné jednozna¢ny vztah. Specialné pak, polozime-

li B=(a,b]; —00o<a<b< oo, dostavame
P(X € (a,b)) = Fx(b) — Fx(a) = ux((a, b)),

Uvedeny vztah je definovan pouze pro intervaly, ovSem to nam sta¢i pro jednoznacné

definovani miry pro vSechny borelovské mnoziny, tudiz plati

P(X € B) = jix(B) = /

L () = / 1dFy(z), VBeB.
B B

Tento integrél je tedy zobecnénim klasického integralu [ 1dz, v némz ale x maji riiznou

vahu, a sumy, kde jednotlivé s¢itance maji také riznou vahu.

Tyto tvahy nas proto vedly k rozdéleni nahodnych veli¢in na dva zakladni typy - na
diskrétni a absolutni spojité ndhodné veli¢iny. V praxi se vSak mohou vyskytovat i jejich

kombinace.

1.2.1 Charakteristiky ndhodnych veli¢in

Stredni hodnota

Definice 1.12 Necht X je nahodnd velicina definovand na pravdépodobnostnim prostoru

(2, A, P).



a) Necht X je diskrétni ndhodnd veli¢ina nabyjvagici redlnigjch hodnot xq, xs, x3, ..

tzn. takovd, Ze P(X = x;) = p;. Pak stredni hodnota EX ndhodné veliciny X je

tvaru

EX =Y ;- pi, (1.14)
i=1
pokud Tada v (1.14) konverguge.

b) Necht X je absolutné spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou fx. Pak stfedni hodnota
nahodné veliciny X je
EX = / zfx(z)dz, (1.15)

pokud integrdl existuge.

Obecné Teceno, stiedni hodnotou EX ndhodné veliciny X nazveme integrdl

EX = /00 rdFx(z), (1.16)

pokud tento integrdl existuje.

Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty
1) Ea=a
2) E(aX +0Y) =aEX + bEY
3) X1 <X <Xss.7 =EX; <EX <EX,, specidlné X >0 s.5. =EX >0

Véta 1.6 Necht X je ndhodnd velicina definovand na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P)
a necht ¢ : R — R.

a) Ma-li ndhodnd velicina X diskrétni rozdéleni {x,,, pn}nen,, Dok

Ep(X) = @(wn)pn, (1.17)

neNy

pokud jedna ze stran rovnosti existuje.

b) Mad-li nahodnd velicina X absolutné spojité rozdéleni s hustotou f, potom

Bo(x) = [ " (@) f(a)d, (118)

—00

pokud jeden z integrali existuge.



Obecné napsdno,
Bo(X) = [ o(@)dFi(a), (119

pokud jeden z integrdli existuge.

Momenty, rozptyl a kovariance

Definice 1.13 Necht X je ndhodnd velicina. Hodnota
EX"™ se nazyjvd n-ty moment nahodné veliciny X,
E(X —EX)" se nazyjvd n-ty centrdlni moment ndhodné velic¢iny X,

E|X — EX]| se nazgvd absolutni moment ndhodné veliciny X .
Definice 1.14 Druhy centrdlni moment se nazijvd rozptyl, znaci se var X = E(X—-EX)2.

Definice 1.15 Necht X,Y jsou ndhodné veli¢iny takové, Ze EX? < oo a EY? < co. Pak

jejich kovariance je definovdna jako

cov(X,Y) =E(X —EX)(Y —EY).

Poznamka 1.6 Z predeslijch dvou definic vyplyvd souvislost mezi rozptylem a kovarianci,
a to cov(X, X) = var(X).

Vlastnosti rozptylu a kovariance
1) Necht X je ndhodna veli¢ina. Pak var X = E(X?) — (EX)?
2) Necht ¢ je konstanta. Pak var ¢ = 0.
3) Necht X je ndhodna velicina a a je reélné ¢islo. Pak var (aX) = a®var X.
4) Necht X je ndhodna veli¢ina a ¢ je konstanta. Pak var (X + ¢) = var X.

5) Necht X je nahodné veli¢ina, ktera méa konecnou stiedni hodnotu a kone¢ny nenulovy

rozptyl. Necht Y _mx

A———
vvar X

PakEZ =0avar Z = 1.

6) Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny. Pak var (X +Y) = var X +var Y + 2cov(X,Y).



7) Necht X,Y jsou nédhodné veli¢iny. Pak cov(X,Y) = E(XY) - EXEY.

Véta 1.7 (éebyéevova nerovnost) Necht X je ndhodnd velic¢ina s konecngm rozptylem.
Pak pro libovolné € > 0 plati

X
PlIX —EX| > ¢ < “2

e2

Diikaz. Uvazujme nahodnou velicinu Y = X — EX. Pak
var X =EY?= [% 22dFy(z) > Jiajze ¥7dFy (2) =

> g2 f\:lee dFy(z) = 2P[|Y] > €.

1.2.2 Priklady diskrétnich ndhodnych veli¢in

1. Alternativni rozdéleni (Alt(p))

mé nahodné veli¢ina X, ktera nabyva jen hodnot 0 a 1 s pravdépodobnostmi 1 —p
ap. Cislo p se nazyva parametr alternativniho rozdéleni, 0 < p < 1.
Distribué¢ni funkce je

0 prox <0

F(x):{ 1—p pro0<z <1

1 prox >1
Snadno se z definic spocte, Ze stfedni hodnota EX = p a rozptyl var X = p(1 —p).
Pouziti: Prikladem alternativné rozdélené nahodné veli¢iny je napt. pocet jednicek,
které padnou pfi jednom hodu kostkou, pocet zmetkiu pri ndhodném vybéru jednoho

vyrobku atd.

2. Binomické rozdéleni (Bi(n,p))
je rozdéleni ndhodné veliciny X, ktera nabyva hodnot k£ = 0,1, 2, ..., n. Binomické
rozdéleni je jednoznacné urceno dvéma parametry: prirozenym cislem n a ¢islem
p e (0,1).

Pravdépodobnosti p; jsou tvaru

pr= () (1 —p)"*, prok=0,1,...,n.

Distribuéni funkce F(z) je

0 r <0
F(z) :{ Zogkg:c (k)pk(l—p)"*k 0<zxz<n
1 T > n.



Rozdéleni Bi(n,p) ma stiedni hodnotu np, nebot

EX:Zk(Z)Pk(l Z B — k)’ -pr

_ (n— 1 k—1 n—k
Zkk, () —npz w1

K vypoctu rozptylu pouzijeme vztah
var X = EX? — (EX)? =EX(X — 1)+ EX — (EX)?

a provedeme vypocet EX (X —1) =" k(k— )(Z)pk(l — p)"* analogicky tomu

pro stiedni hodnotu. Dosazenim pak ziskdime hodnotu pro rozptyl np(1 — p).
Pouziti: Binomickym rozdélenim se idi napt. ndhodna veli¢ina X, které je rovna
poctu tspécht v posloupnosti n nezéavislych alternativnich pokusi, kde pravdépodob-

nost uspéchu v kazdém pokuse je p, 0 < p < 1. Tedy

X = ix
=1

kde
Y _ { 1 pokud v i-tém pokuse nastal tispéch,

0 pokud tispéch nenastal.

X je souc¢tem n alternativnich nahodnych veli¢in.

. Poissonovo rozdéleni (Po()))
je rozdéleni nahodné veli¢iny X, ktera nabyvéa hodnot k£ = 0, 1,2, ... s pravdépodob-

nostmi

_A)\k
k;l

Cislo A > 0 je parametr Poissonova rozdéleni.

P =¢€

Distribu¢ni funkce je
0 prox <0
F(x) = j —
(z) { > o<i<a e*)"j\.—i pro 0 <z < 0.

Stredni hodnota je A. Rozptyl je rovnéz roven . Jejich vypocet je obdobou vypoctu

charakteristik binomického rozdélen{

Poznamka 1.7 Poissonovo rozdélent je limitnim pripadem binomického rozdélent

pron — oo, p — 0,np — X\ (=konstanta).



Pouziti: Timto rozdélenim se 1idi napt. nahodné veli¢ina, kterou je pocet vyskyti
sledovaného jevu v uréitém ¢asovém intervalu délky t (predpokladejme, Ze jev muze
nastat v kterémkoliv okamziku a pocet vyskytd béhem casového intervalu zavisi
jen na jeho délce a ne na jeho pocatku ani na tom, kolikrat jev nastal pred jeho

pocatkem), napf. pocet telefonnich zavolani béhem néjakého ¢asového intervalu atd.

4. Geometrické rozdéleni (Geom(p))
je rozdéleni nahodné velic¢iny X, ktera nabyva hodnot £ = 0,1, 2, ... s pravdépodob-

nostmi py = p(1 — p)k. Parametr p je z intervalu (0,1). Distribu¢ni funkce je

0 proxz <0
Zogkgxp(l - p)k pro z > 0.

Fla) = {

p o c . . P 1— 1—
Pomoci vzorci pro geometrické fady se spocte stfedni hodnota Tp a rozptyl p—f.

Pouziti: Predpokladejme, Ze provadime nezévislé pokusy a ze pravdépodobnost
uspéchu v jednom pokuse je pro vSsechny pokusy stejné a je rovna p. Pak vidime, ze
nahodna veli¢ina (pocet pokust do prvniho uspéchu) se ridi geometrickym rozdélenim.
Nézev tohoto rozdéleni vyplyva ze skutecnosti, Ze s rostoucimi hodnotami k& pravdépodob-

nosti p, geometricky klesaji.

1.2.3 Priklady spojitych ndhodnych veli¢in

1. Rovnomérné rozdéleni na intervalu [a,b] (Ro(a,b))
je dano hustotou
7 a<z <),
r<a, x>0

Distribu¢ni funkce je
0 z < a,
F(x):{LZ a<z<bh,

i x> b.

Lehce se spocte, ze stiedni hodnota a rozptyl jsou

EX:cH—b

1
var X = —(b—a)?
12

Pouziti: S rovnomérnym rozdélenim se setkdvame napf. pii vySetfovani chyb ze
zaokrouhlovani v numerickych vypoctech. Jsou-li ¢isla vstupujici do vypocti nekonecéné
desetinné zlomky, jez se zaokrouhluji na k desetinnych mist, pak lze chybu ze
zaokrouhleni povazovat za nédhodnou veli¢inu s rovhomérnym rozdélenim na in-

tervalu [—5- 107571 5. 107%1], ale také u spousty dalsich jevi.



2. Exponencialni rozdéleni (Exp()))

je rozdéleni s hustotou

kde A je parametrem rozdéleni.

Distribué¢ni funkce je

0 prox <0
F(x):{ l—e™  2>0.

Integraci per partes se spocte stfedni hodnota
o 1
EX = / zhe Mdr = .
0 A
Dvojitym pouzitim per partes ziskame

o 2
EX? = / 2he Mdr = —
22
0
a nasledné rozptyl

1
var X = EX? — (EX)* = e

Pouziti: Exponencialni rozdéleni Ezp(\) je vhodnym modelem "doby ¢ekani" do
nastoupeni urc¢itého jevu, napt. doby Zivotnosti urc¢itého zarizeni a to tehdy, jestlize
rozdgleni zbyvajici doby ¢ekanf nezavisi na tom, jak dlouho jiz cekame. Rika se
tomu, ze exponencialni rozdéleni nemé pamét. Presné je tato vlastnost popséna

tvrzenim: Ma-li ndhodné veli¢ina X exponencialni rozdéleni, pak
PX>z+4+ylX>y)=P(X>z) Vr>0y>0,

nebot P(X > x4+ y|X > y) mizeme podle definice podminéné pravdépodobnosti

pfepsat na

PX>xz+ty) e e

P(X >vy) e~

Poznamka 1.8 Souvislost s Poissonovym rozdélenim: Md-li ndhodnd velicina X
popisujici dobu cekdni na uddlost rozdéleni Exp()\), pak ndhodnd velicina Y popisu-

jJici pocet téchto uddlosti v casovém intervalu délky T md rozdéleni Po(\T).

3. Obecné normalni rozdéleni (N (u,o?))

je definovano hustotou



kde p realné a o2 kladné jsou parametry.

Distribué¢ni funkce je

1 T ew?
F(z) = N / e dt, —oo < x < 0. (1.20)

Stiedni hodnota EX = i a rozptyl var X = o2.

. Normované normalni rozdéleni (N(0,1))

2

je specialnim pripadem obecného normélni rozdéleni pro p = 0 a o° = 1, tj. je

definovano hustotou

1 o2
f(z) = e 2, —00o<x<00.

Jeho distribu¢ni funkce se tradi¢né zna¢i pismenem @ a plati

1 v 2
O(x) = E/ e 2dt, —oo <z < 0.

Je zfejmé, Ze stfedni hodnota je rovna 0 a rozptyl je roven 1.

Pouziti: Normalni rozdéleni mé mimoradny vyznam v teorii pravdépodobnosti a
matematické statistice, prestoze se timto rozdélenim fidi presné jen malo nahodnych
veli¢in. V nésledujicich odstavcich bude Feceno, ze soucet velkého poc¢tu nezavislych
nahodnych veli¢in (o jejichz rozdéleni se ¢ini jen velmi obecné predpoklady) méa
priblizné normélni rozdéleni, tim lze vysvétlit klicovou roli tohoto rozdéleni v teorii
pravdépodobnosti a matematické statistice. Nahodné veli¢iny, s nimiz se v redlném
sveteé setkdvame, lze velmi Casto povazovat za vyslednice ptlisobeni velkého poctu
drobnych ndhodnych vlivii. Pak lze o¢ekavat, Ze normalni rozdéleni bude vhodnym
modelem pro takové ndhodné veli¢iny. Nejbéznéjsim typem takovych veli¢in jsou
nahodné chyby (chyby méfeni, zpisobené velkym poétem neznamych a vzajemné
nezavislych pfi¢in). Normalni rozdéleni je vhodnym modelem pro fadu fyzikalnich,
technickych a biologickych veli¢in jako naptiklad télesna vyska jedinci homogenni

populace, ro¢ni ¢astka, kterou pojistovna vyplati za pojistné prihody atd.

Poznamka 1.9 JelikoZ se s normdlnim rozdélenim velmi casto pracuje a vypocet
distribuéni funkce je zdlouhavy, jsou hodnoty distribucni funkce N(0,1) tabelovdny.
Vzhledem k symetrii funkce (®(z) = 1 — &(—x)) se tabeluji hodnoty ® pouze pro

nezaporné x.

Véta 1.8 (Transformace veli¢in s norméalnim rozdélenim)



a) Md-li X normované normdlni rozdélent a Y = p+ oX, pak Y md normdlni

rozdélent s parametry p a o>.

b) Md-li X normdlni rozdéleni s parametry u,c? a je-li Y = a + bX, pak Y md

opét normdlni rozdélent s parametry a + bu a b*o?.

c) Necht XY jsou ndhodné veliciny, X md rozdéleni N(u1,0%), Y md rozdéleni
N(pa,03) acov(X,Y) = 0. Potom Z = X+Y md rozdéleni N (ju;+pa, 03 +03 ).

1.3 Funkce ndhodnych veli¢in

1.3.1 Jedna veli¢ina funkci druhé

Pri feseni nékterych pravdépodobnostnich tloh se setkavame se situaci, kdy zname rozdéleni

nahodné veli¢iny X a hleddame rozdéleni nahodné veli¢iny Y, ktera je funkei veli¢iny X

Y = ¢(X).

Véta 1.9 Necht X je ndhodnd velicina s distribucni funkci F' a necht ¢ : R — R.
Oznacme Y = p(X) a G jeji distribuéni funkci. Potom

G(y) = / dF(z), VYyeR. (1.21)
{zsp(2) <y}

Specidalné, je-li F' diskrétni {z,,p,}, je

Gly)= D>, pn WER (1.22)

{zn;0(zn)<y}

a je-li absolutné spojitd s hustotou f, je

Gly) - / f(@) d, VyeR. (1.23)
{z50(x)<y}

Diikaz. Oznaéme B, = {z;¢(x) < y}. Pak

Gly) = P(Y <) = P(p(X) < y) = P(X € B,) = / dF ().

{z;0(2)<y}



1.3.2 Soucet ndhodnych velicin

Méjme dvé nezavislé (viz kapitola 1.3.4) ndhodné veli¢iny X a Y s distribu¢nimi funkcemi
F(z) a G(y). Zajima nas rozdéleni sou¢tu Z = X +Y. Distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny

Z oznatme H(z). Pak obecné plati
H(z) = [ [, dF(@)dG(y) = 2 F(z—y)dG(y) =

= [7 G(z—x)dF(x).

(1.24)

Definice 1.16 Rozdéleni s distribucéni funkci H(z) se nazgvd konvoluce rozdélent s dis-

tribucnimi funkcemi F(z) a G(y). H se nazgvd konvoluce distribucnich funkci F' a G.

Operaci konvoluce budeme znacit H = F * G.

Maji-li ndhodné veli¢iny X a Y diskrétni, resp. absolutné spojité, rozdéleni, pak s rozdélenim

jejich soucti pracujeme nésledovneé:

Véta 1.10 Necht F, G jsou diskrétni distribucni funkce se skoky v prirozenijch cislech o
velikosti {pn}, {qn}, tj.

F(*T) = Z Pn, G(y) = Z Qn-

0<n<zx 0<n<y

Necht H = F * G. Potom H je diskrétni distribucni funkce se skoky v prirozenijch cislech
a plati

n

H(z) = Z by, kde h, = Zpk Gn—k-

0<n<z k=0
Véta 1.11 Necht ndahodné veliciny X a Y jsou nezdvislé a maji absolutné spojité dis-

tribucni funkce F(z) a G(y) s hustotami f(x) a g(y). Potom také H = F * G je absolutné
spojitd a pro jeji hustotu h(z) (tj. pro hustotu ndhodné veliciny Z = X + Y) plati

h(z) = / " f@)g(z — x)dz = / " He — paly)dy. (1.25)

Poznamka 1.10 Funkce h(z) definovand vztahem (1.25) se nazyvd konvoluce hustot

f(z) a g(y) a budeme ji znacit h = f x g. Je to skutecné hustota, nebot z (1.25) plyne, Ze



[ hz)dz = [Z % flz—y)g(y)dyds =

Konvoluce nékterych zakladnich pravdépodobnostnich rozdéleni:

1. Konvoluce binomickych rozdé&leni
Necht X, Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny X ~ Binom(ny,p)aY ~ Binom(ns,p).

Potom néhodna veli¢ina Z = X + Y ma rozdéleni Binom(n; + ng, p).

2. Konvoluce Poissonovych rozdéleni
Necht X ~ Po(\) aY ~ Po(\y) jsou nezavislé. Potom ndhodné veli¢ina Z = X +Y
mé rozdéleni Po(A; + Ay).

3. Konvoluce rovnomérnych rozdéleni

Necht
ﬁ proa<z<b
o) ={
0 jinak
a
4 proc<y<d
o) = {

0 jinak.
Predpokladejme, ze d — ¢ > b — a. Pak pro konvoluci hustot h(z) ndhodnych veli¢in
s hustotami f(z) a g(y) plati

0 proz<a-+cnebob+d <z
% proa+c<z<b+c
{ L prob+c<z<a-+d

% proa+d<z<b+d

Grafem je lichobéznik se zakladnou ve vodorovné ose. Vidime, Ze hustota h(z) je
vude spojita, ackoliv f(z) a ¢g(y) maji body nespojitosti (konvoluce "vyhlazuje"
nespojitosti). Ve specialnim piipadé, kdy obé& nahodné veli¢iny X a Y maji stejné
rozdéleni (tj. a = ¢, b = d), ma hustota h(z) tvar trojuhelniku. Toto rozdéleni se

nazyva Simpsonovo rozdélen.



4. Konvoluce normalnich rozdéleni
Necht X, Y jsou nezavislé nahodné veliciny, X ~ N(u1,0}) aY ~ N(u,03). Potom
Z = X +Y ma rozdéleni N(uy + pio, 03 + 03).

5. Konvoluce exponencialnich rozdéleni
Jsou-li X, Y nezavislé nahodné veli¢iny s tymz exponencialnim rozdélenim s parame-
trem A > 0, pak ndhodné veli¢ina Z = X 4+ Y ma rozdéleni s hustotou
Azexp{—2A} z>0,

h(Z):{ 0 z2<0.

1.3.3 Nahodny vektor

Definice 1.17 Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor a necht na tomto pros-
toru jsou definovdny ndhodné veliciny Xy, Xs, ..., X,. Pak vektor X = (X1,..., X,,)T

nazyvame ndahodny vektor.

Poznamka 1.11 Ndhodny vektor je tedy zobrazeni z 2 do R™. Hodnoty ndhodného vek-

toru je mozno geometricky interpretovat jako bod v n-rozmérném prostoru.

Definice 1.18 Necht X = (X1,..., X)) je ndhodny vektor definovanyj na pravdépodob-
nostnim prostoru (Q, A, P). (SdruZenou) distribucni funkci Fx ndhodného vektoru X

nazveme redlnou funkci n proménnych definovanou na R™ vztahem

FX(xh"'axn) = P(XlleaXQS'rQu"')Xnan):

(1.26)
= PN {w: Xi(w) <x;}), —co<z; <00, i=1,...,n.
Vlastnosti distribu¢ni funkce ndhodného vektoru
1. Fx(z1,...,2,) je neklesajici funkce v kazdé ze svych proménnych pii pevnych hod-
notach ostatnich proménnych.
2. Fx(xy,...,x,) je zprava spojita v kazdé proménné.
3. limg, oo Fx(21,...,2,) = 0, ¢ = 1,...,n, hodnoty z; jsou pevné, j # i, j =

1,...,n.



4. limg, o Fx(x1,...,2,) = 1.

Tg—00

Ty —00

Definice 1.19 Ndhodny vektor X md diskrétni rozdélent, jestliZe existuje posloupnost

{xk}321, x € R", a odpovidajici posloupnost kladnijch cisel {py}32, takovd, Ze

ipk =1, kdepy=PX=x;)=P{weQ:Xw)=xx}). (1.27)
k=1

Distribu¢ni funkce ndhodného vektoru X diskrétniho typu ma tvar

Fy(x)= > pi VXER" (1.28)
{kxp<x}
kde nerovnost x;, < x je uvazovana po slozkich, tj. xi < z* pro viechna i =1,..., n.

Definice 1.20 Ndhodnyj vektor X = (X1, ..., X,,)T md absolutné spojité rozdélent, jestliZe

existuje nezdpornd funkce fx n redlngch proménnych takovd, Ze

Fx(flfl,...,l'n):/ / fx(tl,...,tn)dtl,...,dtn, (129)

kde funkci fx nazyvame hustotou rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru X, nebo

téz sdruzenou hustotou nahodngch velicin Xy, ..., X,.

Poznamka 1.12 Stejné jako v pripadé ndhodnijch velicin, i pro ndhodny vektor lze jeho
rozdeéleni zobecnit pomoci pravdépodobnostnich mér. Pro nase ticely ale wiplné postact zdk-

ladni délent na ndhodné vektory diskrétni a spojité.

Definice 1.21 Rozdéleni (distribucni funkce, hustota, pravdépodobnosti) nahodného vek-
toru (Xi,...,Xp)T, ktery je podvektorem ndhodného vektoru X = (Xy,...,X,)T, se

nazyvd margindlni rozdélent (distribucni funkce, hustota, pravdépodobnosti).

Zpiusob vypoc¢tu marginalniho rozdéleni:



1. Méa-li nahodny vektor X = (X, ..., X,,)T diskrétni rozdéleni se sdruzenymi pravdépodob-
nostmi P(X; = .,....X;.1 =, X; =, Xip1 = ..., X;, = .), kde nadhodné veli¢iny
X; nabyvaji hodnot z; 1, ..., x; x,, pak marginalni pravdépodobnosti jsou

ki—1 kit kn

k1
P()(Z = Q:) = Z Z Z P(X1 = T1,41> -~-7Xi71 = Ti-1,5;_1>

Jj1=1  ji-1=1jit1=1  jn=1
Xi=x, X1 = Lit1,5it1> ey Xy = CCngn)

2. MA-li nahodny vektor X = (Xi,..., X,,)T spojité rozdéleni se sdruZenou hustotou

fx, pak marginalni hustota nahodné veli¢iny X; je (n — 1)-nasobny integral

00 0o
le(ZL') :/ / fx(l'l,...,$i_1,$,xi+1,...,ZL‘n>dl’1,...,d$i_1d$i+1,...,d$n.
—00 —00

Nejcastéji pouzivané c¢iselné charakteristiky nahodného vektoru
X=(Xy,..., X))

a) Vektor stfednich hodnot
EX = (EX4,...,EX,)".

b) Varian¢éni matice var X definovana jako matice typu n x n s prvky
cov(Xi, X;) = E(X; —EX)(X; —EX;), 1<i,j<n.

c) Korela¢ni matice corrX s prvky

X’i; X; ..
corr(X;, X;) = covl ) ;o 1<, <n.
Vvar X /varX;

Poznamka 1.13 Korelace je vynormovand kovariance v tom smyslu, Ze zatimco kovari-
ance muze navyvat libovolné velkiych hodnot podle toho, jaké ndhodné veliciny popisuje,

pro korelaci plati
—1 <corr(X,Y) < 1.

1.3.4 Nezavislost ndhodnych veli¢in

Definice 1.22 Ndhodné veliciny X1, Xs ..., X, jsou vzdjemné nezdvislé, jestlize
P(M_j{w: X (w) <z, }) = P{w : Xy, (w) < 2, }) (1.30)

Vit ig, .. iy C{1,2,...,n}, 1 <7 <n,Vr;, €R.



Poznamka 1.14 Podobneé jako u ndhodngch jevi miuzZeme zde definovat nezdvislost nahod-

nych velicin X1, Xo ..., X, po dvou. Definici nezdvislosti po dvou bychom dostali z
definice 1.22 pror = 2.

Véta 1.12 (Ovéfovani nezavislosti nahodnych veli¢in v praxi)

a) Necht X = (X1, Xy ..., X)) je ndhodny vektor diskrétniho typu. Ndhodné veliciny
X1, Xo..., X, jsou vzajemné nezdvislé prdavé tehdy, kdyz plati
P(X, =a{,... X, =2¥) = '_ P(X; = 2\")
pro viechna x = (xgi), xgi), . ,x%i)), i=1,2,..., kteryjch mize X nabyuvat.

b) Necht X = (X1, X5 ..., X,)" je ndhodny vektor absolutné spojitého typu. Ndhodné

veliciny X1, Xo ..., X, jsou vzdjemné nezdvislé prave tehdy, plati-li
fx(xy,za. 0 x,) = fx, (1) - fxo(x2) ... fx, (), Y(21,20...,2,) € R™.
Véta 1.13 Jsou-li X,Y nezdvislé ndhodné veliciny s konecnymi stiednimi hodnotams,
pak
a) EXY = (EX)(EY).
b) Jsou-li navic EX? < oo a EY? < oo, pak cov(X,Y) = 0.

Plati-li cov(X,Y) = 0, pak fikdme, Zze nahodné veli¢iny jsou nekorelované. Z nekorelo-

vanosti vSak obecné jesté neplyne nezavislost!

1.4 Zakony velkych cisel, centralni limitni véta

Definice 1.23 Méjme posloupnost nahodnijch velicin Xy, X, X3, ... a ndhodnou velicinu

X. Necht jsou vsechny tyto veliciny definovdny na témze pravdépodobnostnim prostoru
(2,4, P).

Rikdme, Ze X, konverguje k X skoro jisté, jestliZe
P{w : JLngoXn(w) =X(w)} =1
Jestlize pro kazZdé € > 0 plati
TL11—>H010 Pl{w: | X,(w) — X(w)| > e} =0,

pak Tikame, Ze X, konverguje k X v pravdépodobnosti.



Véta 1.14 Z konvergence skoro jisté plyne konvergence v pravdépodobnosti.

Implikaci nelze bez dodate¢nych predpokladi obratit!

1.4.1 Zakony velkych ¢isel

Véta 1.15 (Slaby zakon velkych é&isel)
Necht {X,,}52, je posloupnost nezdvislych nahodniyjch velicin se stejnymi strednimi hod-

notami u a stejnymi rozptyly o < oo. Pak pro n— oo plati
1

v pravdépodobnosti.

Véta 1.16 (Silny zakon velkych é&isel)
Necht {X,,}22, je posloupnost nezdvislych stejné rozdélengch ndhodnych velicin s konec-
nou stredni hodnotou EX; = . Pak pro n— oo plati

1
€.

v pravdépodobnosti i skoro jist

1.4.2 Centralni limitni véta

Podstatou centralni limitni véty (CLV) je tvrzeni, Zze ndhodné veli¢ina X, ktera vznikla
jako soucet velkého poctu vzajemné nezavislych ndhodnych velicin Xy, Xo,... X,,, ma
za velmi obecnych podminek pfiblizné normalni rozdéleni. Budeme fikat, Ze ndhodné

veli¢ina X ma tzv. asymptoticky normélni rozdéleni.

Centralni limitni véta méa nékolik verzi s riznymi pfedpoklady. Asi nejcastéji pouzivanou

verzi je tzv. Lévy-Lindebergova CLV.

Véta 1.17 (Lévy-Lindebergova CLV)
Necht X1, X, ...jsou nezdvislé stejne rozdélené ndahodné veliciny se stiedni hodnotou p
a konecnym rozptylem o?. Oznacme

n X—
7, = = X

3 gLy e

no
a oznacme F,(x) distribuéni funkci Z,,. Potom lim,,_. F,(x) = ®(x) pro vSechna —oo <
x < 00, kde ®(z) je distribuéni funkce N(0,1).



Poznamka 1.15 Predpoklad, Ze veliciny jsou nezdvislé a stejné rozdélené, se v literature

casto oznacuje zkratkou i.i.d. (z anglického "independent, identically disributed”).



Kapitola 2

Zaklady statistiky

Ulohu matematické statistiky lze zjednoduSend popsat takto: Pro danou realnou situaci
(nasbirana data) vytvoiime model (nap¥. néjaké pravdépodobnostni rozdéleni), z dat
odhadneme jeho parametry a na zavér testujeme hypotézy o téchto parametrech. Zatimco
pro prvni krok sta¢i srovnat graficky znézornéna data (napf. histogram) s grafickym
znézornénim teoretického rozdéleni (napft. tvar grafu hustoty), k dalsim dvéma krokam
je jiz zapotiebi statistickych vypocetnich metod, které 1ze zjednodusSené rozdélit do ti{

skupin, a to:
1. Bodové odhady parametri

2. Intervalové odhady parametri

3. Testovani hypotéz

A pravé témto metodam bude vénovana tato kapitola.

Predtim, nez popiSeme vysSe zminéné statistické metody, uvedeme si dalsi pravdépodob-
nostni rozdéleni, kterych se vyuziva - na zédkladé véty 2.1 - zejména pfi tvorbé interval-
ovych odhadt a pfi testovani hypotéz (viz nize). Hodnoty jejich distribu¢nich funkei jsou
stejné jako hodnoty distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni uvedeny ve

statistickych tabulkéach.

x2-rozdéleni



Necht X1, X5 ..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny s rozdélenimi N (0, 1).

Y = zn:Xf
i=1

m4 tzv. y2-rozdéleni (¢teno "chi-kvadrat rozdéleni o n stupnich volnosti).

Pak nahodné veli¢ina



Studentovo {-rozdéleni

Necht X je ndhodna veli¢ina s rozdélenim N(0,1) a Y je ndhodna veli¢ina s rozdélenim

x2. Pak nadhodn4 veli¢ina

X
Z= Vi

ma tzv. t,-rozdéleni nazvano také Studentovo t-rozdéleni o n stupnich volnosti.

Definice 2.1 Ndhodnému vektoru X = (X1, Xy ..., X,,)T nezdvislych stejné rozdélengjch
ndhodnijch velicin s distribucni funkci Fy zavisejici na parametru 6 ve statistice Tikame

nahodny vybér. Cislu n Tikdme rozsah vybéru.

Definice 2.2 Funkce ndhodného vijbéru

i=1

se nazyvd vybérovy rozptyl. S, = \/S2 je pak vybérovd smeérodatnd odchylka.

Véta 2.1 NechtX = (X1, Xy ..., X,)T je ndhodnyj vyber z rozdéleni N(u, 0%), p € R, 0% >
0. Pak

1. wygbérovy primer X, a vibérovy rozptyl S? jsou nezdvislé ndhodné veliciny,

2. rozdélent vijbérového primeru X, je N(u,o?/n),

3. ndhodnd velicina (n — 1)S52%/0? md x*-rozdéleni o (n — 1) stupnich volnosti,

4. ndhodnd velicina T = Xg—;“\/ﬁ md t-rozdéleni o (n — 1) stupnich volnosti.

Definice 2.3 Necht distribucni funkce F' je spojitd, ryze monotonni a necht 0 < 3 < 1.

Pak cislo z takové, Ze F(zg) = [ se nazyvd [B-kvantil tohoto rozdélend.

Oznaceni kvantilti pouzivanych v této prednasce

Kvantily v této prednasce budeme ¢asto oznacovat v souladu s oznacenim rozdéleni piis-

lusné nahodné veli¢iny. Pouzivat budeme



e ug ... f-kvantil normovaného normalniho rozdélent,

® i3, ... B-kvantil Studentova t—rozdéleni o n stupnich volnosti,

° X%,n ... B-kvantil x? rozdéleni o n stupnich volnosti.

Poznamka 2.1 Je-li X ndhodnd velicina s distribucni funkci F a kvantily zg, pak

P(Za/Q < X< Zl_a/g) = F(Zl_a/Q) — F(Za/g) =1-—o.

Definice 2.4 Necht (x1,25...,2,)7 je realizace ndhodného vibéru X = (X1, Xy ..., X,,)7

Pak

Fomp() = #{w; ;fz < $}7

kde # znaci pocet proki, se nazyjvd empirickd distribucni funkce.

Definice 2.5 Necht (x1,25...,2,)7 je realizace ndhodného vijbéru X = (X1, X5 ..., X,
Pak

o z=min(x;: Fopp(x;) > 1/4) se nazyjvd 1.kvartil,

o 2z =min(x; : Fopp(x;) > 3/4) se nazyvd 3.kvartil,

o z=min(x; : Fopp(x;) > 1/2) se nazyvd medidn (2.kvartil),

nejcastegi zastoupeny prvek se nazyvd modus.

Poznamka 2.2 Grafickym zndzornénim kvartili je tzv. krabicovy graf (boxplot) - wviz
obrdzek 2.2 vpravo.

Dalsim casto pouZivanym grafickym zndzornénim dat pak je tzv. histogram zndzornujict
pocet hodnot spadajict do (vhodné zvolenych) ekvidistantnich intervali - viz obrdzek 2.2

vlevo.

Piiklad 2.1 21x po sobé byly sledoviny doby (v mésicich) do poruchy daného pristroje.
Nameéreny byly hodnoty:

4.9, 6.2, 2.6, 0.6, 0.3, 2.3, 3.2, 1.4, 6.4, 4.8, 1.2

2.5, 0.2,0.2, 0.8, 0.1, 0.1, 1.4, 7.8, 0.2, 4.7.

Usporadame-li pro lepsi prehled tato data od nejmensi hodnoty k nejvétsi, dostaneme Tadu
hodnot:



Empiricka distribucni funkce

1.0

0.8

0.6

T

0.2

0.0

Obrézek 2.1: Distribu¢ni funkce pro data z prikladu 2.1.

0.1, 0.1, 0.2, 0.2, 0.2, 0.3, 0.6, 0.8, 1.2, 1.4, 1.4,
2.8, 2.5, 2.6, 8.2, 4.7, 4.8, 4.9, 6.2, 6.4, 7.8.

Graficky zndzornénd empirickd distribucni funkce je na obrdazku 2.1.

Z dat pak mdme:

vibérovy primer Xop = 2.471,

vgbérovyj rozptyl S3, = 5.81 a vibérovou smérodatnou odchylku Soy = /5.81 = 2.21,
1.kvartil = 0.3, medidn (tj. 2.kvartil) = 1.4, 3.kvartil = 4.7 a modus = 0.2.

2.1 Bodovy odhad

Definice 2.6 Méjme ndhodny vijber X = (X1, Xy ..., X,,)7, kde rozdéleni ndhodné veliciny
X4 zavisi na parametru 6. Bodovy odhad parametru 0 je jakdkoliv funkce ndhodného vijbéru
0*(X), jejiz funkeni predpis nezdvisi na 0. Tento odhad se nazyvd nestranny, jestlize

Ef*(X) = 6.



Histogram Boxplot

© _—

data data

Obrézek 2.2: Histogram a boxplot pro data z pfikladu 2.1.

Vyse zminéna definice je sice matematicky presna, avsak pro naSe potteby prili§ obecna a
nepiehledna. Budeme si proto pod bodovym odhadem predstavovat nikoliv funkci nahod-
ného vyberu 6*(X), nybrz samotné &slo 6, které ziskime z realizace (z1,2s ..., x,)7
nahodného vybéru X = (X, X, ..., X,,)T akteré co nejpiesndji popisuje hledany parametr

6.

2.1.1 Metoda momentu

Méjme (xq,5...,2,)T realizaci ndhodného vybéru X = (X1, Xy..., X)), kde s dis-
tribu¢ni funkce F' nahodné veli¢iny X zavisi na parametrech 6y,...,0, € O, kde © je
mnozina, z niz mize parametr pochazet (napf. nezdporna realna ¢isla). Piedpokladejme,
7e tzv. i-té momenty EX? jsou kone¢né pro viechna i = 1,...k. Tyto momenty rovnéz
zavisejl na 64, ..., 0. Pak polozenim

EX{ = m;,

kde m; je i—ty vybérovy moment ziskany jako

n
n <
Jj=1



pro vSechna i = 1, ...k, ziskdme soustavu k rovnic o k neznamych 6y, ..., Ok, jejimz feSenim

~

jsou odhady 61, ..., 0.

Alternativa: Pokud k = 2, pak misto vztaht pro i-té momenty, i = 1, 2, mizeme uvazovat

rovnice EX; = X,, a var X; = S2.

Nevyhoda: tento odhad ma velky rozptyl.

2.1.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Predpokladejme, Ze mame (z1, 25 . . ., 2,)? realizaci nshodného vybéru X = (X, X, ..., X,,)T
z rozdéleni s pravdépodobnostmi Py(X; = .) nebo s hustotou fp a necht tyto pravdépodob-
nosti, resp. hustota, zavisi na néjakém parametru 6 € ©. Odhad 6 je maximalng vérohod-

nym odhadem, jestlize

resp.
n

111 fo(ws) = rgleagﬂ fo(zs).

Vétsinou je vSak vyhodnéjsi pracovat s logaritmem soucinu, nebot tak ziskdme soucet

logaritmii. Postup je tudiz néasledujici:

a) Diskrétni pripad:

1. Vyjadrit vérohodnostni funkei L(6) = [, Py(Xy = ;).
2. Zlogaritmovat a tim ziskat logaritmicko-vérohodnostni funkci
1(0) = >_i log Py(X1 = ;).
L. Al0)
3. Polozit == = 0.

4. Resenf rovnice % = 0 je hledany maximéalné vérohodny odhad 0.

b) Spojity pripad:

1. Vyjadrit vérohodnostni funkei L(6) = [, fo(x;).



2. Zlogaritmovat a tim ziskat logaritmicko-vérohodnostni funkci

1(6) = 2231 log fo(xi).
3. Polozit 24) = 0.

4. ReSeni rovnice % = 0 je hledany maximalné vérohodny odhad 6.

2.2 Intervalovy odhad
Definice 2.7 Mé&jme ndhodny vijber X = (X1, Xy ..., X,,)T a ¢&islo a € (0,1).
1. Dvojice (05 (X1,...,Xn),05(X1, ..., X,)) se nazgvd intervalovy odhad parametru 6
o spolehlivosti 1 — «, jestliZe

P05 (X1,...,X,) <0< 05(X1,..., X)) =1—a.

2. (05(X4,...,X,)) se nazyvd dolni odhad parametru 6 o spolehlivosti 1 — «, jestlize

POL(X1,.... X)) <0)=1—a.

3. (05(X1,...,Xn)) se nazgvd horni odhad parametru 6 o spolehlivosti 1 — «, jestliZe

PO,(X1,..., X)) >0)=1—a.

Konstrukce intervalového odhadu zavisi na typu odhadovaného parametru a samoziejmeé
také na rozdéleni, z né¢hoz nahodny vybér pochéazi. Existuje sice obecna metoda pro
konstrukei intervalového odhadu. Ta je vSak pro nase tucely zbytecné komplikovana, a

proto se radéji zamérime jen na odhady nejcastéji pouzivané v praxi.

2.2.1 Intervalové odhady parametrii normalniho rozdéleni

Véta 2.2 Necht X = (X1, Xy ..., X,,))T je ndhodny vybér z rozdéleni N(u,0%),u € R je

nezndmy parametr, o® > 0 zndmd konstanta. Pak

1. (X, — ul,a/Q\/Lﬁ, X, + ul,a/gx/iﬁ) je intervalovy odhad p o spolehlivosti 1 — a,

2. X, — ul_a\/iﬁ je dolni intervalovy odhad p o spolehlivosti 1 — «,



3. X, + ul,a\/iﬁ je horni intervalovy odhad p o spolehlivosti 1 — .

Véta 2.3 Necht X = (X1, Xy...,X,)T je ndhodny vijbér z rozdéleni N(u,o?),n € R,
0% > 0, oba parametry nezndmé. Pak
1. ()_(n - tl,a/g,n,lj—%, X, + tl,a/g,n,lj—%) je intervalovy odhad p o spolehlivosti 1 — a,
2. X, — t1—a,n_1\5/—% je dolni intervalovy odhad p o spolehlivosti 1 — «,

3. X, + tl_a,n_li—% je horni intervalovy odhad p o spolehlivosti 1 — a,

4. (n=Dss (2_1)5%) je intervalovyj odhad o o spolehlivosti 1 — «,
Xl—a/2,n—1 Xa/Z,n—l

d. )ﬁ’;‘—”sﬁ je dolni intervalovy odhad o* o spolehlivosti 1 — «,
l—a,n—1

0. (;‘;—1)3*% je horni intervalovyj odhad o® o spolehlivosti 1 — «.
a,n—1

2.2.2 Intervalové odhady zalozené na CLV

Véta 2.4 Necht X = (X1, Xy..., X)) je ndhodnyj vgbér z libovolného rozdélent, pro
které 0 < 02 < oo. Pak intervaloviym odhadem p = EX o asymptotické spolehlivosti 1 — o
je
- Sn o Sn
(Xn — Ul—a/2— =) Xn + Ulfa/Z_)-

v v

Diikaz. Vime, ze pro velka n plati % — 1, tj. S, se asymptoticky blizi hodnoté o.

. . Y Xi— e Tie x e o .
Z CLV vime, ze % mé pfiblizné normalni rozdéleni. To znamené, Ze

no

X, —

Plus < 22
2 Vno?
X, —

Plus < 2=
2 V/nS,

Sul_%)zl—a

Sul_%)zl—a

X; Sp X; Sn
P(Z +ul_;\/ﬁ2/t22n +U%\/ﬁ)=1—04
> Sn > Sn
P(X, +uj_«a >p>Xp—upa )=1-—aq,

coz je definice intervalového odhadu o spolehlivosti 1—a.

Specialnimi pripady Véty 2.4 jsou nésledujici dvé tvrzeni:



Véta 2.5 1. Necht X = (X1, Xy..., X,,)T je ndhodnyj vybér z alternativniho rozdélent

s parametrem 0 < p < 1. Pak intervaloviym odhadem p o asymptotické spolehlivosti

1—aje
. [ X, (1-X,) o [ X, (1 - X,
(Xn — Ui—q/2 g? Xn + Ul—a/2 g)
n n
2. NechtX = (X1, Xs...,X,)T je ndhodnyj vijbér z Poissonova rozdéleni s parametrem

0 < A < 00. Pak intervalovym odhadem A\ o asymptotické spolehlivosti 1 — a je

_ I X, - /X
Xn - - _ann - —= .
( Ui-a/2\[ — + Up—q)2 - )

Diikaz. Myslenka dikazu plyne z charakteristik danych rozdéleni: pro alternativni rozdéleni
mame EX = p a var X = p(1 — p) a v Poissonové rozdéleni plati EX = var X = \.
O

2.3 Testovani hypotéz

Matematicka statistika popisuje obrovské mnozstvi testii o hodnotach ziskanych odhadi,
shodnosti parametri riznych rozdéleni, nezavislosti apod. V této prednasce si pouze
popiseme obecny princip testovani hypotéz a jen pro ukazku jejich aplikace zde uvedeme

ty nejCastéji pouzivané testy.

2.3.1 Princip testovani hypotéz

Necht X = (X1, X5...,X,,)T je nahodny vybér z rozdéleni, které zavisi na parametru
0 € ©. Chceme-li zjistit, jestli # patii do néjaké uzsi podmnoziny parametri O, nazveme
tuto domnénku nulovou hypotézou, ozna¢me H, : § € ©Og, a na zakladé vybéru X =
(X1, X5...,X,)T testujeme tuto hypotézu proti alternativé Hy : § € © \ Oy. To se

zpravidla provede tak, ze se ur¢i mnozina W takova, ze pokud X € W, pak Hy zamitame.

Poznamka 2.3 Veétsinou testujeme Hy : 0 = 0y, kde 0y je néjakd konkrétni hodnota.
Prirozenou alternativou je pak Ha : 60 # 0y. Nékdy je vsak smysluplnéjsi testovat napf.
proti alternativé Hy : 0 > 0y. I kdyZ totiZ teoreticky mize byt 0 < 6y, nemd smysl se
tou situact zabyvat, napr. pokud pri testovdni stredni hodnoty Hy : p = 3 z dat vime, Ze

X, =5, pak nemd smysl uwvazovat situaci p < 3.



Pritom mohou nastat nasledujici situace:

e Hj ve skutecnosti plati a test ji nezamita. /
e Hj ve skutecnosti neplati a test ji zamita. /
e Hj ve skutecnosti plati, ale test ji zamita — nastala chyba 1.druhu.

e Hj ve skutec¢nosti neplati, ale test ji nezamita — nastala chyba 2.druhu.

Zvolime si tzv. hladinu testu a (obvykle 0.05, nekdy ale také 0.01 i méné) a W volime
tak, aby pravdépodobnost chyby 1.druhu nebyla vétsi nez « (obvykle tak, aby byla rovna

a).

Definice 2.8 Nejmensi hladina o, pro kterou test hypotézu Hy ve prospéch H, zamitd,

se nazyvd p-hodnota.

2.3.2 Testovani pomoci intervalovych odhadu

Intervalové odhady uvedené v kapitole 2.2 1ze vyuzit pro testovani hypotéz o stfedni hod-
noté rozdéleni, z néhoz nahodny vybér X = (X1, Xs ..., X,,)T pochazi. Uvazujme hladinu
testu a a predpokladejme, ze intervalovy odhad pro stfedni hodnotu g o spolehlivosti
1 — a vypocitany z vybéru X je (ur, pr). Pak hypotézu Hy : = o, kde pg je libovolna
konstanta, zamitame ve prospéch hypotézy Ha : pu # po, jestlize po € (pr, pu)-

Podobné pak mizeme testovat také Hy : p = pg oproti Ha : o > pg. V tomto pripadé
Hy zamitame ve prospéch hypotézy H g, jestlize pg ¢ (—oo, uy), kde py je horni odhad
stfedni hodnoty pu. Analogicky se pak postupuje i pfi testovani Hy : pu = po oproti
Hya:p < pog.

2.3.3 Testovani stfredni hodnoty normalniho rozdéleni - t—testy

Obvykle se v8ak ve statistice pouziva postup "opa¢ny", tj. misto hledani intervala pro
testovany parametr se z dat a testované hodnoty vypocita hodnota, kterd je realizaci

né¢jaké ndhodné veli¢iny, a ta se poté porovna s prislusnym kvantilem.

Timto postupem lze samoziejmé testovat také hypotézy o stfedni hodnoté norméalniho
rozdéleni. Jelikoz k vypoctu vyuzijeme vétu 2.1 o t—rozdéleni trasformace vybérového

priméru, nazyvame tyto testy tzv. t—testy.



Jednovybérovy t—test

Necht (X1, X3 ..., X,)? je ndhodny vybér z N(u,0?), kde 6% > 0, a predpokladejme, ze
ani jeden parametr neni zndm. Testujeme-li Hy : p = pg oproti Ha : p # pg, je postup
néasledujici:

1. Vypoéteme hodnotu Ty = X’”‘S—;“O\/ﬁ

2. Pokud |Ty| > t1_a/2,n—1, zamitame Hy. V opac¢ném pifpadé pak H, nezamitame.
Jednostranny test Hy : = o oproti Ha : > py pak probihd podobné:

1. Vypoc¢teme hodnotu Ty = %’ﬂ\/ﬁ

2. Pokud Ty > t1_q 51, zamitame H,. V opa¢ném piipadé pak H, nezamitame.

Hy : pp = o oproti Hy : pp < po pak zamitame v piipadé, ze Ty < t4,-1.

Parovy t—test

Ve statistice se ¢asto vyskytuje situace, kdy u jednoho objektu sledujeme dva spolu sou-
visejici znaky najednou (napf. vynosy dvou ruznych pobocek jedné firmy apod.). Mame
tedy nahodny vybér (Y1, Z1), (Ya, Zo) ..., (Yy, Z,)T a chceme testovat Hy : EY;—EZ; = g
(nejcastéji po = 0, tj. stfedni hodnoty se rovnaji) oproti nékteré z vySe uvedenych alter-

nativ. Pak postupujeme tak, Ze utvorime rozdily
Xl :Yl_Zthn:Yn_Zn

a pokud veli¢iny X1, ..., X, pochézeji z normélniho rozdéleni, mizeme na né pouzit vyse

popsany jednovybérovy t—test.

Dvouvybérovy t—test

Mé&jme dva ndhodné vybery (X1, Xo. .., X;)T 2 N(u1,0%) a (Y1, Ya ..., Y)T 2 N(pa, 0?),
kde 02 > 0, a predpokladejme, Ze tyto vybéry na sobé nezavisi.

Oznaé¢me X vybérovy primér vybéru (Xi, X, ..., X,,)T, Y vybérovy primér vybéru
(Y1,Ys...,Y,)T, S% vybérovy rozptyl vybéru (X1, Xo..., X,,)T a SZ vybérovy rozptyl
vybéru (Y,Ys ..., Y,)T.



Plati, Ze nahodna veli¢ina

X-Y - mn(m +n — 2)

T:
V(m —1)52 n—l 52 m+n

mé t,,4,_o rozdéleni.

Chceme-li tudiz testovat Hy : p1 — e = puo oproti Ha @ g — e # o, je postup nasledujici:

XY —po mn(m+n— 2)
\/(m—l)Sg(-i-(n—l)S}z, m+n

1. Vypocteme hodnotu 7y =

2. Pokud || > t1—a/2mtn—2, zamitame Hy. V opacném piipadé pak H, nezamitame.
Testovani normality
Zékladnim pfedpokladem pro t-testy je normalita dat. Tu lze testovat

e analytickymi testy (napf. Shapiro-Wilkuv test, D’Agostinuv test apod. - v této
prednasce vynechame)
e graficky (napf. histogram, Q-Q plot apod.)
Q-Q plot je graf, v némz jsou porovnavany teoretické kvantily testovaného - tj. v nasem
pfipadé normalniho - rozdéleni (vodorovna osa) s empirickymi kvantily ziskanymi z dat

(svisla osa). Data pak povazujeme povazujeme za vybér z normélniho rozdéleni, je-li graf

priblizné linearni.

Poznamka 2.4 Hodnoty parametri testovaného rozdeéleni se pritom mohou lisit od para-

metri dat, dileZity je typ rozdélend.

Ukazka Q-Q plotu je na obrazku 2.3.

2.3.4 ? test dobré shody

Nejprve si uvedme zobecnéni binomického rozdéleni pro vice moznych vysledki jednoho

pokusu nez jen tispéch nebo netispéch.

Multinomické rozdéleni



Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

Sample Q
Sample Q

Theoretical Quantiles ‘Theoretical Quantiles

Obrazek 2.3: Q-Q plot pro data pochazejici z rozdéleni N (5,4) (vlevo) a Exp(1) (vpravo).

Predpokladejme, ze v uréitém pokusu muze nastat pravé jeden z jeviu Ay, Ay..., Ay a
ozna¢me pravdépodobnosti p; = P(A;). Opakujme tento pokus n—krat a ozna¢me X;

pocet vyskytu jevu A; v téchto n pokusech. Pak

k k
n! -
— — — 1 L — —
P(Xl—Il,,Xk—{L'k)—mplpk, sz_l’ ZZEZ—’I’L
i=1 i=1
a rozdéleni vektoru (X, Xy ..., X;)T se nazyva multinomicke.

Chceme-li testovat Hy, ze skuteéné hodnoty dil¢ich pravdépodobnosti jsou rovny pfe-
dem zadanym c¢islim pq, ..., pg, oproti alternativé, ze aspon jedna hodnota p; je jiné,

postupujeme nasledovné:

1. Vypoéteme hodnotu y? = Zle W_

2. Pokud x? > X%fa,kfl, zamitame Hy. V opatném piipadé pak Hy nezamitdme.

2.3.5 Test nezavislosti v kontingenc¢ni tabulce
Tento test na rozdil od predeslych netestuje hodnotu parametru, nybrz vyhodnocuje, zda

je mozné dva vybéry z veli¢in s diskrétnim rozdélenim povazovat za nezavislé.

Predpokladejme, ze mame vybér (Y1, Z1), (Yo, Z2) ..., (Ya, Z,), kde Y} mize nabyvat hod-

not 1,...,r a Z; miZze nabyvat hodnot 1,...,c. Oznacime-li n;; pocet vyskyti dvojice



(Y, =i, Z, = j), pak matici o rozméru r x ¢ s prvky n;; fikime kontingenéni tabulka a

prvkim n;; fikdAme sdruzené cetnosti. Marginalni cetnosti jsou pak dany vztahy

n; = E Nij, n; = E Nij.
J %

K testovani Hy: "Y a Z jsou nezavislé" oproti Hy: "Y a Z nejsou nezavislé" vypocteme

hodnotu

T C o 5.1 5\2
2 (nzy p )
X = N4, 1 5 .
i=1 j=1 n

Pokud y? > X%fa,(rfl)(cfl)’ pak zamitdme H, ve prospéch H 4.



Kapitola 3

Regresni analyza

Uvazujme nahodny vektor X = (Xj, ..., X,.), ndhodnou veli¢inu Y a predpokladejme, ze
Y na X néjakym zptsobem zavisi. Ukolem regresni analyzy je nalézt funkéni zéavislost Y

na X, tj. najit takovou funkci f, ze

Y = f91,..‘,9p(X17 ...,Xr) + €, (31)

kde tzv. chybovy ¢len € je ndhodna veli¢ina s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem o2,

pricemz aby tato funkce dobfe popisovala situaci, je tfeba, aby tento rozptyl nebyl prilis

velky. Casto navic predpokladame normalitu e.

Definice 3.1 Vztah (3.1) se nazyjvd regresni model. Funkce f se nazyjvd regresni funkce.
Cislim 01, ...,0, se Tikd parametry regrese. Ndhodny vektor X = (Xi,..., X,.) se nazgvd

vysvétlujici proménnd. Nahodnd velicina Y je pak vysvétlovand proménnd.

3.1 Metoda nejmensich ¢tverci

Metoda nejmensich ¢tverct slouzi k odhadu parametri 64, ..., 0, z dat.

Necht (y;, x1,, ..., Zr,), @ = 1,...,n je n pozorovani vektoru (Y, X, ..., X,.). Metoda spociva

v minimalizaci

(01, ...,0,) = argminS(6,, ..., 0,)

01,...0p



pricemz obdobné jako v pfipadé pouziti maximalni vérohodnosti se tato minimalizace
provadi pomoci parcidlnich derivaci podle jednotlivych parametri, kde tzto derivace

polozime rovnz 0 a vzeSime soustavu p rovnic o p neznamych (viz nasledujici sekce).

Definice 3.2 Vyraz S(04,...,0,) se nazyvd rezidudlni soucet étvercii.

3.2 Linearni regrese

Nejjednodussi formou regrese je piipad, kdy funkce f je linearni. Obecny tvar (nazyvany
vicenasobna regrese) je
Y:a—l—lel—i—...—i—brXr—i—e.

Casto viak hledame zavislost veli¢iny Y pouze na jediné veli¢iné X (tj. X je jednorozmérny

vektor). Tento pfipad, tj. vztah
Y =a+0bX +¢,
se nazyva jednoduché regrese.
Mame-li data (y;, 1,, ..., T, ), = 1,...,n a uvazujeme-li jednoduchou regresi, pak hodnoty
e, =yi—a—>bx;, 1=1..n
se nazyvaji rezidua a lze je povazovat za realizace chybového ¢lenu e.

Reziduélni soucet ¢tvercu pro jednoduchou regresi je

n

S(a,b) = z:(yZ —a — bx;)?.

=1
3.2.1 Bodovy odhad parametri modelu

K nalezeni odhadi parametri a a b v modelu jednoduché regrese pouzijeme vyse popsanou

metodu nejmensich ¢tverci. Hledame-li minimum S(a, b), dostavame rovnice



4

N Tl = D Ti Do Yi _ Yo (x — )y
n Z?:l ‘7:22 - (232;1 xi)z Z:'L:l (xz - -T>2

g — bz,

(S
I

a
kde a, b jsou hledané bodové odhady parametri a a b.
3.2.2 Intervalové odhady parametri modelu

Ozna¢me Sr = S(a,b) rezidualni soucet ¢tvercii, pak bodovy odhad rozptylu s* chy-

bového clenu € je

Pomoci s? lze vyjadiit odhady rozptylu regresnich parametri

G2 _ 5” Z;L:l 7
- —
“on 2?21 x? - (Z?:l i)
2
S? =

n 2 _ =2°
D i1 T — NI

Statistiky T, = &% a T}, = bs;bb pak navic maji studentovo t-rozdéleni o (n — 2) stupnich

volnosti, tudiz intervalové odhady pro a a b jsou

a— Satn—2,1—% <a<

a<a+ Satn—2,1—%7
b= Sytn-21-5 <b<

+ Sptn—2,1-2,

kde t,-21-2 je (1 — §)-kvantil t-rozdélenf o n — 2 stupnich volnosti.

Priklad 3.1 Méjme nasledujici pozorovani:

T | 121341651678 9|10|11|12| 13| 14| 15|16| 17| 18| 19| 20
Yi | 30141410121 2|0|-1|-2|0|-2|-83|,0|-5|-6|-4]|-4]-5]-6

Bodové odhady parametri a a b jsou a = 4.816,(3 = —0,544.
Daty proloZend regresni primka je zndzornénd na Obrdzku 3.1.

Intervalové odhady pro parametry a a b jsou

(3.499543 < a < 6.132036) a (—0.654239 < b < —0.4344828).



Obrazek 3.1: Regreni piimka pro data z Ptikladu 3.1.

3.2.3 Testovani podmodeli

Pro testovani, zda se koeficienty modelu vyrazné lisi od nuly, pouzivame statistiky

~

b
resp. T, = —,

T, =
Sb

a
S
které maji za platnosti hypotézy Hy : a = 0, resp. Hy : b = 0, t-rozdéleni o (n — 2)
stupnich volnosti. Tedy hypotézu Hy : a = 0, resp. Hy : b = 0, zamitdme ve prospéch
Hp:a# 0, resp. Hy : b # 0, na hladiné vyznamnosti o, pokud [1,[ > t,-21-4a, resp.
T > th—21-2.

Priklad 3.2 Pro data z prikladu 3.1 dostdvdme

IT,| = |7.6867| = 7.6867 > 2.1009

T, = | — 10.40844| = 10.4084 > 2.1009,

tedy zamitame jak hypotézu Hy : a =0, tak Hy : b = 0, ve prospéch zminényjch alternativ.

Pokud néktery z koeficientu lze povazovat za nulovy, muzeme jej z modelu vynechat.
Takto vytvoreny novy model nazyvame podmodelem ptvodniho modelu. Tj. pokud napft.

vynechame koeficient a, dostavame specidlni pripad linearni regrese
Y =bX + ¢,

jehoz regresni piimka prochazi poc¢atkem soustavy soutadnic. V takovém modelu navic
sta¢i odhadnout pouze jeden parametr, takze celkova prace s timto modelem se vyrazné

zjednodusi.



Obrézek 3.2: Regresni primka prolozena vSemi daty, regresni piimka prolozena daty bez
odlehlého pozorovani a boxploty piislusnych rezidui.

Poznamka 3.1 Alternativou pro testovdni, zda lze dany koeficient povaZovat za nulovy,
je sestavend intervali spolehlivosti (viz predesla podkapitola) a zjisténi, zda néktery z téchto

intervali nulu obsahuje.

3.2.4 Analyza rezidui a odlehla pozorovani

Na zacatku kapitoly jsme uvedli predpoklad, zZe chybovy ¢len e je ndhodné velic¢ina s
nulovou stfedni hodnotou a vétsinou také s normalnim rozdélenim. Je tudiz tifeba overit
tyto predpoklady na odhadech chybovych ¢leni e; = y; — a — bx;. Toto ovéreni se nazyva
analyza rezidui a pouZivaji se pro ni jiz diive popsané metody (histogram, boxplot, Q-Q

plot apod.).

P1i analyze rezidui 1ze navic detekovat i odlehla pozorovani, coz jsou pozorovani nachaze-
jici se ocividné stranou od ostatnich dat. Jejich vyskyt 1ze predpokladat praveé ve chvili,

kdy rozdéleni chybovych ¢lenti vykazuje znamky nesymetrie (viz Obrazek 3.2.4).



3.2.5 Vybér vhodného modelu

Pro kontrolu, jak vhodny je zvoleny model, 1ze vyuZit koeficientu determinace R2, ktery
urcuje podil ¢asti variability Y vysvétlené modelem ku celkové variabilité Y. Ten je dan

vztahem N )
Zi:l(a’ + b — )

>y — )

Jeho hodnoty se pohybuji v intervalu (0,1), pfi¢emz vétsi hodnoty koeficientu determinace

R? =

znamenaji vétsi Gaspésnost regrese.

Priklad 3.3 Pro data z obrdzku dostdvime R* = 0.084 (Spatnd data), resp. R* = 0.876

(data bez odlehlého pozorovdni).



Kapitola 4

Nahodné procesy

4.1 Zakladni pojmy

Definice 4.1 Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a T C R. Rodina redlnijch
ndhodnyjch velicin {X,,t € T} definovangch na (2, A, P) se nazjvd ndhodny (nebo také

stochasticky) proces.

Definice 4.2 Je-li'T'= 7 nebo T = N, mluvime o ndhodném procesu s diskrétnim casem.

Je-li T = [a,b], kde —o0 < a < b < 0o, mluvime o ndhodném procesu se spojitym casem.

Definice 4.3 Duojice (S,&), kde S je mnoZina hodnot ndhodnijch velicin X; a & je
o—algebra na mnoziné S, se nazyvd stavovy prostor.

Pokud ndahodné veliciny X; nabyvaji pouze diskrétnich hodnot, mluvime o ndahodném pro-
cesu s diskrétnimi stavy. Pokud ndhodné veliciny X; nabyvaji spojityjch hodnot, mluvime

o ndahodném procesu se spojitymi stavy.

Néhodny proces {X;,t € T} muzeme chapat jako funkci dvou proménnych w a t. Pro
pevné t je tato funkce ndhodnou veli¢inou, pro pevné w se jedna o funkci jedné reélné

proménné t.

Definice 4.4 Meéjme pevné w € ). Pak funkce t — X, se nazyvd trajektorie procesu
{X;,teT}.

Definice 4.5 Proces se nazyvd spojity, jsou-li vSechny jeho trajektorie spojité.



Definice 4.6 Necht {X;,t € T} je ndhodny proces takovy, Ze pro kazdé t € T ezistuje
stredni hodnota EX;. Potom funkce u; = EX; definovand na T se nazyvd stiedni hod-
nota procesu {X;}. Jestlize plati E|X;|*> < oo pro vSechna t € T, potom funkce dvou
proménnych definovand na T x T predpisem R(s,t) = E(Xs — us)(X: — ) se nazyvd
autokovariancni funkce procesu {X;}. Hodnota R(t,t) se nazjvd rozptyl procesu {X;} v

case t.

Definice 4.7 ]éekneme, Ze ndhodny proces {X;,t € T} je slabé staciondrni, jestlize
R(s,t) je funkci pouze rozdilu s —t, tj.

R(s,t) = R(s —t)

Disledkem této definice je rovnost R(s,t) = R(s + h,t + h) pro kazdé h € R takové, ze
s+heTat+hel.

Kazdé kone¢né podmnozing {t,...,t,} € T lze prifadit systém nédhodnych veli¢in, které

maji sdruzenou distribu¢ni funkci

Ftl,...,tn(xla s 7‘/1"71) - P(Xt1 S L1y 7th S xn)

Definice 4.8 }?ekneme, Ze nahodny proces {X;,t € T} je strikiné staciondrni, jestlize
pro libovolné n € N, pro libovolnd redlnd x, ... ,x, a pro libovolnd redlnd ty,...,t, a h
takova, Zetp € T, tp, +h e T, 1 <k <n, plati

Fth...,tn (l’l, e ,.Tn) = Ft1+h,...7tn+h(x17 . ,:Un). (41)

Poznamka 4.1 Vztah (4.1) je ekvivalentni vztahu

P(th :3317-.-,th :xn):P(Xt1+h:931>---ath+h:ZUn).

Definice 4.9 Necht ndhodné procesy {X;,t € T} a {Yi, t € T} definované na stejném

pravdépodobnostnim prostoru s hodnotami ve stejném stavovém prostoru. Pak

a) {X:} a{Yi} jsou stochasticky ekvivalentni, jestliZe
PX;=Y)=Pw: Xi(w) =Yi(w)) =1, VteT.
Rikdme také, e proces {X:} je stochastickou verzi, popt. modifikaci, procesu {Y;}.
b) {Xi} a {Y:} jsou nerozlisitelné, jestlize

P(X;=Y,VteT)=Pw: Xi(w) =Y (w),VteT)=1.



4.2 Markovské rfetézce s diskrétnim casem

V této a nasledujici kapitole budeme ¢asto misto pojmu proces pouzivat pojmu retézec.
Diivodem je, Ze mnozina hodnot, kterych muze proces nabyvat je spocetna a ke zménam
nabyvanych hodnot dochazi skokovité, tzn. nabyvané hodnoty tvorii fetézec hodnot. Vsechny

definice pro procesy uvedené v kapitole 4.1 samoziejmé plati i zde.

4.2.1 Zakladni definice a vlastnosti

Mgjme pravdépodobnostni prostor (€2,.4, P), na ném posloupnost nahodnych veli¢in
{X,,n € N} a stavovy prostor (5,€), kde mnozina S muze byt bud konetné nebo
spoCetné, bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, 7ze S = {0,1,..., N}, resp. S =

0,1,...}

Definice 4.10 Posloupnost nahodnijch velicin {X,,n € N} nazveme Markovsky tetézec

s diskrétnim casem, jestlize
P<Xn+1 = ]’Xn = Z'7)(7171 = Z‘nfla ce 7XO = 7/0) = P(XnJrl = ]‘Xn = Z)

pro vSechna n = 0,1,... a vSechna i,7,ip_1,...,99 € S takovd, Ze P(X, = i,X,1 =

infl,...,XOIio) >O

Priklad 4.1 Typickym prikladem Markovského Tetézce je tzv. ndhodnd prochdzka. Necht
Y1, Ys, ... gsou nezavislé stegné rozdelené ndahodné veliciny nabyjvajici hodnot £1 s pravdépodob-
nostmi 1/2. Definuyme Xy = 0 a X, = > | Y;. Pak posloupnost (proces, fetézec)

{X,,n € N} se nazgvd ndhodnd prochdzka.

Definice 4.11 Podminéné pravdépodobnosti

a) P(Xn41 = j| X, =1) = pij(n,n + 1) nazveme pravdépodobnostmi piechodu ze stavu

1 v case n do stavu j v case n+ 1 nebo také pravdeépodobnostmi prechodu 1.7ddu;

b) P(Xnim = j| X = 1) = pij(n, n+m) nazveme pravdépodobnostmi piechodu ze stavu
1 v case n do stavu j v case n +m nebo také pravdépodobnostmi prechodu m-tého

7ddu.



Definice 4.12 Jestlize pravdépodobnosti piechodu p;j(n,n + m) nezdvisi na casovych
okamZicich n a n + m, ale pouze na rozdilu m, nazjvd se prislusny Markovsky Tetézec

homogenni.

Uvazujme homogenni fetézec a ozna¢me zkracené p;;(n,n + 1) jako p;;. Tyto prvky lze

sefadit do ¢tvercové matice P = {p;;,7,7 € S}, pro niz zfejmé plati

pij207Vi7jES; a Zpijzl,ViES.

j€s
Definice 4.13 Matice P = {p;;,i,j € S} se nazjvd matice pravdépodobnosti piechodu.

Oznacme dale
pi=P(Xo=1), Vi€Ss,

pro které ziejmé plati

pi>0VieS a Y pi=1

€S

Definice 4.14 Vektor p = {p;,i € S} se nazyjvd pocatecni rozdéleni Markovského Fetézce.

D4 se pak ukézat, ze konecnérozmérna rozdéleni procesu {X,,n € N} s pocateénim

rozdélenim p a matici pravdépodobnosti ptechodu P je dano vztahem

P(Xo =10, X1 =1,..., Xy = in) = DigPivir - - - Pin_1in-

)

Ozna¢me dale pg = p;; a definujme pro piirozené n > 1 postupné

P =" Pk (4.2)
kesS

(n)

Lze ukazat, ze p;;” < 1 a navic pro matice pravdépodobnosti prechodu plati

P® = P.P = P? a obecns PtD = p) . p = p.p» — prtl,

Véta 4.1 Necht {X,,,n € N} je homogenni Markovsky Fetézec s matici piechodu P.

Potom pro pravdépodobnosti prechodu n—tého Fdadu plati

P(Xpin = |1 Xm =) =p, Vi,jeS

ij

pro vechna pfirozend m a n a pro P(X,, =1) > 0.



Vztah (4.2) 1ze zobecnit. Toto zobecnéni se nazyvda Chapman-Kolmogorova rovnost

a je definovana jako

=D m
kesS

zapsano maticove
pimtn) — pim)  ph)

4.2.2 Klasifikace stavii Markovského retézce

V této kapitole se budeme zabyvat pouze homogennimi Markovskymi fetézci. Pouzivat

pak budeme nasledujici znacent:

Vychazi-li fetézec {X,,n € N} ze stavu j, tj. P(Xo = j) = 1, pak ozna¢ime

P(|Xo =j) = B5().

Polozme 7;(0) = 0 a definujme ndhodné veli¢iny
7;(1) =inf{n > 0: X,, = j}

¢as prvniho navratu retézce do stavu j.

Stfedni hodnotu doby prvniho navratu oznacime p; = E[7;(1)| X, = j].

Nejvetsi spoleény délitel ¢isel n > 1, pro které pg-?)

> 0, oznacime d;.

Definice 4.15 Stav j Markovského Tetézce se nazyvd trvaly, jestlize
Py(r;(1) < o) = 1.
Stav j Markovského Tetézce se nazyvd prechodnyj, jestlize

Py(7;(1) = 00) > 0.

Definice 4.16 Trvaly stav j Markovského retézce se nazyvd nenulovy, jestlize p; < oo a

nulovy, jestlize p; = oo.

Definice 4.17 Je-li d; > 1, stav j Markovského Tetézce se nazyvd periodicky s periodou

d;, je-li d; = 1, stav 3 Markovského retézce se nazyvd neperiodicky).



Véta 4.2 (Konvergence pravdépodobnosti piechodu)

a) Necht j je prechodny stav. Potom lim,, p(n) =0,VieS.

]
b) Necht j je trvaly nulovy stav. Potom lim,, pg‘) =0,VieSs.

c) Necht j je trvaly nenulovy a neperiodicky stav. Potom lim,, p(".) =L,

JJ i
d) Necht j je trvaly nenulovy stav s periodou d;j. Potom lim,,_,« p§?dj) = z—J
J

Véta 4.3 Trvaly stav j je nulovy prave tehdy, kdyz lim,, p( ) =0.

n
JJ

Uvazujme nyni fetézec s mnozinou prechodnych stavii R a definujme nahodnou veli¢inu
T=inf{n >0: X, ¢ R}

znacici ¢as vystupu z mnoziny prechodnych stavi.

Véta 4.4 V retézci s konecné mnoha stavy je

P(r=00)=0, i€R.

Definice 4.18 Rekneme, Ze stav j je dosazZitelny ze stavu i, jestlize existujen € N takové,

Z(]T-L) > 0. Jestlize pz(?

ze stavu 1.

zZep ) = 0, pro vSechna n € N, pak Tikame, Ze stav j je nedosaZitelny

Definice 4.19 MnoZina stavi C se nazyvd uzaviend, jestlize Zddny stav vné C neni
dosaZitelny z Zddného stavu uvnitr C.
Véta 4.5 MnozZina stavi je uzaviend pravé tehdy, je-li p;; = 0 pro vsechna i € C,j ¢ C.

Definice 4.20 Markouvsky Tetézec se nazyjvd nerozloZitelny, jestlize kazdy jeho stav je

dosazitelny z kaZdého jiného stavu. V opacném pripadé je retézec rozloZitelny).

Definice 4.21 Je-li jednobodovd mnozina stavi {j} uzaviend, tj. je-li pj; = 1, pak se

stav j nazyjvd absorpcnd.

Definice 4.22 Retézec s konecné mnoha stavy, jehoZ vsechny trvalé stavy jsou absorpéni,

se nazyvd absorpéni retézec.



4.2.3 Stacionarni rozdéleni

Definice 4.23 Necht {X,,,n € N} je homogenni Fetézec s mnoZinou stavi S a mat-
ict pravdépodobnosti prechodu P. Necht m = {m;,j € S} je néjaké pravdépodobnostni
rozdéleni na mnozine S, tj. m; > 0,5 € S, Zjes m; = 1. Potom m se nazyvd staciondrni

rozdéleni daného retézce, jestlize plati

neboli

T =Y Tpkj,j €S
kes

Véta 4.6 Necht pocdtecni rozdéleni homogenniho Markovského Tetézce je staciondrni.

Pak je tento retézec striktné staciondrni a pro vSechna n € N plati
pjin) =P(X, =j)=m;, JESI,

kde 7; jsou pocdtecni staciondrni pravdépodobnosti.

Véta 4.7 Pro nerozloZitelny Markovsky retézec plati

a) Jsou-li vSechny jeho stavy pirechodné nebo vSechny trvalé nulové, staciondrni rozdélent

neexistuje.

b) Jsou-li vSechny jeho stavy trvalé nenulové, staciondrni rozdéleni existuje a je jed-

nozZNacne.

(i) Jsou-li vSechny stavy meperiodické, potom pro staciondrni pravdépodobnosti

plati

m; = lim pg-l)

n—oo

>0, 4,7€58,
m; = lim p;(n) >0, je€&S.

(i) Jsou-li vSechny stavy periodické, potom pro staciondrni pravdépodobnosti plati

— V nerozloZitelném tetézci s konecné mnoha stavy staciondrni rozdélent existuje.



4.3 Markovské retézce se spojitym casem

4.3.1 Zakladni definice a vlastnosti

Definice 4.24 Systém celociselnijch ndhodnych velicin { Xy, t > 0} definovanijch na pravdépodob-

nostnim prostoru (2, A, P) nazveme Markouvsky Fetézec se spojitym casem, jestlize
P(X,=j|Xs=14,Xy, =tn,..., Xy, =11) = P(X; = j|Xs =1) (4.3)

pro vSechna 0 < t; < ... < t, < s <t a vSechna i,j,ip,...,i1 € S takovd, Ze P(X; =
’i,th :in,...7Xt1 :Zl> >0

Poznamka 4.2 Budeme pouzZivat podobné ndzvoslovi a znaceni jako v predeslé kapitole:

o P(X;=j|Xs; =1) = pi(s,t) nazveme pravdépodobnostmi prechodu ze stavu i v case

s do stavu j v case t;

e pro homogenni Tetézec, kde pravdépodobnosti prechodu zdvisi pouze na rozdilech

casi, budeme znacit p;;(s,s +1t) jako p;j(t);

o absolutni pravdépodobnosti budeme znacit p;(t) = P(X; = j),j € S a p;(0) =
P(Xo=13),j € S pak budou pocatecni pravdépodobnosti.

Obdobné jako v piipadé diskrétnich fetézcii v tomto pripadé pro kazdé ¢ > 0 plati

p2j<t) >0,Vi,j€S a szj(t) =1,Viels,

JjeS

pit) >0VieS a > p(t)=1.

i€S

Pro kazdé t tak lze tyto prvky seradit do ¢tvercové matice P(t) = {p;;(¢),i,j € S}, ¢imz
dostéavame systém matic pravdépodobnosti prechodu {P(t),t > 0}, pficemz {P(0) = I},

kde I znaci jednotkovou matici (tj. matici s jednickami na diagonéle a nulami jinde).

Pro absolutni pravdépodobnosti dostavame analogicky s predeslou kapitolou pro i,j € S
vztah
pi(t) = pi(0)pi;(t),
ies

zapsano maticove



Ten lze opét zobecnit na

pis(s +1) = pin(s)pas (8),

kes
zapsano maticoveé

P(s+1t) = P(s) - P(t),

coz je opét Chapman-Kolmogorova rovnost.
V dalsim textu budeme predpokladat, Ze

Jim pij(t) =6, 1,7 €5, (4.4)

kde 94;; zna¢i Dirackovu funkci, tj. d;; = 1 pro i = j a d;; = 0 jinak. Tento predpoklad

spolecné se skutecnosti, ze p;;(0) = §;; znamena, Ze Tetézec je zprava spojity v 0.

Dale si oznacéme

= qij- (4.5)

Definice 4.25 Nezdpornd cisla g;; z (4.5) se nazgjvagi intenzity prechodu, c¢islo g; z (4.5)
je pak celkovd intenzita. Matice Q = {¢;,1,7 € S}, kde ¢ii = —q; se nazyvd matice

intenzit prechodu.
Véta 4.8 Pro homogenni Markovsky Tetézec se spocetnou mnozinou stavi plati pro vSechna
s >0 awvSechna h > 0

P(X;=iprote (s,s+h)|X,=1)=e 4"

Véta 4.9 Je-li g; = 0, pak p;(t) = 1 pro vsechna t > 0. Je-li 0 < ¢; < 0o, md doba, po

kterou retézec setrvdavd ve stavu i, exponencidlni rozdéleni s parametrem g;.

Véta 4.10 Necht 0 < q; < oo. Potom pravdépodobnost, Ze retézec z pocdtecniho stavu i

rejde nejdiive do stavu 7, je rovna LL pro vsechna j # i.
) q
k3

4.3.2 Klasifikace stavit Markovského retézce

Definice 4.26 Stav j € S se nazyvd absorpcni, jestlize q; = 0. Jestlize ¢; > 0, pak se

stav j nazyvd stabilni, pokud g; < oo, a nestabilni, pokud q; = oo.



Déle uvazujme P(X, = j) = 1, tj. fetézec startujici ze stavu j. Ozna¢me J ¢as, kdy tento

fetézec poprvé opusti stav j, a
7;(1) =inf{t > J: X; = j}

¢as prvniho névratu tohoto retézce do j.

Definice 4.27 Stav j Markovského Tetézce se nazgvd trvaly, jestlize bud q; = 0 nebo
q; > 0 a zdroven
P;i(1;(1) < 00) = 1.

Stav j Markovského Tetézce se nazjvd prechodny, jestlize g; > 0 a zdrover

Py(7,(1) = 0) > 0.

Definice 4.28 Trvaly stav j Markovského Tetézce se nazjvd nenulovy, jestlize bud ¢; = 0

nebo E[1;(1)] < co. V opacném pripadé se Tetézec nazjvd nulovy.

Definice 4.29 Rekneme, Ze stav 7 je dosaZitelny ze stavu i, jestliZe existuje t > 0 takové,

Poznamka 4.3 Analogicky jako pro Tetézce s diskrétnim casem mizZeme definovat také

nerozloZitelnost Tetézce se spojitym casem.

4.3.3 Stacionarni rozdéleni

Definice 4.30 Necht {X;,t > 0} je homogenni Tetézec se spojitym casem, mnoZinou
stavi S a maticemi pravdépodobnosti prechodu P(t),t > 0. Potom m se nazyvd staciondrni

rozdeleni daného Tetézce, jestlize plati

al =aTP(t), Vt>0.

Véta 4.11 Necht pocdtecni rozdéleni homogenniho Markovského fetézce { X, t > 0} je
stactondrni. Pak je tento retézec strikiné staciondrni a pro vSechna t > 0 plati

pj(t):P(Xt:j):ﬂ_ja j€S7

kde 7; jsou pocdatecni staciondrni pravdépodobnosti.



4.4 Nejcastéji pouzivané Markovské procesy

V této casti si uvedeme dva procesy, jichz se hojné vyuzivd v matematice pojistné
(zejména Poissoniv) a finanéni (zejména Wienertuv). Jejich konkrétni aplikace budou

spolecné s dalsimi aplikacemi teorie ndhodnych procestu ukazény v dalsich kapitolach.

Poissontiv proces

Poissoniv proces, obvykle znaceny {N;,t > 0}, je proces popisujici pocet néjakych
udalosti v ¢ase (napf. pocet pojistnych udalosti, které nastaly do ¢asu t). Pro tento

proces se predpokladé, ze

e pocCty udalosti v disjunktnich ¢asovych intervalech jsou nezévislé nahodné veliciny,
tj. pro t; < to < t3 < t4 jsou veliciny Ny, — Ny, a Ny, — Ny, nezavislé - zkracené se

takovému procesu rika proces s nezavislymi prirustky,
e pocty udalosti v ¢asovém intervalu (¢,¢ + h) zavisi pouze na délce intervalu h,
e pro pocty udalosti v ¢asovém intervalu (¢,¢ + h) plati

P<Nt+h — Nt = O) = 1 — )\h+0(h),
P<Nt+h — Nt = 1) = )\h + O(h),
P(Nipn — Ny > 2) = o(h),

kde symbol o(h) znaci, ze o(h)/h — 0 pii h — 04, a A je konstanta, ktera se nazyva

intenzita Poissonova procesu.

7 predpokladu nezévislosti prirustki plyne Markovska vlastnost tohoto procesu a pro

pravdépodobnosti prechodu plati

P(Nywp = jIN, = i) = A+ o(h) j=i+1
=1— A+ o(h) j=1
= o(h) Jj>i+1
=0 J <.

Intenzity prechodu jsou

Giir1 = A, ¢ =—qit =2\, ¢y =0 jinak.



Navic se da ukazat, Ze pro tento proces plati

k
P(N, = k) = (A]:') e M k=0,1,...,

coz je Poissonovo rozdéleni.

Wieneriv proces

Tento proces neni sice Markovskym fetézcem, nebot mnozina hodnot, kterych muze naby-
vat, je nespocetna (vSechna realné ¢isla - je to tudiz nahodny proces se spojitymi stavy),
ale je potreba ho zde uvést, nebot patii také mezi Markovské procesy. Splhuje totiz
Markovskou vlastnost definovanou vztahem (4.3) a navic je velice vyznamnym proce-
sem, kterého se vyuziva zejména ve financ¢nich modelech, kde popisuje odchylku hodnoty

daného aktiva od trendové slozky.

Wieneriv proces (nékdy také nazyvan Browniv pohyb) {W;,t > 0} je definovan nasledu-

jicimi vlastnostmi:

{W;,t > 0} ma spojité trajektorie,

{Wi,t > 0} méa nezavislé prirustky,

piirustek hodnoty v ¢asovém intervalu (s, t) ma norméalni rozdéleni s nulovou stiedni

hodnotou a rozptylem o?(t — s), kde o je kladné konstanta.

S Wienerovym procesem a jeho dalsimi vlastnostmi plynoucimi z této definice se setkdme

v dalsi kapitole.

4.5 Nahodné procesy ve finan¢ni matematice

Tato kapitola popisuje konstrukce matematickych modelt pouzivanych hojné napt. ve

financich pro popis vyvoje cen aktiv na finan¢nich trzich.



4.5.1 Zakladni pojmy

NeZ se budeme vénovat této ¢asti ndhodnych procesii, uvedeme nejprve nékolik potieb-

nych znaceni a pojmu.

V celé kapitole budeme uvazovat pravdépodobnostni prostor (2, .4, P) a pouzivat znaceni
L,(Q, A, P) podle kontextu bud pro mnozinu néhodnych velicin X definovanych na
(Q, A, P) splaujicich E|X|? < oo nebo pro mnozinu ndhodnych procest {X;,t > 0} defi-
novanych na (2, .4, P) spliujicich E|X;|? < oo pro kazdé t (zpravidla budeme pouzivat
p =1 nebo p =2).

Dalsim novym znacenim pak bude
/ XdP = / X(w)dP(w), proAeA, (4.6)
A A

jehoz interpretace je nasledujici:

e v piipadé, ze X je diskrétni ndhodné veli¢ina, je vztah (4.6) roven

> kP(X =k)

k: X (w)=kweA

e v piipadé, Ze X je spojitd nahodna veli¢ina s hustotou f, odpovida vztah (4.6)

H:X(w)eHweA

Pripomenme také pojem métitelnosti ndhodné veli¢iny:

Nahodné velic¢ina je méritelné vzhledem k o—algebie A, jetlize pro kazdé ¢ € R plati

vyrazu

{w: X(w)>c} e A

Definice 4.31 Necht X € Li(2, A, P) a B C A je o—algebra. Pak ndhodnou velicinu Y

nazveme podminénou stredni hodnotou vzhledem k B, jestliZe

a) Y € Ly(Q,B,P)

b) pro kazdou mnoZinu B € B plati

/YdP:/XdP
B B



a oznacovat ji budeme jako E[X|B].
Vratme se nyni k ndhodnym procesim.

Definice 4.32 Filtrace {F;,t > 0} je systém o—algeber F; C A takovijch, Ze pro kaZdé
0<s<tplati Fs C F;.

Definice 4.33 Rekneme, Ze stochasticky proces {X,t > 0} je adaptovany na filtraci
{F} (zkrdacené F;—adaptovany), jestlize pro kaZdé t je X; ndhodnd veli¢ina méritelnd

vzhledem k o—algebre F;.

Mnozinu F;—adaptovanych procesu z L, (92, A, P),p = 1,2, budeme znacit L,(F;).

4.5.2 Martingal

Definice 4.34 Necht {X:} € Ly(F;). Pak se tento proces nazgvd Fi—martingal, jestlize

E[Xy|Fs] = X sj. 0<s<t<o0.
Priklad 4.2 Nadsledujici procesy jsou priklady martingali:

1. Wieneruv proces,
2. {W2 —t}, kde {W,} je Wieneriv proces,

3. Poissoniv proces s kompenzdatorem { M} = {N;—At}, kde {N;} je Poissoniv proces

s intenzitou \ (pripomenme, Ze ENy = At ).

4.5.3 Stochasticky integral

Definice 4.35 Necht {F;} je filtrace, A = {0 = tp < t; < ... < t, < oo} je déleni
casového intevalu [0,00) a {GY} posloupnost ndahodngjch velicin takowjch, Ze pro kaZdé j
je GY) meritelnd vzhledem k Fi,. Jednoduchym procesem nazveme proces G = {Gy,t > 0},
kde

Gy = Z G(j)l[tjijﬂ)(t)v
j=0

J

pricemZ indikdtor 1y, . y(t) = 1, pokud t € [t;,t;41), a 1, 4,.,)(t) = 0 jinak.



Definice 4.36 Necht G je jednoduchy F;—adaptovany proces a M je martingal. Oznacme
pro kazdé t € [ty tri1)

k—1

t
/ GdM = Gy (M,,,, — M)+ Gy(M, — M,).
0

7=0

Pak proces { fg GdM,t > 0} nazgvame (Itodiv) stochasticky integrdl procesu G podle pro-

cesu M.

Budeme-li pak déleni ¢asového intevalu A neustale zjemnovat, ziskdme tak limitnim pre-
chodem z jednoduchého procesu obecny proces, ¢imz mame stochasticky integral defino-

vany i pro procesy, které nejsou jednoduché.

4.5.4 Itoav proces a jeho diferencial, It6ova formule

Definice 4.37 Necht W je Fy;—adaptovany Wieneriv proces. Méjme procesy A € Ly (F),
B € Ly(F;) a ndhodnou velicinu Xo € L1(Q, A, P). Pak proces X = {X;,t > 0}, kde

t t
X, = X0+/ Asds—i—/ BydWi,
0 0
se nazyvd Itonuv proces a jeho prirustek v case
dX, = Aydt + B, dW,

se nazyvd stochasticky diferencidl.

Ve financ¢ni terminologii se pro proces A pouziva nézev drift a procesu B se tika volatilita.

Prave Itouv je tim nejcastéji pouzivanym modelem pro vyvoj hodnoty aktiv na finanénim
trhu. Jelikoz ale potiebujeme mnohdy pracovat nikoliv s danym aktivem, ale s n&jakym
derivatem, jehoz hodnota je na hodnoté daného aktiva zévisla, nepotfebujeme pracovat
s hodnotou aktiva samotnou, nybrz s néjakou jeji funkei. K tomu tam slouzi nasledujici

véta.

Véta 4.12 (Itoova formule)

Necht X je Itédv proces a f je spojitd, dvakrdt diferencovatelnd redlnd funkce. Pak

F(X,) = f(Xo) /f Ads+/f ) BodW, + = /f” X,)BXds  (4.7)



Poznamka 4.4 Dwvé analogie Itéovy formule:

1. Itéova formule je jakousi analogii Taylorova vzorce pro aproximaci funkce f v bodé
a polynomem dany vztahem f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + f"(a)(x — a)?/2 + o(x?).

2. Vyraz "ds" v poslednim élenu (4.7) lze heuristicky odivodnit vlastnosti Wienerova

procesu, uvedenou ve druhém bodé prikladu 4.2.

4.5.5 Stochasticka diferencialni rovnice

Stochasticka diferencialni rovnice je rovnice popisujici prirustky procesu v ¢ase. Ve fi-

nan¢ni matematice se velice ¢asto pouziva pro popis prirustku hodnoty néjakého aktiva.

Stochastickych diferencialnich rovnic je mnoho typi. V této kapitole si vSak pro ukazku
prace s témito rovnicemi popiSeme jen tu zakladni s driftem zévisejicim pouze na aktuélni

hodnoté a konstantni volatilitou.
Uvazujme rovnici
dX; = pXidt + odW; s pocateéni podminkou Xy = . (4.8)
Budeme predpokladat, Ze feSeni je ve tvaru
X =a(t)[Xo+ /tb(s)dWS], a(0) =1,
0
kde a a b jsou realné funkce. Odsud
dX; = a(t)b(t)dW; + d'(t)[Xo + /t b(s)dWy]dt
0
a porovnanim koeficientt u dW;, resp. dt, se zadanim dostavame
a(t)b(t) = o (4.9)

a'(t)[Xo —I—/O b(s)dW,] = ua(t)[Xo—i—/O b(s)dWs]. (4.10)

Vykracenim (4.10) dostavame rovnici

a'(t)

a(t)

=K

jejimz feSenim je
a(t) = a(0) exp{ut} = exp{ut}.



Dosazenim do (4.9) dostéavame

b(t) = o exp{—ut}.

takze vyslednym procesem je

t
Xy = exp{ut}[Xo + 0/ exp{—pus}dWy].
0



Kapitola 5

Pojistna matematika

Pojistn4a matematika je diilezitym nastrojem pro praci pojistovny, jejiz ilohou je na zak-
ladé pojistné smlouvy vyplatit v pripadé pojistné udalosti tzv. pojistné plnéni. Je-
likoZ je pojistna udélost nahodné, vyuziva se v pojistné matematice prevazné pravdépodob-

nosti a matematické statistiky, s nimiz jsme se seznamili v pTedeslych kapitolach.
V praxi jsou od sebe oddéleny dvé zakladni oblasti pojisténi, a to:
e zivotni pojisténi, do néhoz spada vyplata predem sjednané ¢astky v pripadé smrti
nebo doziti se urc¢itého véku;

e nezivotni pojisténi, do néhoz spadaji ostatni udélosti, jejichZz spoleénym rysem
je, ze vyplacena c¢astka - ndhrada skody, kterd v souvislosti s touto udalosti vznikla

- neni predem znama.

5.1 Nezivotni pojiSténi
Dva nejdilezitéjsi ukoly pojistovny jsou stanovit vysi ceny za pojisténi, tzv. pojistné, a

stavovit si tzv. technickou rezervu, tj. ¢astku, kterou musi mit k dispozici na udélosti,

které jsou nahlaseny se zpozdénim.

5.1.1 Vypocet pojistného

Je ziejmé, Ze hlavnim tdajem pro vypocet pojistného je souhrna vyse skod, za néz musi

byt vyplaceno pojistné plnéni. Tato hodnota je vSak nahodné, proto ji budeme uvazovat



jako nahodnou veli¢inu S. Pravdépodobnostnimi a statistickymi metodami odhadneme
rozdéleni této nahodné veli¢iny véetné jejich parametri a zdkladnem pro vypocet pojist-
ného pak bude stfedni hodnota této ndhodné veli¢iny ES. Ta se nazyvé ryzi (nebo také

netto) pojistné.

Jelikoz se ale musi pojistovna jistit proti neptiznivému pribéhu a také méa spravni naklady,
je pojistné, které je nakonec predepsano pojisténci, navic navyseno o tzv. bezpec¢nostni

prirazku. Toto navySené pojistné se nazyva brutto pojistnym.
Nejbéznéjsi zpusoby stanoveni brutto pojistného BP (pro vSechny pojisténce dohromady)
jsou:
1. princip stfedni hodnoty: BP = (1 4 a)ES, kde a > 0;
2. princip smérodatné odchylky: BP = ES + av/var S, kde a > 0;
3. princip rozptylu: BP = ES + avar S, kde a > 0.
Hodnoty alES, resp. av/var S, resp. avar S, jsou zminovanymi bezpe¢nostnimi prirazkami.

Druhéa a tfeti metoda maji nevyhodu, Ze je nutné pocitat kromé stfedni hodnoty navic

rozptyl, avsak jsou zase presnéjsi, nebot berou v uvahu i velikost fluktuaci rizika.

5.1.2 Modelovani celkové vyse skod

Souhrn pojistnych smluv daného typu pojisténi se nazyva pojistny kmen nebo také
pojistné portfolio. Predpokladejme, Ze pojistny kmen je homogenni, tzn. ze skody,
které mohou nastat na jednotlivych smlouvéch, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné
veliciny X;. Pocet Skodnich udalosti je pak také nahodna veli¢ina N. Celkovy thrn skod

je tudiz ndhodna veli¢ina
N
i=1

Jelikoz je tato nahodna velicina dana souc¢tem n&dhodného poctu ndhodnych veli¢in,

fikame, ze ma slozené rozdéleni.

Pro slozené rozdélent

plati



var S = ENvar X; + var N(EX)).

Rozdéleni vysi jednotlivych skod

Rozdéleni ndhodnych veli¢in X; musi byt samoziejmé nezédporné a také se vyzaduje,
aby bylo spojité. Dalsim pfirozenym pozadavkem pak je, aby pravdépodobnost extrémné
velkych hodnot byla minimélni (na automobilu zfidka vznikne skoda prevysujici 1 mil.

korun).

Prikladem takového rozdéleni je rozdéleni exponencialni, se kterym jsme se jiz setkali v

drivejsi kapitole a které se k modelovani vysi skod pouziva.
Dalsimi pouzivanymi rozdélenimi jsou napf.:

1.) Weibullovo rozdéleni

s distribué¢ni funkei

Fz)=1-—¢" 2>0k>0a>0

a hustotou

flz) = aka® e,

které je k—tou odmocninou exponencialniho rozdéleni Exp(a).

2.) Paretovo (také logaritmicko-exponencialni) rozdéleni

s distribuc¢ni funkei

F(x)zl—(—>_ , r>a,a>0,a>0
a

a hustotou
flx) = aa®r L
které vzniklo transformaci
X = ae”,

kde Y m4 exponencialni rozdéleni Exp(a).

3.) Logaritmicko-normalni rozdéleni

s hustotou

flz) = 1 o~ (logz—p)?/20*

\V2Tox ’

x>0,

které vzniklo transformaci
X =e¥,

kde Y m4 normélni rozdéleni N (u, o?).



Rozdéleni poc¢tu skod

Predpokladejme, Ze portfolio obsahuje n smluv a ze pravdépodobnost skodni udalosti na
jedné smlouvé je p. Pak ma pocet skod binomické rozdéleni Bi(n,p). Jelikoz ale rozsah
pojistného kmene byva hodné velky a pravdépodobnost skodni udalosti hodné malé, plati
za predpokladu np = A vztah
—1)...(n—k+1 A A
n

k! n—oo,p—0 k!

coz je vztah pro Poissonovo rozdéleni, s nimz se lépe pocita, a tudiz je to rozdéleni

pouzivané pro modelovani poc¢tu skod.

5.1.3 Technické rezervy

Technické rezervy slouzi k zabezpeceni prostiedki potfebnych k thradé zavazki po-
jistovny v nésledujicich obdobich. Téchto rezerv je nékolik druht, napf. vyrovnavaci
rezerva slouzici k vyrovnavani vykyvi v nakladech na pojistna plnéni zptisobené nepiiznivymi
vlivy, rezerva na nezaslouzené pojistné souvisejici s provadénim tcetnictvi na konci
roku, tj. v dobé, kdy je jesté smlouva platna a tudiz na ni jesté muze vzniknout pojistna

udélost, dale rezerva na prémie a slevy atd.

vvvvvv

My se zde vS8ak budeme zabyvat pouze tou nejdulezitéjsi rezervou, a to rezervou na
pojistna plnéni (nebo téz Skodni rezervou), ktera udrzuje prostiedky k vyplaté po-

jistného plnéni pojistnych udalosti, které jsou nahlaseny v pozdéjsim obdobi nez se staly.

Rezervy na pojistna plnéni - trojahelnikova schémata

Oznac¢me X ¢ celkovou vysi skod, které vznikly v roce j a byly uhrazeny do konce roku
J + s (tj. s hraje roli zpozdéni). Predpokladejme, Ze jsme v roce t. Data, kterd mame k

dispozici, mizeme sefadit nasledovné:

0 1 s t—2 t—1
1 Xip X1 Xis Xip—2 Xii
2 X120 Xo Xos Xoi—2




Tomuto razeni fikdme trojihelnikové schéma nebo také kumulativni trojihelnik.

Poznamka 5.1 Neékdy se misto skod, které vznikly v roce j a byly urazeny do konce roku
J + s, pracuje s hodnotami Y; s Skod, které vznikly v roce j a byly urazeny prdveé v roce

7+ s. Pak mluvime o nekumulativnim trojihelniku.

Cilem je nalézt hodnotu X j0os kterd je odhadem celkové vySe Skod vzniklych v roce j.

Rezervou na pojistnéa plnéni je pak hodnota ij — Xji—j

Poznamka 5.2 Samoziejme se predpoklddd, Ze po néjakém konecném poctu let jsou jiZ
vsechna pojistnd plnéni pro dany rok vyplacena. Za tuto dobu je povaZovdn prdvé cas t,

proto metody odhadu Xj,oo spocivayi v doplnéni kumulationiho trojuhelniku na ctverec.



Metoda chain-ladder

Tato metoda predpoklada, ze sloupce jsou si tmérné, tj. ze
Xj75+1iCSXj,S, SZO,...,t—2,j:]_,...7t—8—]_.

Odhadem parametru ¢, je hodnota

t—s—1
Zj:l Xj7s+l
t—s—1 :
Zj:l Xj,s

Trojuhelnik na ¢tverec pak tedy doplnime pomoci vztahu

s =

A
~

Xjr = Xji—jC—j - Cra

a pro odhad konec¢né celkové vySe plnéni tak dostavame

Xjoo = Xji1
a vyse rezervy je tudiz
Xjt—1 — Xju—j.

Zobecnéni metody chain-ladder

Predpokladejme, Ze tzv. vyvojové faktory

Xj,s—i—l
Xis '

2,8

dj, = s=0,...,t—2 j=1,...t—1,

zavisejl na Tadkovém indexu j. Pro lepsi predstavivost mizeme tyto faktory vypoctené

ze zndmych dat sefadit zase do trojihelniku

0 1 S t—2
1 dio dig dy s dy1—2
2 dg,o d271 d2,s
t—11]di—1p

a nasledné pocitame

Zt_s_l(,U' d
3 i=1 J,sWh,s
dy = =2 o s=0,...,t—2,

r——
Zj:i Wis




kde wj s jsou vahy jednotlivych faktort d;. VEtsi vahy se davaji novéjsim hodnotam.
Trojuhelnik na ¢tverec pak opét doplnime pomoci vztahu

Xjr = Xjp—jdi—j -+ dpy.

Poznamka 5.3 Pokud by byly splnény predpoklady klasické metody chain-ladder, byly by
hodnoty faktori ve sloupcich konstantni. Tato metoda tuto konstantnost nevyZaduge, proto
je obecnéjsi.

Klasickou metodu chain-ladder ziskame, pokud volime w; s, = X 5.

Londynsky fetézec

Tato metoda stejné jako klasickda metoda chain ladder predpokladé, Zze sloupce na sobé

zavisejl bez ohledu na radek, tentokrat vztahem
Xjsr1 =as+cXjs, s=0,...,t—-2, 7=1,...,t—s—1

Parametry a, a ¢, se uréi tzv. metodou nejmensich ¢tverci, tj. minimalizaci vyrazu

t—s—1

Y (K1 — e — :Xj0)*, s=0,...,t =3, (5.1)

J=1

pro s =t —2 pak volime a; 2 =0 a ¢;o = X141/ X119

Derivaci vyrazu (5.1) podle parametri as a ¢; a polozenim této derivace rovno nule

dostavame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, jejimz feSenim je

—s—1 —s—1 —s—1 —s—1
4. — 23:1 Xj7s+1 2321 XJZ, - 23:1 Xj,s 22:1 Xj7s+1vas
s — —s—1 —s—1
(t—s—1)350 X7, = (00 Xj.)?
—s5— —s—1 —s5—
- (EEE DD (LD CHED DA IED CITD DD, €] (5.3)
S (t=s =)0 X3, - (0 ' '

Na ¢tverec pak doplhujeme postupné pocitanim

A

Xjop1 = s+ X5, s=t—7j,...,t—2 j=2,... 1

kde X jt—j = Xj+—j je znama hodnota na diagonéle.
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5.2 Zivotni pojisténi

Jak jiz bylo zminéno vySe, zivotni pojisténi se zabyva vyplatou prfedem sjednané ¢astky
nebo pravidelnych splatek v pripadé tmrti nebo doziti se n€jakého véku, ¢imz se lisi od

pojisténi nezivotniho. Nékteré prvky jsou vsak stejné.

Spole¢né prvky zivotniho a nezivotniho pojisténi
e Vy¥sSe pojistného plnéni je ndhodné, modeluje se pomoci nahodné veli¢iny Z.
e Vy3Se netto pojistného se tedy pocita jako NP =EZ.
e Brutto pojistné je netto pojistné navysené o bezpecnostni prirdzku.

e V Zivotnim pojisténi rovnéz plati povinnost tvorby rezerv, zptsob vypoctu je vSak

odligny (a nebude predmétem této prednasky).

Odlisné prvky zivotniho a nezivotniho pojisténi

e Jelikoz Zivotni pojisténi se uzavira na delsi dobu (fadové roky az desetileti), je tieba
vzit v tivahu ztratu hodnoty penéz. Ta se provadi tak, Ze se do vypoctu zavede tzv.
diskontni faktor

1
v =
1+74’
kde 7 je technicka trokova mira, jehoZ interpretace je takova, Ze hodnota 1 koruny

po k letech je pouze v*.

e K vypoctu EZ se nevyuziva zndmych rozdéleni, nybrz pravdépodobnosti dmrti v

daném veku, resp. doziti se daného véku, které lze vycist z tmrtnostnich tabulek.

e Pojistné se vétsinou plati nikoliv jednorazové, nybrz na splatky po dobu nékolika
let. Timto rozdélenim splatek se vSak nebudeme zabyvat a pojistné, které budeme

pocitat, tj. EZ, budeme nazyvat jednorazovym netto pojistnym.

5.2.1 Modelovani amrtnosti

Ozna¢me Ty ndhodnou veli¢inu popisujici délku zivota pravé narozeného jedince a obecnéji

pak T, ndhodnou veli¢inu popisujici zbyvajici délku zivota jedince ve véku x. Kromé jiz



znamé distribucéni funkce

F.(t)=P(T, <t)
se v zivotnim pojisténi pracuje s tzv. funkei preziti

S.(t) = P(T, > t) = 1 — F,(¢).

Hodnoty téchto funkei jsou pro celo¢iselné hodnoty x a t uvadény v tmrtnostnich tab-

ulkach, v nichz se pouziva nasledujicich zjednodusenych symbolii:

4. = Fo(1) = P(T, < 1)

pro pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery je nazivu ve véku z, zemie pfed dosazenim

veku x + 1;

Pz = Sx(l) = P(Tx > 1)

pro pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery je nazivu ve véku z, se dozije véku x + 1;

tdz = Fm(t) = P<Tx < t)

pro pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery je nazivu ve véku x, zemfe pred dosazenim

veku x + ¢;

Do = Sult) = P(T, > 1)

pro pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery je nazivu ve véku x, se dozije véku x + t.
V Zivotnim pojisténi se pak vyuziva dvou vyznamnych vztaht mezi témito pravdépodob-
nostmi, a to:

P(Ta: > k) =k Pz = Pz " Px+1 " Pa+k—1 (54)

Pk<T,<k+1) =411 —k @ =k Ps* ot (5.5)

Hodnoty rp. a rq. se ziskaji jednoduchym zptisobem. Oznac¢me v néjaké populaci ly pocet

nové narozenych jedinctu a [, pocet jedinci, kteri se dozili véku z. Pak

lx+k
la

EPz =



la: - lirk:
Kz = L
Poznamka 5.4 Zatimco vypocet pp. a rq. j velice jednoduchy, pti volbé populace, z niz
hodnoty odhadujeme, je treba brdt v vvahu spoustu vlivi jako napt. zménu zpisobu Zivota,

valky apod. Timto problémem se zabiyvd sociologie a demografie.

Dalsim uziteénym znacenim je d, = [, — [+, pocet lidi, ktefl zemfeli ve v&ku x. Toho
se vyuZiva zejména pro vypocet pravdépodobnosti, Ze pojistény ve véku x zemie v (k +
1)—nim roce pojisténi, ktera se pocita jako

d:erk
kPz * Qutk = I

5.2.2 Komutacni ¢isla

Priklad 5.1 Jaké je (jednordzové) netto pojistné pro pojistént, které sjednd 40-lety muz,
kde pojistovna vyplati 1 mil. K¢, pokud pojistény do 5 let zemte, a pokud nezemie, pojistent

zanikne bez ndhrady.

Reseni: Zemie-li pojistény v k—tém roce pojistént, dotane 1 mil. K¢é. Vezmeme-li v dvahu
ztrdtu hodnoty penéz, md cdstka, kterou dostane, soucasnou hodnotu 10° - v*. Pravdépob-
nost, Ze pojistény v k—tém roce pojisténi zemre, je kPao- qaork- Stiedni (soucasnd) hodnota
toho, co musi pojistovna vyplatit, je tudiZ

4

10° - (Z Pt 'k P40 - Q40+k) =10°-
k=0

d401} + d411}2 + ...+ d44’U5

l40

V tomto prikladé se pocita pouze s pétiletym pojisténim. To vSak muze byt (a v praxi
vétsinou byva) dlouhodobéjsi, takze suma méa mnoho ¢lenti a kazdy z nich je navic diskon-
tovan piislusnou mocninou diskontniho faktoru. Aby byl tento vypocet jednodussi a

prehlednéjsi, zavadi se tzv. komutac¢ni ¢isla, a to:

e komutadni ¢isla nultého radu:

D, =1,0" (diskontovany pocet dozivajicich se véku z)

C, = dv*t! (diskontovany pocet zemfelych ve véku x)



e komutac¢ni ¢isla prvniho radu:
Ny =Y Dyij=Dy+Dop1+Dpa+ ...
5=0

M, = Copj=Co+ Cr1+ Copa + ...
=0

e komutadni ¢isla druhého radu:

Se = Nptj=Ny+ Nop1+ Noja + . ..
7=0

Ry=> Myyj=M,+ M+ Mo+ ...
j=0

Vratime-li se nyni k nasemu piikladu, zjistime, Ze se ndm vypocet zjednodusi do tvaru

d40U + d41’02 + ...+ d44U5 . 106 ) d40’U41 + d41U42 + ...+ d44’U45 .

Lso Lyov0
'040+C41+---+C44 — 105 . My — Mays
Dy Dy

pricemz hodnoty My, Mys a Dy najdeme v timrtnostnich tabukéach.

10° .

108

5.2.3 Druhy pojisténi
Zakladnim délenim Zivotniho pojisténi je déleni na

e kapitdlové pojisténi - jednorazova vyplata ¢astky v pripadé tmrti nebo doziti se

daného véku

e diichodové pojisténi - pravidelné vyplaty céstek v pripadé doziti se daného véku
Oba tyto druhy pak maji spoustu typt, z nichz si zde uvedeme ty nejbézné;jsi.

Poznamka 5.5 Jelikoz pro stredni hodnotu plati E(aZ) = aEZ, budeme vZdy, pokud
nebude Teceno jinak, pocitat jednordzové netto pojistné (JNP) pro vyplatu jednotkové
cdstky. Pokud by pojisténi bylo sjedndno na cdstku c, bylo by vysledné JNP obycejnym

c—ndsobkem ndmi vypocteného JNP.



Kapitalova Zivotni pojisténi

Pojisténi pro ptipad doziti

spociva ve vyplaté predem sjednané ¢astky na konci roku n, pokud se osoba pojisténa
ve véku z dozije véku x + n, jinak pojisténi zanikd bez nahrady. Pro (jednorazové) netto

pojistné plati
Da:—i—n

D,

JNP =FEZ =, p, - 0" =

Pojisténi pro pripad smrti

spociva ve vyplaté predem sjednané ¢astky na konci roku, v némz osoba pojisténa ve

véku x zemfe, jinak pojisténi zanika bez nahrady. Pro (jednorazové) netto pojistné plati

00 Mx
INP=EZ = 4ps- o V" = B
k=0 z

Docasné pojisténi pro piipad smrti

spociva ve vyplaté predem sjednané ¢astky na konci roku, v némz osoba pojisténa ve véku
x zemie, pokud k tomuto amrti dojde béhem n let, jinak pojisténi zanik4 bez néhrady.
Pro (jednorazové) netto pojistné plati

n—1

JNP =FEZ = Z'kpm Qoap - UL =
k=0

Ma: - Ma:+n
D, '

SmiSené pojisténi

spociva ve vyplaté predem sjednané ¢astky a na konci roku, v némz osoba pojisténa ve
veku x zemfe, pokud k tomuto amrti dojde béhem n let, jinak vyplati ¢astku b. Pro

(jednorazové) netto pojistné plati

n—1
JNP:EZ:CL.Z_kpx.qz+k,vk+1+b,npr.vn:Cl( l;;)Jr +n

k=0



Dichodova zivotni pojisténi

Pojisténi dozivotniho dichodu

spoc¢iva v pravidelné vyplaté predem sjednanych ¢astek vzdy na zacatku roku, pokud

osoba pojisténa ve véku z zije. Pro (jednorazové) netto pojistné plati

[e’¢) Nw
INP=EZ =) 4p,-v"= o
k=0 x

Pojisténi odlozeného dozivotniho dichodu

spoc¢iva v pravidelné vyplaté predem sjednanych ¢astek vzdy na zacatku roku, pokud
osoba pojisténa ve véku x zije, avSak tyto vyplaty zacnou az po j letech od uzavieni

tohoto pojisténi. Pro (jednorazové) netto pojistné plati

INP=EZ =) 4p, - v"= D“.
k=j v

Pojisténi do¢asného dozivotniho dichodu

spoc¢iva v pravidelné vyplaté predem sjednanych ¢astek vzdy na zacatku roku, pokud
osoba pojisténéd ve véku z Zije a neuplynulo jesté n let od zacatku pojisténi. Pro (jed-

norazové) netto pojistné plati
n—1 N.— N
JNP=EZ = ;0 D - VF = fﬂD—;ﬂ



Kapitola 6

Shlukova analyza dat

Zakladnim cilem shlukové analyzy je zaradit objekty z néjakého souboru objekti do
skupin (shluka) tak, aby si dva objekty v jedné skupiné byly podobnéjsi nez dva ob-
jekty z rtznych skupin. Metod pro toto zafazeni je spousta, stejné tak struktur shluku
mize by vice (kromé rozdéleni do nékolika skupin mizeme fadit do vzajemné vnorenych

podskupin). Popis nékterych z nich je predmétem této kapitoly.

6.1 Vstupni data

Soubor objektt, které dostaneme, je tvoren n prvky (objekty), které se maji shlukovat. U
kazdého z nich pak pozorujeme m raznych znaki (proménnych). To znamené, Ze vstupni
udaje mizeme sefadit do matice rozméru n x m. Jeji prvky pak budeme znacit xz;,

1=1,....,.n,l=1,...,m.

6.1.1 Typy proménnych

Zmaky, které pozorujeme, mohou byt rizné porovnatelné. Podle toho rozliSujeme proménné
e pomeérové - u jejich hodnot mizeme urcit, o kolik i kolikrat je jedna hodnota vétsi
nez druhé (napt. vék, cena, ...),

e intervalové - u jejich hodnot mutzeme urcit, o kolik, ne vSak uz kolikrat, je jedna

hodnota vétsi nez druha (napf. teplota, ...),



e ordinalni - u jejich hodnot muzeme urcit poradi hodnot (napf. zakladni, stfedni a

vysoka gkola, ...),

e nominalni - u jejich hodnot muzeme uréit pouze, zda jsou stejné nebo rizné (napf.

barva o¢i).

Zatimco u prvnich dvou typi miizeme pracovat piimo s hodnotami téchto proménnych,
zbylé dvé proménné musime ohodnotit. Ordinalnim proménnym miizeme tieba prira-
dit hodnoty jejich pofadi, popf. pridat vétsi vahy néjakym hodnotdm. Pro nominélni
proménné lze pak pouzit metodu rozdéleni proménné na vice binarnich (tj. nabyvajicich
hodnot 0 nebo 1) proménnych, kde 1 znamena, Ze objekt splije danou vlastnost, 0 opak.
Napi. pFslusnost k univerzité (CVUT, UK nebo VSE) lze zapsat takto:

’ Univerzita H X, ‘ X5 ‘ X3 ‘
cvuT 1 0 0
UK 0 1 0
VSE 0 0 1

Poznamka 6.1 Stejnym zpiusobem se daji na bindrni proménné prevézt i proméenné pomeérové
a intervalové, kde hodnota 1 bude znacit prislusnost do néjakého intervalu hodnot. Proménné

ordindlni lze pak pomoct bindrnich proménnich zapsat napt. takto:

| Vadélini || X, | X5 |
zdkladn? 0 0
strednt 1 0
vysokoskolské || 1 1

6.1.2 Normovani hodnot proménnych

Jelikoz chceme porovnavat objekty na zakladé namérenych znaki, je vétsinou treba, aby
nemély ruzné velké a rozptylené hodnoty (napt. vék a pocet déti). Proto je tfeba hodnoty

vhodné vynormovat.

Jednim ze zpusobti je napf. prevedeni vSech proménnych na proménné binarni (viz vyse).
Tim bychom ale dostali do vstupni matice zbyteéné moc proménnych, proto je vyhodné;jsi

pouzit jinych metod normovani, napr.

e vydéleni smérodatnou odchylkou proménné I:
il
Zil = —,

S



e vydéleni varianénim rozpétim proménné [, tj. hodnotou R; = max;(x;;) — min,(x;):

Ll
Zil = E,
e prevedeni na hodnoty z intervalu < 0,1 >:

xy — min;(zy)

R ’

Zil =
e prevedeni na hodnoty z intervalu < 0,1 >, jejichz soucet je roven 1:

T4l

Z?:l Ti

Zil =

6.2 Meéreni podobnosti

Na zakladé predchoziho lze kazdy objekt ¢ vyjadrit jako ciselny vektor x; o slozkéich

xy,l = 1,...,m (popf. pracovat s jeho normovanymi hodnotami z; o slozkich z;,l =
1,...,m). Dva objekty pak muzeme povazovat za podobné&jsi nez jiné dva, pokud jsou

si v.m—dimenziondlnim prostoru bliz. K tomu, abychom mohli posuzovat, zda jsou si
prvky bliz, potiebujeme definovat vzdalenost. Obecné se vzdalenosti mysli funkce D;;

dvou prvki ¢ a j, ktera spliiuje nasledujici:

1. Dy; >0,
3. Dij - Dji

Poznamka 6.2 Obcas se vyZaduge jeste cturtd vlastnost D;j + Dj, > Dy,. Pak se mluvi

misto o vzddlenosti o metrice.

Nejcastéji pouzivanymi vzdélenostmi jsou:

o cukleidovska:

Dyj = D(xi, %)) = | D (wa — 3)?,



e méstskych blok (manhattanska):
Dij = D(x;,x;) = Z |za — 2l
I=1

e maximova (Cebysevova):

D;; = D(x;,x;) = max |z — 1.

6.3 Metody shlukové analyzy

Vétsinou se v literatufe uvadi déleni téchto metod na dvé zakladni skupiny podle toho,

co mé byt vysledkem shlukovéni, a to:

e metody rozkladu (nehierarchické) - vysledkem je rozdéleni souboru do k shlukii,

kde pocet shluki je pfedem dany,

e metody hierarchické - vysledkem je posloupnost do sebe vnorenych skupin objektii.

6.3.1 Metody rozkladu

Metody rozkladu lze déle rozdélit, a to na

e metody jednoznac¢ného prifazeni - vysledkem je jednoznac¢né piislusnost kazdého
objektu do néjakého shluku,

o fuzzy shlukova analyza - vysledkem jsou miry piislusnosti u;, kazdého objektu i do

p—tého shluku, pro které plati
1. 0 <y <1,

k
2. szl Uip = 1.

V dalsim textu se budeme zabyvat uz jen metodami jednoznac¢ného prifazeni, které se v

praxi vyskytuji castéji.



Metoda k—priuméra

Na za¢éatku se vybere k pocatecnich centroidii (napf. prvnich k objektd v souboru). Pro
kazdy prvek souboru se spocte jeho vzdalenost k jednotlivym centroidim a prvek se
prifadi do shluku k centroidu, ke kterému ma nejbliz. Po pfifazeni vSech prvki se spocte
novy centroid shluku (napf. bod v prostoru, jehoz souradnicemi jsou priaméry hodnot
jednotlivych proménnych) a cela procedura se opakuje. Koné¢i se ve chvili, kdy uz se

zadny prvek béhem celé procedury nikam nepfesune.

Metoda k—medoidt
Jedné se o metodu podobnou metodé k—praméri s tim rozdilem, Ze misto centroidu, coz

muze byt libovolny bod v prostoru, se prvky prifazuji medoidu, coz je konkrétni objekt

ze shluku. Ten se urci tak, aby soucet vzdalenosti od tohoto objektu byl minimé&lni.

6.3.2 Hierarchické metody

Hierarchické metody lze stejné jako nehierarchické metody déle délit, a to bud podle

toho, zda shlukujeme podle jedné ¢i podle vice proménnych, na metody

e monotetické - shluky se vytvareji postupné podle jednotlivych proménnych

e polytetické - v kazdém kroku jsou uvazovany vSechny proménné najednou

nebo podle toho, zda shluky postupné rozkladame nebo slu¢ujeme, na metody

e aglomerativni - na pocatku je kazdy objekt samostatnym shlukem a postupné

dochazi ke spojovani shlukt

e divizivni - na pocatku je cely soubor jednim shlukem a postupné dochazi k déleni
shluka

Monotetické shlukovani

Monotetické shlukovani je vyhodnéj¢i pro divizivni pristup.



Je zde potieba, aby vSechny proménné byly binarni, nebot princip tohoto shlukovani
je v postupném déleni shluku na dva dalsi shluky podle toho, zda nabyvaji pro danou
proménnou hodnoty 0 nebo 1. Mame-li pfitom m proménnych, je moznosti vybéru prvni
proménné m, druhé m — 1 atd., ¢imz ale dostavame nejednoznacnost rozkladu. Existuje
vS8ak kritérium vybéru proménné, podle které v daném kroku délime, a tou je intenzita
zévislosti. Uvazujme dvé proménné, a to k—tou a [—tou, a k nim kontingené¢ni tabulku

jejich vyskyti

(kNLJ o[ 1]
0 || aw | b
1 C | dp

Pro kazdou dvojici se spocte koeficient

qrl = |akldkz - bklckl|

a za proménnou, podle které budeme shleky délit, je proménné s nejvyssi hodnotou

QZ:Zlea ]{3:1,2,...,7’)1.
k#£l

Polytetické shlukovani

Polytetické shlukovani se vyuziva zase spiSe pro aglomerativni pristup. Spociva v tom,
Ze na pocatku je kazdy objekt samostatnym shlukem a v kazdém kroku se vyberou dva

shluky, které jsou si nejpodobnéjsi, a ty se spoji.

Podobnost objektti uz byla zminéna vyse, zbyva tedy zminit, jak urc¢it podobnost shluki.
Uvédomme si, Ze k tomu stac¢i urcit vzdalenost mezi g—tym shlukem a sjednocenim shluku
h a h'. Shlukova analyza nam v tomto pripadé opét nabizi spoustu moZnosti méfeni této

podobnosti, uvedme si z nich napf.

e metoda primérné vazby:
np Ny

np + Ny g np + Ny g

Dycpp> =
kde ny, a ny jsou poc¢ty prvka ve shlucich h, resp. b/,

e medidnova metoda:

1 1 1
Dycp > = §Dgh + §Dgh’ - Zth/,



e metoda nejblizstho souseda:
1
Dycp > = §(D9h + Dgnw — |Dgh - Dgh’|)a

e atd.



