Priklad 1: Hdzime dvéma kostkami. Stanovte pravdépodobnost jevu, Ze na
kostkdch padne soucet mensi nez 5.

Resent:

Vysledky pokusu jsou uspordadané dvojice. Prvni ¢len dvojice odpovida hodu
1. kostkou a druhy ¢len odpovid4 hodu 2. kostkou. VSechny mozné vysledky
jsou:

tzn. pocet vSech moznych vysledkii je 36. Pocet elementarnich jevi priznivych
Hledana pravdépodobnost je tedy rovna 3% =

=

Priiklad 2: V balicku mame 32 karet, z toho 4 esa. Dvakrdt za sebou vytdh-
neme ndhodné jednu kartu. Stanovte pravdépodobnost jevu "alespon jedna z
vytaZengch karet je eso”, jestlize po prunim tahu kartu a) vrdtime, b) nevrd-
time zpét do balicku.

Reseni:

a) Vysledky pokusu jsou opét usporadané dvojice. Prvni ¢len dvojice odpo-
vidé karté vytazené v prvnim tahu a druhy clen karté vytazené ve druhém
tahu. V prvnim tahu miizeme kartu vytahnout 32 zpusoby. Protoze vytaze-
nou kartu vracime zpét do urny, i v druhém tahu mame 32 moznosti. Pocet
vech moznych piipadii je tedy 322. Piiznivym piipadiim odpovidaji tahy
(jina karta - eso), (eso - jina karta), (eso - eso). Pocet piiznivych piipadu je
28 -4+ 4-28+4-4. Hledana pravdépodobnost je tedy rovna

28-4+4-28+4-4 15

P(B) 97 =1

b) Pocet moznych pripadi je vzhledem k tomu, Ze po prvnim tahu kartu
nevratime, 32 - 31. Pfiznivym p¥ipadim odpovidaji opét tahy (jina karta -
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eso), (eso - jina karta), (eso - eso). Pocet pfiznivych piipadi je nyni 28 - 4 +
4-28 44 - 3. Hledana pravdépodobnost je tedy rovna

2-4-284+4-3 59
P = = —

() 32-31 248

Priklad 3: Cyril bude hrdt s Adamem a Bohdanem tenis. Bude hrdt tii sety.
Mize si vybrat poradi protihrdaci Adam - Bohdan - Adam nebo Bohdan -
Adam - Bohdan. Jestlize vyhraje dva sety po sobé, ziskd prémii. Jaké poradi
md Cyril zvolit, aby mél vétsi Sanci ziskat prémii, jestlize Adam je lepsi hrac
neZ Bohdan?

Resent:

Necht a je pravdépodobnost vyhry Cyrila s Adamem a b je pravdépodobnost
vyhry Cyrila s Bohdanem. Pritom je a < b.

K ziskani prémie se musi odehrat bud série (vyhra - vyhra - vyhra) nebo
(vyhra - vyhra - prohra) nebo (prohra - vyhra - vyhra). Pravdépodobnost
ziskdni prémie v poradi Adam - Bohdan - Adam je tak

aba 4+ ab(l —a) + (1 — a)ba = ab(2 — a)
a pravdépodobnost ziskdni prémie v pofadi Bohdan - Adam - Bohdan je
bab + ba(l —b) + (1 — b)ab = ab(2 — b).

JelikoZz ab(2 — a) > ab(2 — b), vyssi pravdépodobnost ziskani prémie je pii
poradi Adam - Bohdan - Adam.

Priiklad 4: Na party se seslo 14 studenti, z toho 8 vysokoskoldki a 6 stie-
doskoldki. Jakd je pravdépodobnost, Ze v ndhodné vybrané ctverici budou

1. wSichni ctyri stredoskoldct,
2. pravé jeden vysokoskoldk,
3. aspon jeden vysokoskoldk?

Reseni:

Pocet vsech moznych ¢tvetic utvorenych ze 14 studenti je (144).
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1. Pocet vSech ¢tveric vytvorenych ze stiedoskolaku je (i), tudiz hledana
pravdépodobnost je

P(D) = G . 0,015.

()

2. Pocet vSech trojic vytvorenych ze stifedoskolaki je (g), pocet vSech
jednic vytvorenych z vysokoskolaki je (f) = 8. K vytvoreni ptiznivych
¢tveric je tfeba vSechny trojice zkombinovat se v8emi jednicemi, tudiz

hledana pravdépodobnost je

P(E) = % =0, 16.

(4)

3. Jedna se o dopliikovy jev k jevu D, tudiz

P(F)=1—-P(D) = 0,985.

Priklad 5: Jakd je pravdépodobnost, Ze ve skupiné n lidi maji alespon dva
narozeniny ve stejny den (neuvaZujte piestupné roky a predpoklddejte, Ze se
béhem celého roku déti rodi rovnomeérné)?

ReSeni:
Necht G je jev, ze ve skupiné n lidi maji alesponi dva narozeniny ve stejny
den. Pak jev G¢ znamena, Ze ve skupiné n lidi ma kazdy ¢lovék narozeniny
v jiny den.
365-364-...-(365 —n+1)

365™ ’

P(G%) =

@ tndiz 365 - 364 (365 1)
- 364-...- —n+
PG)=1-— .
(@) 365"

Priklad 6: Pravdépodobnost vijhry hrace A nad hrdacem B je 0,7. Jakd je
pravdépodobnost, Ze béhem deseti po sobé jdoucich zdpasi

1. alespon jednou vyhrdl B,



2. mazximdlné dvakrdt vyhrdl B?

Reseni:

PH)=1-P(H") =1-(0,7)".

2. Jev I znamena, ze bud vse vyhral A nebo devét her vyhral A a jednu
B (na potadi hry nezalezi) nebo osm her vyhral A a dvé B (na poradi
rovnéz nezalezi). Pak

P(I) = (0,7)"° + (11()) 0,3-(0,7)° + (12()) (0,3)%-(0,7)%.

Priklad 7: Signdl prochdzi zavizenim zleva (L) doprava (P). Jednotlivé bloky
v zarizeni maji poruchu s pravdépodobnostmi vyznacenymi na obrazku a vijskyty
poruch jsou na sobé nezdavislé. Urcete pravdépodobnost, Ze vysland zprdva bude
prenesena.

0z ]
L%% 04 F 04 [— ’

03]

Resent:

Budeme pocitat pravdépodobnost, Ze signal zafizenim neprojde. Oznacme
postupné A, B, C jevy, ze nastala porucha ve vétvi paralelniho zapojeni
po fadé od shora doli, tj. P(A) = 0.2, P(C) = 0.3 a pro prostfedni vétev
dostaneme pravdépodobnost rozpojené cesty jako

P(B) = P(B1UBy) = P(B;)+P(By)—P(BiNBs) = 0.44+0.4—0.4-0.4 = 0.64

(zde jsme vyuzili nezéavislosti funkénosti jednotlivych bloki).



Paralelni zapojeni blokii pak tedy bude rozpojené s pravdépodobnosti
P(Dy)=P(ANBNC)=0.2-0.64-0.3 =0.0384,

kde jsme jako D; oznacili poruchu v paralelnim spojeni trojice bloki. Vy-
sledné zarizeni je sériovym zapojenim dvou blokt D; a D, kde pravdépodob-
nosti rozpojeni jsou rovny P(D;) = 0.0384 a P(Ds) = 0.1. Signél neprojde s
pravdépodobnosti

P(D1UDy) = P(D1)+P(Dy)—P(D1ND3) = 0.038440.1—0.0384-0.1 = 0.13456 .
Ptenos zpravy se tedy uskutecni s pravdépodobnosti

P=1—-P(D,UDy)=1-0.13456 = 0.86544 .

Priklad 8: Méjme dve nahodnd cisla x ay mezi 0 a 1. Jakd je pravdépodob-
nost, Ze jsou obé vétsi nez 0,3 a zdroven jejich soucet je mensi nez 17

Resent:
Oznacme J jev, ze x a y jsou vétsi nez 0,3 a zaroven jejich soucet je mensi
nez 1.
Nakreslime-1i si ¢tverec o hrané délky 1 znacici (ndhodné) soufadnice z a
y, pak odpovidajici plocha je trojihelnik ohranic¢eny pfimkami y = —x + 1
smérem k bodu [0; 0], x = 0, 3 smérem "doprava"a y = 0, 3 smérem "nahoru".
Jeji plocha je rovna 0,08, tudiz hledana pravdépodobnost je

= 0,08

Priklad 9: Na rovnomérnou nekonecnou c¢tvercovou mrizku, kde vzddlenost
priseciki je a, hodime minci o primeéru b, kde b < a. Jakd je pravdépodob-
nost, Ze mince protne néjakou z linek této myizky?

Regen:
Vs8echny elementarni jevy jsou dany polohou stfedu mince uvniti ¢tverce o
strané a. K protnuti nedojde, pokud se stfed mince bude nachazet uvnit



tohoto Ctverce ve vzdalenosti alespon b/2 od kazdé jeho strany, tj. ve ¢tverci
o strané a — b. Pak

(0= b

P(mince protne linku) = 1 — P(neprotne) = 1 — 5

a

Priklad 10: Lodé Victoria a Silver Arrow pfijedou do pfistavu uplné nd-
hodné nezdvisle na sobé v ndsledujicich 24 hodindch. Victoria pockd 2 hodiny
a pak odplouvd, Silver Arrow pockd 1 hodinu a pak odplouvd. Jakd je pravde-
podobnost, Ze se v pristavu potkaji?

Resen:

Oznacme K jev, ze se dané lodé v pristavu potkaji.

Nakreslime-li si ¢tverec o hrané délky 24 znacici hodinu, kdy pfijede Victoria
(osa z), resp. Silver Arrow (osa y), pak odpovidajici plocha je ¢ast ¢tverce
ohrani¢ena pfimkami y =xr+2ay=x — 1.

o
N

o _|
N

Silver Arrow’s arrival time
10
|

T T T T T T
0 5 10 15 20 25

Victoria’s arrival time

Jeji plocha je rovna 69,5, tudiz hledana pravdépodobnost je

69,5
PK) =55

=0, 12.

Priklad 11: Nezdvislé jevy A, B,C' maji po Tadé pravdépodobnosti 0.2, 0.3,
0.4. Urcete pravdépodobnost jevu D = (AU B)NC.
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Regent:
Pro nezavislé jevy plati
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A)-P(B)=02+03-0.2-0.3=0.44,
P(D)=P((AUuB)NC)=PAUB)-P(C)=0.44-0.4=0.176.

Piiklad 12: Ndhodné jevy A a B jsou nezdvislé, P(AU B) = 0.545, P(AN
B) = 0.105. Uréete pravdépodobnosti P(A), P(B) a P(AN B°).

Resent:
Jestlize vyuzijeme nezavislosti ndhodnych jevii A a B, pak dostaneme

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A)- P(B), P(ANB)=P(A)- P(B).

Oznacme si P(A) = x a P(B) = y. Pro hledané pravdépodobnosti tak do-
staneme soustavu rovnic
0.105
0.545 = x +y — 0.105, r-y=010=y=——.
x

Po dosazeni do prvni rovnice dostaneme kvadratickou rovnici pro nezndmou
z ve tvaru

22 —0.652 +0.105 =0 =2, = 0.35, 2, =0.3.
Ze symetrie plyne
P(A)=0.35 P(B)=0.3 nebo  P(A)=0.3, P(B)=0.35.

Pak P(ANB°) = P(A)— P(ANB) = 0.35—0.105 = 0.245, resp. P(ANB°) =
0.3 —0.135 = 0.195.

Priklad 13: Hdzime dvema kostkami. Oznacme

jev A... "na 1.kostce padne sudy pocet puntiki”,

jev B... "na 2.kostce padne lichy pocet puntiki",

jev C... "na obou kostkdch padne stejny pocet puntiki”.
Jsou jevy A,B,C nezdvislé? Jsou po dvou nezdvislé?



Regen:

Vysledky pokusu jsou usporadané dvojice. Prvni ¢len dvojice odpovidad hodu
1. kostkou a druhy ¢len odpovida hodu 2. kostkou.

Vsechny mozné vysledky jsou:

tzn. pocet vSech moznych vysledki je 36.

Vysledkii priznivych jevii jevu A je 18 (2., 4. a 6.7adek), tudiz P(A) =
Vysledkii pfiznivych jevii jevu B je 18 (1., 3. a 5.sloupec), tudiz P(B
Vysledku pfiznivych jevi jevu C je 6 (diagonala), tudiz P(C') = %.
Vysledki piznivych jevii jevu ANB je 9 (1., 3. a 5.sloupec ve 2., 4. a 6.fadku),
tudfz P(AN B) = 1.

Vysledky pfiznivych jevi jevu ANC jsou 3 (prvky (2,2),(4,4) a (6,6)), tudiz

1
5-
21

P(ANC) = 4.

Vysledky pfiznivych jeva jevu BN C jsou 3 (prvky (1,1),(3,3) a (5,5), tudiz
P(ANC) = 4.

Jev AN BN C je nemozny, tudiz P(ANBNC) =0.

Jelikoz

P(ANnB)=P(A)P(B), P(ANnC) = P(A)P(C), P(BNC)= P(B)P(C),
jsou jevy po dvou nezavislé, ale protoze
P(ANnBNC) # P(A)P(B)P(C),
nejsou (totalné) nezéavislé.
Priklad 14: Na MFF studuje 50% studenti informatiku, 30% matematiku

a 20% fyziku. Na informatice je 10% divek, na matematice 30% a na fyzice
20%.

e Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany student je divka?
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e Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrand studentka studuje mate-
matiku?

Resent:

Oznacme jevy

B... ndhodné vybrany student je divka,

Aj... ndhodné vybrany student je matematik,
Ajs... ndhodné vybrany student je fyzik,

Ajz... ndhodné vybrany student je informatik.
Véta o tplné pravdépodobnosti fika, ze

3

P(B) =) P(B|A;)- P(4,),

=1

pficemz mame P(A,) = 0.3, P(B|A;) = 0.3, P(A3) = 0.2, P(B|As) = 0.2,
P(A3) =0.5 a P(B|A3) = 0.1. Tedy

P(B)=0.3-03+02-02+0.1-0.5=0.18.

Déle chceme pocitat P(A;|B). Bayesova véta iika, Ze

P(B|A1) - P(A1)

P(A1|B) = =3 7
.- P(BJA;j) - P(A;)

tudiz 0.3.0.3 .
P(A|B) = : : =—.
03-03+02-02+0.1-0.5 2

Tyto pravdépodobnosti lze vycist také z tabulky, kterou si vyplnime pro

libovolnévelky vzorek studenti, napi. 100:

[ TIM[F]
D59 4] 18
CH [ 45 | 21| 16 | 82

| > |50 ] 3020 100 |

Vidime, ze pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student je divka, je podil
divek ze v8ech studentt, tj. P(B) = 18/100, a pravdépodobnost, Ze nahodné
vybrana studentka studuje matematiku, je podil matematicek mezi vSemi

divkami, tj. P(A,|B) = 9/18.



Priklad 15: Poziti alkoholu bylo prokdzino u 1% wvsech Fidici a u 10%
ridici, kteri zpusobili dopravni nehodu. Kolikrdt se poZitim alkoholu zvySuje
riziko mehody?

Resent:
Ozna¢me jevy

1. A = ,pozil alkohol,*
2. H = ,zptsobil nehodu.*

Pak mame P (A) =0.01 a P (A|H) = 0.1. Tudiz

P(H|A)- P(A)
A P (H|A) - P(A)+ P(H|Ac) - P (A°)
B P (H|A) - 0.01 - 1
- . ). o P(H|A® :
P (H|A)-0.01+ P (H[A?)-0.99 14 PUHAD gg
A vysledek je
P (H|A)
——= =11.
P (H|A)

Piiklad 16: Uvazujme hod minct, tj. Q = {wy, ws, w3}, kde

wy je jev, Ze padl rub, pricemz P(wy) = 0.49,

wo je jev, Ze padl lic, pricemZ P(wq) = 0.49,

ws je jev, Ze nastala vijjimecnd situace (hrana, ukradeni mince :-) apod.),
pricemz P(ws) = 0.02).

Sestrojte dvé rizné ndhodné veliciny a nakreslete jejich distribucni funkce.

Resent:
Veli¢iny mohou byt napft.

e X : X(wy) = 1,X(w2) = —1,X(ws) = 0. Distribu¢ni funkce je pak
skokovita se skoky v bodech -1,0 a 1 o velikostech 0.49, 0.02 a 0.49, t;j.

0 prozx <-1

Fy(z) = 049 pro —1<z <0
XY 051 pro0<z <1
1 prozxz >1
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oY : Y(w) = Y(wy) = m,Y(w3) = 27.4. Distribuéni funkce je pak
skokovita se skoky v bodech 7 a 27.4 o velikostech 0.98 a 0.02 (nebot
obraz = m maji dva elementarni jevy, jejichz souhrna pravdépodobnost
je 0.49 + 0.49 = 0.98), t;.

0 prozx <
Fy(z) = { 098 prom <z <274
1 prox >274

Priklad 17: Urcete konstantu c tak, aby funkce f(x) byla hustota néjaké
ndhodné veliciny, kdyz

cre ™, 1€ (0,1),
o) = e 0.
0, Jinak .

Resent:
Pro hustotu musi platit

/R Fa)dz = 1.

Pouzitim integrace per partes dostaneme

0 1 0 1— 3672
/ f(z)de = / Odx +/ cre *dr + / Ode =c+ ———,
R —o0 0 1 4

o 4
a tudiz ¢ = ;——.

Priklad 18: Méjme funkci

3e73 x e (0,00),
flz) = .. (0, 00)
0, Jinak .

1. Owverte, Ze [ je hustota pravdépodobnosti.

2. Sestrojte distribucni funkci prislusnou této hustoté.
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3. Spoctéte pravdépodobnost P(—1 < X < 1), kde X je ndhodnd veli¢ina
s hustotou f.

4. Spoctéte EX a var X.

ReSeni:
1. Funkce f je nezédporna a

0 oo
/ flz)dz = / Odx +/ 3e dr =1,
R —oo 0

tudiz vlastnost [, f(z)dz =1 je splnéna.

2. Prislusna distribuc¢ni funkce je

x 0 T

F(z) = / ft)dt = / de+/ 3e ¥ dr =1—e% pro x € (0,00)
oo —oo 0

a

F(:v):/ 0dt = 0 pro z < 0.

—00

3. Hledana pravdépodobnost je

1 1
P(-1<X <1) :/ f(z)dx :/ 3e 3 dr =1—e 2.
-1 0
Lze vyuzit také distribucni funkce:
P(-1<X<1)=PX<1)-P(X<—-1)=P(X<1)-P(X <-1) =
=F1)—F(-1)=1-e?'-0=1-¢""

4. Pouzitim integrace per partes dostaneme

o 1
EX :/ zf(x)dx :/ 3re ¥dr = —,
R 0 3

o 2 2 1
EX? = / 2? f(z)dr = / 3r%e ¥dr = = = var X = EX?’—(EX)* = =——
o ; 9 99

St¥edni hodnota je tudiz EX = 1/3 a rozptyl var X = 1/9
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Priiklad 19: Pravdépodobnost, Ze atlet v oddile skoc¢i do dalky pres 5m, je
0.7. 'V oddile je 6 atleti.

1. Jaké rozdélent pravdépodobnosti md ndhodnd velicina X popisujici, zda
atlet skocil (X = 1) nebo neskocil (X = 0) pies 5m? Urcete i stiedni
hodnotu EX a rozptyl var X.

2. Jaké rozdéleni md ndhodnd velicina Y popisujici pocet atleti v oddile,
kteri skocili pres 5m?¢ Urcete i stiedni hodnotu BY a rozptyl var Y.

3. Jakd je pravdépodobnost, Ze pres bm skoci v oddile alespoti 4 atleti?

Resent:

1. X ~ Alt(0.7), tj. P(X =1)=0.7a P(X =0) = 0.3,
EX = 0.7, var X = 0.7- 0.3 = 0.21.

2. Y ~ Binom(6,0.7), tj. P(Y = k) = (£)0.7%0.3%"* pro k = 0,1, ..., 6.
EY =6-0.7=4.2,varY =6-0.7-0.3 = 1.26.

3. P(Y >4) =3, (1)0.7%0.35"% = (£)0.740.3%+ (%) 0.750.3'+(£) 0.7°0.3°.

Priklad 20: Semena maji klicivost p € (0,1). Jaky je optimdlni pocet n
semen v jamce, aby byla co nejuyssi pravdépodobnost, Ze vyklici prdvé jedno?
Reste obecné a pro p = 1/3.

Resent:

Pocet vykli¢enych zrn ma o binomické rozdéleni Bi(n,p) a pron € N (n > 1)
nabyva hodnoty 1 s pravdépodobnosti

gln)= () p' A =p)" " =npl—-p" .

Takova funkce g je definovana pro vsechna kladné realna n a je unimodalni
(do maxima rostouci, pak klesajici), takze maximum nastava v jediném bodé
s nulovou derivaci

gn)=pA—=p)" " +npl—p)" " In(1-p)=p(1-p)" " (1+nIn(l-p)).
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Nulova miize byt pouze posledni zavorka, a to pro
-1

In(1—p)
Maximum v oboru pfirozenych ¢isel nastava pro jedno ze dvou celych ¢isel,
ktera jsou nejblize této hodnoté. Pro p = 1/3 je ¢’ nulova v

-1

n=— = 2.466

3

tedy zde nastavd maximum pro n € {2,3}, a to pro ob& hodnoty, nebot

dosezenim zjistime, Ze

OO D006

Piiklad 21: Na ldtce (pevné $itky 1m) je primérné jeden kaz na 10m délky.
Predpokldddme, Ze pocet kazi se 7idi Poissonoviym rozdélenim. Jakd je pravdé-

podobnost, Ze na 50m délky latky bude

n =

In

1. presné 10 kazi,

2. maximdlné 3 kazy,

3. presné 5 kazi, z toho 4 ma prvnich 20m?

Resen:
Ozna¢me X néhodnou veli¢inu popisujici pocet kazii na 50m délky latky. Pak

a jelikoz EX =5 = A = 5. Tudiz
o 510 5

1. P(X =10) =305,

2 PX<3) = (F+T+5+%).

14



3. Oznacme X; ndhodnou veli¢inu popisujici poc¢et kazii na prvnich 20m
deélky latky a X5 nahodnou veli¢inu popisujici pocet kazii na zbylych
30m délky latky. Analogicky k predeslému

L oo
:k—}e Mg P(ngk:):k—?e A2

kde A\; =2 a Ay = 3. Hledan& pravdépodobnost je tedy

P(X;=k)

P(X1=4,Xo=1)=P(X; =4)P(Xy=1) = e ?—e % =2¢".

Pozn.: Nahodné velic¢iny X; a X5 jsme zvolili tak, aby se jednalo o po-
¢ty kazt na disjunktnich intervalech, a tudiz aby tyto pocty byly ne-
zavislé, jinak bychom nemohli pouzit vztah P(X; = 4, X, = 1) =
P(X; =4)P(X, =1).

Priklad 22: Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0.51. Jakd je pravdépo-
dobnost, Ze v dané porodnici dnes bylo nejpozdéji (v casovém potadi) cturté
narozené dité holcicka?

Resent:
Oznactme X nahodnou veli¢inu popisujici poCet narozenych chlapcu pred
prvni narozenou hol¢ickou. Pak

X ~ Geom(0.49), tj. P(X = k) =0.51"-0.49, k=0,1, ...
Hledana pravdépodobnost je tedy

1-0.51%

- =1-0.51%
1—0.51 0-5

3 3
P(X <4)=) 051"-049=049) 0.51* =049

k=0 k=0

Jiny zptsob vypoctu:
Oznacme Y nahodnou veli¢inu popisujici poc¢et narozenych hol¢i¢ek v prvnich
¢tyTech narozenych détech. Pak

4
Y ~ Binom(4,0.49), tj. P(X = k) = (k> 0.49%.0.51%% k=0,1,2,3, 4.
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Hledané pravdépodobnost je tedy

4
PY>1)=1-PY =0)=1— (0)0.490 051 =1-0.51%

Priklad 23: Pri numerickém vypoctu se redlnd cisla zaokrouhlugi na jedno
desetinné misto. Jakd je pravdépodobnost, Ze vzddlenost skutecného cisla od
zaokrouhleného bude vétsi nez 0.04 ¢

Regent:
Oznacme X nahodnou veli¢inu popisujici rozdil "skuteénéd - zaokrouhlené
hodnota". Pak

X ~ Ro(—0.05,0.05),

tj. X ma hustotu f(z) = 10 pro z € (—0.05,0.05) a f(z) = 0 jinde.
Hledana pravdépodobnost je tedy

P(1X|>0.04) =1— P(|X]| <0.04) =1— P(—0.04 < X < 0.04)

0.04
=1 / 10dz = 0.2.

—0.04

Priklad 24: Na zdkaznickou linku prichdzi primeérné 12 hovori za hodinu.
Doba cekani na hovor mad exponencidlni rozdélent.

1. Jakd je pravdépodobnost, Ze nejblizsi hovor prijde nejdiive za 10 minut?
2. Urcete cas t takovy, Ze nejbliZsi hovor prijde nejdrive za t minut s prav-
dépodobnosti 0.7.

Reseni:

1. K 1loze je mozno pristupovat vice zpiisoby. Napf.

(a) Oznacme X nahodnou veli¢inu popisujici dobu ¢ekani (v minutach)
na nejblizsi hovor. Pak

X ~ Exp(1/5),
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tj. X ma hustotu

a distribuéni funkei
Flz)=1-¢" >0
=0 x<0.

Hodnotu 1/5 jsme ziskali z faktu, ze pro X ~ Exp(A) je EX = 1/A
a pritom stfedni doba ¢ekani na hovor je 5 minut.
Hledana pravdépodobnost je tedy

P(X>10)=1-P(X <10)=1-F(10) = 1—(1—¢ 1% = ¢72,

kterou lze spocitat také pomoci integralu z hustoty jako
<1
P(X > 10) —/ —e " Pdr = 72,
10 9
(b) Ozna¢me Y nahodnou veli¢inu popisujici poc¢et hovort béhem 10
minut. Pak

k

2
Y ~ Po(2), tj. P(Y = k) = Ee”, k=0,1,..

Hodnotu 2 jsme ziskali z faktu, ze pro Y ~ Po(\) je EX = X\ a
pritom stfedni pocet hovort za 10 minut jsou 2.
Hledana pravdépodobnost je tedy

20
—_= —6_2 = 6_2
0!

P(Y =0)

2. Uvazujme opét X néahodnou veli¢inu popisujici dobu ¢ekani (v mi-
nutach) na nejblizsi hovor. Pak

1—(1—e) =07
e P =07
t=-5In0.7
t=1.78.
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Priklad 25: Vyska déti v 1.t7idé je ndhodnd velicina X ~ N(130,36). Jakd
je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané dité bude

1. vétsi nez 136 cm,
2. mensi nez 118 cm,

3. mit vysku mezi 127 a 133 cm?

Resent:

Ozna¢me Z nahodnou veli¢inu s normovanym normalnim rozdélenim, tj. Z ~
N(0,1), a ® jeji distribu¢ni funkci, pficemz hodnoty ®(x) pro rizna kladna
x lze vyéist ze statistickych tabulek a pro zaporna x plati &(z) = 1 —&(—x).
Pak

1.

X —130 136 — 130

>
V36 V/36
—1—®(1)=1-0,8413 = 0, 1587.

P(X > 136) = P(

)=P(Z>1)=1-P(Z<1)

2.
X —130 118 —-130
P(X <118) =P < =P(Z < -2)=®(-2
( ) =P <= ) m Pz < =02
=1-9(2)=1-0,9772 = 0,0228.
3.

127 — 130 X —130 133 — 130
V3% VB V%
~0,5< Z<0,5)=P(Z<0,5) — P(Z< —0,5)
0,5) — ®(—0,5) = (0,5) — (1 — ®(0,5))

20(0,5) — 1 =2-0,6915 — 1 = 0, 383.

P(127 < X < 133) = P(

P(
o

)

Priklad 26: Ostéparky Anna a Barbora magji primérné délky hodi 67 m,
respektive 75 m, a smérodatné odchylky 6 m, respektive 3 m. Predpoklddejme,
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Ze délky hodi maji nezdvisld normdlni rozdéleni. Spoctéte pravdépodobnost,
Ze pri jednom hodu hodi Anna ddl nez Barbora.

ResSeni:

Néhodna veli¢ina A popisujici délku hodu Anny mé rozdéleni N (67,36), B
popisujici délku hodu Barbory mé rozdéleni N (75,9), A— B = A+ (—1)B
mé tedy rozdéleni N (67 + (—1) - 75,36 + (—1)* - 9) = N (—8,45), tudiz klad-
nych hodnot nabyva s pravdépodobnosti

A—B—(-8) 0—(-8)

>
V45 V45
=1-P(Z<1,2)=1—-9(1,19) =1—-0,883 = 0, 117.

P(A—B>O):P( )iP(Z>1,19)

Priklad 27: Délka hrany krychle je ndhodnd velicina X ~ Ro(1,2). Urcete
distribucni funkci ndahodné veliciny Y popisujici plochu povrchu této krychle.

Resen:
Pro distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny X plati
F(z)=0 r<l1
=zr—1 1<z <2
=1 T > 2.

Pro distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny Y tak mame

Gly) = P(Y < y) = P(6X* < y) = P(X < \/% _ (/).

6
£,
G(y)=0 y <6
:\/%_1 6 <y <24
=1 y > 24

Priiklad 28: Prumeérny pocet zdkazniki béhem dne v pruni prodejné je 20, ve
druhé prodejné 25 (predpokladdme, Ze oba pocty se Tidi Poissonoviym rozdeé-
lenim). Odvodte rozdéleni poctu zdkazniki v obou prodejndch dohromady.
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Regent:

Ozna¢me

X pocet zakaznikii béhem dne v prvni prodejné,
Y pocet zakaznikii béhem dne ve druhé prodejné,

Z pocet zakaznikti béhem dne v obou prodejnach dohromady.
Pak

20° 257
e a PY=j)="re®

P(X =i) ==

Jelikoz Z = X 4+ Y, dostavame

k k

P(Z=k)=Y P(X=0)P(Y=k—i)=)»_

=0 1=0
k k

201 25k 20' 25" k!
45 _ 45 e
—° E:ilw—n! ‘ 2;1!%-@Mﬂ

=0
k iork—i __ _—45 45k

6_25

200 5, 25k
e —_—
il (k—1i)!

tj. Z ~ Po(45).

Priklad 29: Necht X ~ Ro(0,2) a Y = X2 + 1.
1. Sestrojte distribucni funkci ndhodné veliciny Y.
2. Spoctéte cov(X,Y).

3. Rozhodnéte, zda jsou X a Y nezdvislé? Proc?
ReSeni:

1. Pro distribué¢ni funkci ndhodné veli¢iny X plati

F(z)=0 x <0
:% 0<x<?2
=1 T > 2.
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Pro distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny Y tak mame

Gly)=PY <y)=P(X’+1<y)=PX <\Vy—-1)=FH/y—1),

tj.
Gy)=0 y <1
y—1
— 1<y<5h
9 SYS
=1 y > b.

2. Kovarianci vypoc¢teme ze vztahu

cov(X,Y) =EXY —EXEY = EX(X? +1) - EXE(X? + 1)
=EX?+EX —EXEX? -EX =EX? -—EXEX?:

S|
EX:/:c~—d:1::1
0 2

2,1 4
IEXQZ/ 2% —dr = -
0 2 3
21
EX3:/ 23 —dr =2
0 2
4 2
cov(X,Y)=2—-1--=—.
3 3

3. Veli¢iny X a Y nejsou nezavislé <= cov(X,Y) # 0.

Priklad 30: Sdruzené pravdépodobnosti nahodniyjch velicin X a'Y jsou dany
ndsledugici tabulkou:

X—0] X—1]X-2
Y=0| 1/4 | 1/8| 0
Y=1| 1/4 | 1/4 | 1/8

1. Jakd jsou jejich margindlni rozdéleni?

2. Urcete variancni a korelacni matici.
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3. Jsou veliciny X a'Y nezdvislé? Zduvodnéte.
Resent:

1. Rozdéleni vektoru X je

1 1 1
P(X=0)=P(X=0Y =0+ P(X =0,Y =1) = s+ = 5,
1 1
P(X=1)=P(X=1Y=0)+ P(X =LY =1)= S+ =",
1 1
P(X=2)=P(X=2Y =0)+P(X=2Y =1)= S +0=.
Rozdéleni vektoru Y je analogicky
11 3
PY=0)=>+4+-4+0=2
1 1 1 5
PY =1)=-4 - +-=2.
( ) 4+4+8 8
2. Kovarianci vypoc¢teme ze vztahu cov(X,Y) = EXY — EXEY":
1 3 1 5
EX=0--4+1-242--=2
2+ 8+ 8
3 5 D
EY =0-2+1.2=2
8+ 8 8
1 1 1 1 1 1
EXY =0-0- = 1-241-0-=41-1-242-0- 2.1.- ==
004+0 4+ 08+ 4+ 0-0+ S5
1 5 5 7
cov(X,Y)=EXY —EXEY = - — - . - =—.
2 8 8 64
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Pro rozptyly dopocitame

+
%

1
EX? =07 =
2
3
EY? =0%. =
8

3
8
2 7
var X =EX? — (EX)* = 3
2 5

var Y =EY? — (EY)? = 3

Varian¢ni matice je tudiz

wmxm:(

2l
E=8
N———

Korelaci X a Y spocteme jako
cov(X,Y) 7/64 7
Vvar Xv/var Y /31/64,/15/64 ~ /465

tudiz korela¢ni matice je

corr(X,Y) =

1
Corr(X,Y) = 7 ‘/‘F :
V465

3. Veli¢iny X a Y nejsou nezavislé. Divod je bud fakt, ze cov(X,Y) # 0,
nebo také napf.

P(X =0Y =0) = # P(X = 0)P(Y =0) =

(Pozn.: Aby byly nezavislé, muselo by platit
P(X=4Y =5 =P X=9)PY =j),Vij.)

Priklad 31: SdruZend hustota ndhodnyjch velicin X a'Y je

le‘”’_%, x>0,y >0,

_J)2
f(X,Y) (xuy) {0’ jinak.
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1. Jakd jsou jejich margindlni rozdéleni?
2. Jsou veliciny X a'Y nezdvislé? Zduvodnéte.

3. Urcete variancni a korelacni matics.
Reseni:

1. Marginélni hustoty jsou

fx(z) = ffooofX,Y(xvy)dy:

o lemm3dy = ie® - [—2e73]3 = ¢ ® pro ¥ > 0 a 0 jinak.

frly) = ffooofx,y(x,y)dx:

_Yy
2

= [Pler3dr = %e_% - [—e7*]° = 5e72 proy > 0 a 0 jinak.

1
0 2 2

2. Slozky jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz fxy (z,y) = fx(2)-fy(y), Vz, v,
coz podle bodu 1. plati.

3. Jelikoz X ~ Ezp(l) aY ~ Ezp(1/2) = var X = lavaryY = 4.
Z nezavislosti X, Y plyne okamzité cov(X,Y) =0 = corr(X,Y) =0 =

10
Var(X,y) = ( 0 4 )

10
COI'I'(X,y) = ( 01 ) .

Priklad 32: V lese se narodi primeérné 4 zajici denné. Predpoklidejme, Ze
pocet narozenych zajiciu se Tidi Poissonovym rozdélenim. Jakd je pravdépo-
dobnost, Ze v nasledujicich 7 tyydnech se v lese narodi alespon 175 zajici?
Resent:

K teseni pouzijeme centralni limitni vétu, ktera rik4, Zze méme-li velké n, pak
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pro X;, i =1,2,...,n ii.d. ndhodné veli¢iny plati

P(Z?:l X, — nEX; <
vnvar X3 -

Ozna¢me X; poCet narozenych zajici v i—ty den. Pak X; ~ Po(4) = EX; =
4 a var X; = 4. Déale oznac¢me

a) = d(a).

g S X, —49-4
V49 -4

Chceme pocitat

Priklad 33: Tramvaj md intervaly mezi prijezdy 10 minut. Jakd je pravdé-
podobnost, Ze béhem 24 pracovnich dni strdvi cloveék pii cestdach do prdce a
zpét cekdnim na tramvaj nejuyse tri hodiny?

Regeni:

K teseni opét pouzijeme centralni limitni vétu. Oznacme X; dobu stravenou
dekanim pii i—té cesté. Pak X; ~ Ro(0,10) = EX; =5 a var X; = 2. Dale
oznacme

Z_ZfilXi—48~5

25
/482

Chceme pocitat

S X, — 485 180 — 485

S < —
48 (/482

.25
3
= ®(—3)=1—®(3) =1—0,9987 = 0,0013

48
P() X;<180) =P
=1
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Priklad 34: Leteckd spolecnost proddva letenky a chce co nejvice utrzit.
Letadlo ma 216 mist, ale vi se, Ze zhruba 5% lidi se k odletu nedostavi. Jakd
je pravdépodobnost, Ze pokud spolecnost prodd 220 letenek, neptesdhne pocet
cestugicich kapacitu letadla?

Resent:

K feseni opét pouzijeme centralni limitni vétu. Ozna¢me X; = 1, pokud se
cestujici k odletu dostavi, a X; = 0, pokud se cestujici k odletu nedostavi.
Pak X; ~ Alt(0,95) = EX; = 0,95 a var X; = 0,95 0,05. Dale ozna¢me

220
;T X —220-0,95
V/220-0,95 - 0,05

Chceme pocitat

P> X, <216)="P
(ZZ_; < 216) V220-0,95-0,05 ~ +/220-0,95-0,05
= P(Z <2,17) = ®(2,17) = 0, 985.

= (ij‘} X, —220-0,95 _ 216 —220-0,95 ) .

Priklad 35: Uvazujme ndsledujici data:
1. pocty jistijch rostlin na plose 1 m?: 0, 2, 1, 4, 4, 5, 2, 8, 7;

2. casy (v sekunddch) mezi impulzy v mozku: 4.25, 0.65, 1.35, 0.20, 0.55,
6.63, 1.88, 0.22, 0.27;

3. venkovni teploty namérené v rizniych letech pii pravidelné podzimni
akci: 8.07, 19.23, 9.27, 5.71, 12.62, 11.24, 11.92, 17.30, 1}.87.

Nakreslete pro tato data
1. histogramy
2. boxploty

3. empirickou distribucni funkci

26



a odhadnéte, z jakého rozdéleni mohou tato data pochdzet. Rddné zdiwodnete.
Regent:

Cemnostivysyt ostin Cetmostcasumes inputy Cetost tepo

Bt po gty

Empitcka distbuei funkee propocty osn Enpicckadistibuc ke procasy med ipulzy Empickadistbueifurkee o ety

1. Jedna se o diskrétni rozdéleni, pfi¢emz pocet rostlin na dané plose neni
teoreticky omezen = data pochazeji nejspis z Poissonova rozdéleni.

2. Jedna se o spojité rozdéleni, pricemz histogram ptripominé kiivku hus-
toty exponencialniho rozdéleni (nebo také graf empirické distribu¢ni
funkce pfipomina kiivku distribu¢ni funkce exponenciélniho rozdéleni)

= data pochazeji nejspis z exponencialniho rozdéleni.

3. Jedna se o spojité rozdéleni, ptricemz histogram pripomina Gaussovu
kiivku (tj. kfivku hustoty normalniho rozdéleni ) = data pochazeji
nejspis z normalniho rozdéleni.
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Priklad 36: Pocet kazi na tabulkdch skla se Tidi Poissonovym rozdélenim.

Bylo pozorovano

17 tabulek bez kazu
4 tabulky s 1 kazem
1 tabulka s 2 kazy
2 tabulky s 3 kazy
1 tabulka s 5 kazy.

Metodou maximdlni vérohodnosti urcete parametr \ tohoto Poissonova roz-

délentd.

Resent:

Mame realizaci ndhodného vybéru zq, ..., x,.

Pro nahodnou veli¢inu X ~ Pois(\) je P(X = k) = )‘k—);e*A.
Vérohodnostni funkce je

n

XA DN N N
L()\):Hxi!e = (ae ) Tk o7¢ Tk

i=1
_ AT s
1440

Logaritmicko-vérohodnostni funkce je
I(A) =log L(A) = 17log A — 25\ — log 1440.

Jeji derivace je

al(n) 17
— = — —25.
o\ A
Resenim tedy je
17 N
— —26=0=> = —.
2 25

) (

A
a@

A>1:

Priklad 37: Doba do poruchy starého vyjtahu md exponencidlni rozdélent.
Bylo zjisténo, Ze se wvijtah porouchal postupné za 4 dny, 7 dni, 12 dni, 2.5
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dne a 24.5 dne. Metodou maximdlni vérohodnosti urcete parametr A tohoto
exponencidlniho rozdélend.

Resent:

Pro nahodnou veli¢inu s rozdélenim Exp(A) je f(z) = Ae™** pro z > 0.
Vérohodnostni funkce je

L()\) — ﬁ )\67)\561‘ — )\67)\.4)\67/\‘7>\€7)\'12)\67)\.2'5)\67)\.24’5 — )\567)\-50.
i=1
Logaritmicko-vérohodnostni funkce je
[(A) = log L(A) = 5log A — 50A.

Jeji derivace je

(N 5
o
Regenim tedy je
0 50 =0 = \ = 1
A N 107

Priklad 38: U 64 praktickiyjch lékari byl nameren vijbérovy primeér poctu
pacienti za den 23, vijbérovy rozptyl pak byl roven 36, rozdeleni poctu pacienti
nent zndmeé.

1. Sestrojte (asymptoticky) 95% interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu
poctu pacienti.

2. Otestujte (pomoct intervalu spolehlivosti) na hladiné 5%, zda skutecnd
stredni hodnota poctu pacienti za den miZe byt povaZovdna za rovnu
25.

Resent:

1. Vime, Ze pro libovolné rozdéleni nahodné veliciny X je oboustrannym
intervalovym odhadem pro u = EX o asymptotické spolehlivosti 1 — «
interval

_ S
(X —u1—aj2—=, Xn + U1_ay2

v
29
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Z dat mame n = 64, Xgy = 23, SZ, = 36, a = 0.05 a z tabulek vycteme
ug.975 = 1.96. Hledany interval tedy je

6 6
95% C1 = (23— 1.96- 2,23+ 1.96 - ) = (21.53,24.47).

2. Za nulovou, resp. alternativni, hypotézu si zvolime

Hj : stfedni pocet pacienti denné = 25,
H 4 : stfedni pocet pacientt denné # 25.

Jelikoz hodnota 25 v 95% C'I intervalu nelezi, zamitame na hladiné 5%
hypotézu H, ve prospéch alternativy H 4.

Priklad 39: Vyrobee turdi, Ze spotieba jim vyrdbéného automobilu je 8 1/100km.
Primeérnd spotieba u 49 uzivateli ale byla 8.4 1/100km. Naméren byl ddle vy-
bérovy rozptyl 2.56. Testujte na hladiné 5%, zda mél vijrobee pravdu.

ReSeni:
Za nulovou, resp. alternativni, hypotézu si zvolime

Hyj : spotieba = 8 1/100km,
H, : spotieba # 8 1/100km.

Za platnosti Hy ma nahodna veli¢ina

rozdéleni t45. Vypocteme proto hodnotu
8.4 —28
V/2.56

JelikoZ |Tyata| < tas.0.975 = 2.01, hypotézu H, ve prospéch H, nezamitame.

-7 =1.75.

Tdata =

Moznost také je, ze si za nulovou, resp. alternativni, hypotézu zvolime

Hy : spotieba = 8 1/100km,
H 4 : spotfeba > 8 1/100km.
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Hodnotu Tjat, = 1.75 pak porovname s kvantilem #4595 = 1.68, nebot al-
ternativé tentokrat nahrava "hornich 5%". A jelikoz Tyatq > tas0.95 = 1.68,
hypotézu H, ve prospéch této H, zamitame.

Priklad 40: Na 100 osobdch byla pozorovdna barva oci a vlasi. Naméreny
byly ndsledugjici sdruZené cetnosti:

o€i / vlasy | tmavé | svétlé
modré 10 20

zelené/sedé | 10 10
hnédé 40 10

Jsou barvy o a vlasi nezdvislé? Testujte na hladine 5%.

Za nulovou, resp. alternativni, hypotézu si zvolime

Hy : veli¢iny jsou nezavislé,
H 4 : veli¢iny nejsou nezavislé.

Za platnosti Hy mé nahodné veli¢ina

3 ng.n 2
2 (nl] B n )
X - N4, N5
=1 =1 n

rozdéleni X?371) (2-1) = X3. Doplnime proto tabulku o marginalni cetnosti

o¢i / vlasy tmaveé svétlé | marginalni cetnosti
modré 10 20 ny. = 30
zelené /Sedé 10 10 ng. = 20
hnédé 40 10 ng. = 50
| marginaln{ ¢etnosti | ny =60 | ny =40 | n = 100 |

a vypoc¢teme hodnotu

(10 = 502 (20 = 32)?  (10 = i) (10 — 250)?

2 _ 100 100 100 100
Xdata = 30-60 30-40 20-60 20-40
100 100 100 100
50-60\2 50-40\2
(40 100 ) (10 100 ) = 18
50-60 50-40 — ’
100 100
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JelikoZ XFua > X5.052 = 9-992, zamitame hypotézu Hy ve prospéch H .

Priklad 41: Firma md ti pobocky. Dva roky bylo sledovdno, kterd z nich za-
znamenala nejuys$si mesicni vinos. Bylo zjisténo, Ze nejuynosnéjsi byla pruni
pobocka desetkrdat, druhd Sestkrdt a treti osmkrat. Je mozné rict, Ze proni
pobocka je mejuynosnéjsi dvakrdt castéji nez zbylé dvé? Testujte na hladiné

5%.

Oznacme p; pravdépodobnost, Ze nejvynosnéjsi pobockou mésice bude i—té
7 )

pobocka a X; pocet mésici, kdu byla :—ta pobocka nejvynosnéjsi pobockou

mésice. Za nulovou, resp. alternativni, hypotézu si zvolime

Hy:pr=3.p2=ps =1,
H 4 : hodnoty jsou jiné.

Za platnosti Hy ma nahodné veli¢ina

X, —24- pl)2
24 - p;

Mw

=1
rozdéleni x3. Vypocéteme proto hodnotu

,  (10—-12)? n (6—-6)* (8—6)

= = 1.
Xdata 12 6 + 6

JelikoZ XFua < X3.005 = 9992, hypotézu Hy ve prospéch H, nezamitame.
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