Rychlé terminologické cvi¢eni na tivod:

1. V urné jsou kulicky tri barev. Necht jevy A, B a C postupné znamenaji, Ze ndahodné vybrand
kulicka je cernd, cervend, resp. bild. Urcete vijznam ndsledugicich jevii:
(a) A°N BC,
(b) (AUC)N B,
(¢) AUBUC.

Resent:
(a) Nebyla tazena ani ¢ernéd ani ¢ervena kulicka, tj. byla tazena bila kulicka, tj. nastal jev

C.

b) Byla taZena budto ¢ernd nebo bila kulicka a zaroven byla taZena dervena kulicka - jev
y y J
nemozny.

(c) Byla taZena bud ¢erna nebo ¢ervena nebo bila kulicka, tj. nastal jev jisty.

2. Pri zkou$ce dostane student tri otdzky. Necht jev A znamend, Ze mdhodné vybrany student
zodpovi sprdavné€ proni otdzku, jev B, Ze zodpovi sprdvné druhou otdzku a jev C, Ze zodpoui

v

sprdvné treti otdzku. Vyjddiete pomoct jevii A, B, C, A¢, B¢, C*, Ze ndhodné vybrany student:

(a) zodpovi spravné jen prvni otdzku,

(b) zodpovi spravné prdvé jednu otdzku,

(c) zodpovi spravné alesponi dvé otdzky.

Regent:

(a) ANB°NCe,

(b) (ANB°NCYU(ANBNCHY)UA“NB°NC),

(c) (ANBNCYUANBNC)U(A°NBNC)U(ANBNC) =(ANB)U(BNC)U(ANC).

Priklad 1: Hdazime dvéma kostkami. Spoctéte pravdépodobnost jevu, Ze na kostkdch padne soucet
mensi nez .

Regen:
Vysledky pokusu jsou usporadané dvojice, kde prvni ¢len dvojice odpovida hodu 1. kostkou a
druhy ¢len odpovida hodu 2. kostkou. Mnozina elementarnich jevi € je tedy tvorené prvky:

tzn. pocet vSech elementarnich jevu je 36. Pocet elementarnich jevi priznivych jevu A je 6, a to
(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2) a (3,1). Hledana pravdépodobnost je tedy

6
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Priklad 2: V balicku mdme 32 karet, z toho 4 esa. Dvakrdt za sebou vytdhneme nahodné jednu
kartu. Spoctéte pravdépodobnost jevu "alesponi jedna z vytaZenych karet je eso”, jestlize po prvnim
tahu kartu a) vrdtime, b) nevrdtime zpét do balicku.

Reseni:

a) Vysledky pokusu jsou opét uspofadané dvojice. Prvni ¢len dvojice odpovida karté vytazené v
prvnim tahu a druhy ¢len karté vytazené ve druhém tahu. V prvnim tahu mitzeme kartu vytahnout
32 zpusoby. Protoze vytazenou kartu vracime zpét do urny, i v druhém tahu mame 32 moznosti.
Podet viech moznych pripadi je tedy 322. Piiznivym pifpadiim odpovidaji tahy (jina karta -
eso), (eso - jina karta), (eso - eso). Pocet priznivych pfipada je 28 - 4 + 4 - 28 + 4 - 4. Hledana
pravdépodobnost je tedy rovna

_28-4+4-28+4-4 15
a 322 64

P(B)

b) Pocet moznych pripadi je vzhledem k tomu, Ze po prvnim tahu kartu nevratime, 32 - 31.
Ptiznivym piipadim odpovidaji opét tahy (jina karta - eso), (eso - jina karta), (eso - eso). Pocet
priznivych pripada je nyni 28 - 4 +4 - 28 + 4 - 3. Hledana pravdépodobnost je tedy rovna

2.4.2844-3 59
P(C) = =
() 3231 248

Priklad 3: Cyril bude hrdat s Adamem a Bohdanem tenis. Bude hrdt tri sety, pricemz soupere must
po kazdém setu vystridat. MuzZe si tedy vybrat potadi souperi Adam - Bohdan - Adam nebo Bohdan
- Adam - Bohdan. Adam je lepsi hrac¢ neZ Bohdan. Jestlize Cyril vyhraje dva sety po sobé, ziskd
prémii. Jaké poradi md Cyril zvolit, aby mél vétsi Sanci ziskat prémii?

Resent:
Necht a je pravdépodobnost vyhry Cyrila s Adamem a b je pravdépodobnost vyhry Cyrila s
Bohdanem. Pritom je a < b.
K ziskani prémie se musi odehrat bud série (vyhra - vyhra - vyhra) nebo (vyhra - vyhra - prohra)
nebo (prohra - vyhra - vyhra). Pravdépodobnost ziskani prémie v pofadi Adam - Bohdan - Adam
je tak

aba 4+ ab(l —a) + (1 — a)ba = ab(2 — a)

a pravdépodobnost ziskdni prémie v pofadi Bohdan - Adam - Bohdan je
bab + ba(l — b) + (1 — b)ab = ab(2 — b).

JelikoZz ab(2 — a) > ab(2 — b), vy$si pravdépodobnost ziskani prémie je pii poradi Adam - Bohdan
- Adam.

Priklad 4: Na party se seslo 14 studenti, z toho § vysokoskoldki a 6 stredoskoldki. Jakd je
pravdépodobnost, Ze v ndahodné vybrané ctverici budou

1. wsichni ctyri stredoskoldci,
2. pravé jeden vysokoskoldk,
3. aspon jeden vysokoskoldk?

Reseni:

Pocet vSech moznych ¢tveric utvorenych ze 14 studenti je (144).



1. Pocet vSech ¢tveric vytvorenych ze stfedoskolaku je (2), tudiz hledana pravdépodobnost je

P(D)::£2—£:Q015

()

2. Pocet vsech trojic vytvorenych ze stfedoskolaku je (g), pocet vSech jednic vytvorenych z
vysokoskoléki je (f) = 8. K vytvofeni priznivych ¢tveric je tfeba vSechny trojice zkombinovat
se vSemi jednicemi, tudiz hledana pravdépodobnost je

8- (3)
(%)

3. Jedna se o dopliikovy jev k jevu D, tudiz P(F) =1 — P(D) = 0, 985.

P(E) =

=0, 16.

Priklad 5: Jakd je pravdépodobnost, Ze ve skupiné n lidi maji alesponi dva narozeniny ve stejny
den (neuvaZujte prestupné roky a predpokladejte, Ze se béhem celého roku déti rodi rovnomérné)?

Reseni:
Necht G je jev, ze ve skupiné n lidi maji alesponn dva narozeniny ve stejny den. Pak jev G¢ znamen4,
ze ve skupiné n lidi m4a kazdy clovék narozeniny v jiny den.

365364 ... (365 —n+1)
365" !

P(G°) =

@ tudiz 365 - 364 (365 1)
364 ... —n+
PG)=1- )
() 365"

Priklad 6: Pravdépodobnost vijhry hrace A nad hrdacem B je 0,7. Jakd je pravdépodobnost, Ze
behem deseti po sobé jdoucich zdpasi

1. alespon jednou vyhrdl B,

2. mazimdlné dvakrdt vyhrdl B?

Resent:
1. P(H) =1—-PH)=1- (0, 7)10.

2. Jev I znamena, ze bud vSe vyhral A nebo devét her vyhral A a jednu B (na poradi hry
nezalezi) nebo osm her vyhral A a dvé B (na potadi rovnéz nezalezi). Pak

PU%:me”+(T>Q3(Qﬂ“+(?>®3f-mjf.

Priklad 7: Méjme dvé nahodnd ¢isla X a'Y, obé mezi 0 a 1. Jakd je pravdépodobnost, Ze jsou obé
veLsi nez 0.8 a zdroven jejich soucet je mensi nez 17

Reseni:

Oznacme J jev, ze x a y jsou vétsi nez 0,3 a zaroven jejich soucet je mensi nez 1.



Nakreslime-li si ¢tverec o hrané délky 1 znacici (ndhodné) souradnice x a y, pak odpovidajici plocha

je trojuhelnik ohrani¢eny pfimkami y = —x + 1 smérem k bodu [0; 0], z = 0, 3 smérem "doprava"a
y = 0,3 smérem "nahoru". Jeji plocha je rovna 0,08, tudiz hledané pravdépodobnost je
0,08
P(J) = ’T =0, 08.

Priklad 8: Na rovnomérnou nekonecnou ctvercovou mrvizku, kde vzddlenost priseciki je a, hodime
minci o pruméru b, kde b < a. Jakd je pravdépodobnost, Ze mince protne néjakou z linek této
mrizky?

Resent:

VSechny elementarni jevy jsou dany polohou stfedu mince uvniti ¢tverce o strané a. K protnuti
nedojde, pokud se stfed mince bude nachézet uvniti tohoto ¢tverce ve vzdélenosti alespon b/2 od
kazdé jeho strany, tj. ve ¢tverci o strané a — b. Pak

(a— b

P(mince protne linku) = 1 — P(neprotne) = 1 — 5

a

Priklad 9: Lode Victoria a Silver Arrow prijedou do pristavu 1iplné ndhodné nezdvisle na sobé v
ndsledugicich 24 hodindch. Victoria pockd 2 hodiny a pak odplouvd, Silver Arrow pockd 1 hodinu a
pak odplouvd. Jakd je pravdépodobnost, Ze se v pFistavu potkaji?

Resen:
Oznacme K jev, ze se dané lodé v pristavu po- 0
tkaji. Nakreslime-li si ¢tverec o hrané délky 24
znacici hodinu, kdy prijede Victoria (osa x), o g A
resp. Silver Arrow (osa y). Pak plocha odpo- %
vidajici jevu K je ¢ast ¢tverce ohrani¢ena piim- % 9
kamiy = x+2 ay = x— 1, viz obrazek vpravo. ¢
Jeji plocha je rovna 69,5, tudiz hledana pravdé- §E S
podobnost je 2
% o J
69,5 .
P(K) = YE =0,12. o

T T T T T T
0 5 10 15 20 25

oy . . . . Victoria's arrival time
Priklad 10: Hdzime dvéma kostkami. Oznacéme

jev A... "na 1.kostce padne sudy pocet puntiki”,

jev B... "na 2.kostce padne lichy pocet puntiki”,

jev C... "na obou kostkdch padne stejny pocet puntiki”.
Jsou jevy A,B,C nezdvislé? Jsou po dvou nezdvislé?

Resent:
Vysledky pokusu jsou uspoiradané dvojice. Prvni ¢len dvojice odpovida hodu 1. kostkou a druhy
¢len odpovida hodu 2. kostkou. Vsechny mozné vysledky jsou:

(1,1) (1,2) (1,3) (1.4) (1,5) (1,
(2,1) (2,2) (2,3) (24) (25) (2,
(3,1) v, (3,
(4,1) oo, (4,
(5,1 5
(6,1 6

6)7
6),
6),
6),
6)
6)

Y

S (5,
1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,

Y



tzn. pocet vSech moznych vysledki je 36.

Vysledku pfiznivych jevi jevu A je 18 (2., 4. a 6.Fadek), tudiz P(A) =
Vysledkii pfiznivych jevi jevu B je 18 (1., 3. a 5.sloupec), tudiz P(B
Vysledki ptiznivych jevi jevu C' je 6 (diagonéla), tudiz P(C) = %.
Vysledki priznivych jevi jevu ANB je 9 (1., 3. a 5.sloupec ve 2., 4. a 6.fadku), tudiz P(ANB) =
Vysledky priznivych jevii jevu AN C jsou 3 (prvky (2,2),(4,4) a (6,6)), tudiz P(ANC) = 1.
Vysledky priznivych jevii jevu BN C jsou 3 (prvky (1,1),(3,3) a (5,5), tudiz P(ANC) = 1.
Jev AN BNC je nemozny, tudiz P(ANBNC) =0.

Jelikoz

1

L
Y
=1

1
1

P(ANB)=P(A)P(B), P(ANnC) = P(A)P(C), P(BNC)= P(B)P(C),
jsou jevy po dvou nezavislé, ale protoze
P(ANnBNC)# P(A)P(B)P(C),
nejsou (totalné) nezavisle.
Priklad 11: Nezdvislé jevy A, B, C maji po Tadé pravdépodobnosti 0.2, 0.3, 0.4. Urcete pravdépo-
dobnost jevu D = (AU B)NC.

Regen:
Vime, 7ze (AUB)NC = (ANC)U(BNC), a tedy

P((AUB)NC)=P(ANC)U(BNC)=PANC)+P(BNC)—P((ANnC)N(BNC))
=P(ANC)+P(BNC)—-P(ANBNCQC)

Jelikoz A, B a C jsou nezavislé jevy, méame

P((AUB)NC) = P(ANC) + P(BNC) — P(AN BN C) = P(A)P(C) + P(B)P(C) — P(A)P(B)P(C)
~=0.2-04+0.3-04—02-03-04=0.176.

Piiklad 12: Ndhodné jevy A a B jsou nezdvislé, P(AU B) = 0.545, P(AN B) = 0.105. Urcete
pravdépodobnosti P(A), P(B) a P(AN B°).

Regen:
Jestlize vyuzijeme nezavislosti ndhodnych jevii A a B, pak dostaneme

P(AnB)=P(A)-P(B) a P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)= P(A)+P(B)—P(A)-P(B).
Ozna¢me si P(A) =z a P(B) = y. Pro hledané pravdépodobnosti tak dostaneme soustavu rovnic

0.105
0.545 =z +y — 0.105, z-y=0100 =y =—.
x

Po dosazeni do prvni rovnice dostaneme kvadratickou rovnici pro neznamou x ve tvaru
2? —0.650 +0.105 =0 = z; = 0.35, 25 =0.3.
Ze symetrie plyne
P(A)=0.35, P(B)=0.3 nebo P(A)=0.3, P(B)=0.35.
Pak P(ANB¢) = P(A)— P(ANB) = 0.35—0.105 = 0.245, resp. P(AN B°) = 0.3—0.135 = 0.195.
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Piiklad 13: Signdl prochdazi zarizenim zleva (L) doprava (P). Jednotlivé bloky v zaFizeni maji
poruchu s pravdépodobnostmi vyznacenymi na obrdazku a vyskyty poruch jsou na sobé nezdvislé.
Signdl projde pres strukturu s paralelnim zapojenim, pokud projde alespon jednim vldknem. Urcete
pravdépodobnost, Ze vysland zprdva bude prenesena.

o2
o+ 04 | 04 }|—
03]

P

Resent:

Budeme pocitat pravdépodobnost, Ze signal zafizenim neprojde. Ozna¢me postupné A, B, C' jevy,
7Ze nastala porucha ve vétvi paralelniho zapojeni po fadé od shora dolt, tj. P(A) = 0.2, P(C) = 0.3
a pro prostredni vétev dostaneme pravdépodobnost rozpojené cesty jako

P(B) = P(B; UBs) = P(By) + P(By) — P(By N By) = 0.4+ 0.4 —0.4-0.4 = 0.64,

(zde jsme vyuzili nezéavislosti funkénosti jednotlivych bloki).
Paralelni zapojeni bloki pak tedy bude rozpojené s pravdépodobnosti

P(Dy)=P(ANBNC)=02-0.64-0.3 = 0.0384,

kde jsme jako D; oznagcili poruchu v paralelnim spojeni trojice blokl. Vysledné zafizeni je sériovym
zapojenim dvou bloka D; a Do, kde pravdépodobnosti rozpojeni jsou rovny P(D;) = 0.0384 a
P(Dy) = 0.1. Signal neprojde s pravdépodobnosti

P(Dy U Dy) = P(Dy) + P(Ds) — P(D; N Dy) =0.0384 4+ 0.1 — 0.0384 - 0.1 = 0.13456 .
Prenos zpravy se tedy uskutecni s pravdépodobnosti

P=1—-P(D;UDy)=1-0.13456 = 0.86544 .

Piiklad 14: Na MFF studuje 50% studenti informatiku, 30% matematiku a 20% fyziku. Na in-
formatice je 10% divek, na matematice 30% a na fyzice 20%. Jakd je pravdépodobnost, Ze

1. ndhodné vybrany student je divka?

2. ndhodné vybrand studentka studuje matematiku?

Resent:

Oznacme jevy

B... ndhodné vybrany student je divka,

Aj... ndhodné vybrany student je matematik,
Ajs... ndhodné vybrany student je fyzik,

Ajs... ndhodné vybrany student je informatik.
Véta o tplné pravdépodobnosti fika, ze

P(B) = 3" P(BIA)) - P(4,),

J=1

pficemz mame P(A;) = 0.3, P(B|4;) = 0.3, P(4y) = 0.2, P(BJ|As) = 0.2, P(A;) = 0.5 a
P(B|A3) =0.1. Tedy
P(B)=0.3-0.3+0.2-0.2+0.1-0.5 = 0.18.
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Déle chceme pocitat P(A;|B). Bayesova véta fika, Ze

' S0 P(B|A;) - P(4;)

tudiz 0.3-0.3 1
P(A4|B) = o0 _
03-03+02.02+01-05 2

Tyto pravdépodobnosti lze vycist také z tabulky, kterou si vyplnime pro libovolnévelky vzorek
studenti, napt. 100:

L [ TIM[F] Y]
D 5]9]4] 18
CH |45 | 21| 16| 82

| > |50 ] 30 ] 20 100 |
Vidime, ze pravdépodobnost, ze nahodné vybrany student je divka, je podil divek ze vSech studentti,

tj. P(B) = 18/100, a pravdépodobnost, Ze ndhodné vybranéa studentka studuje matematiku, je
podil matemati¢ek mezi v8emi divkami, tj. P(A;|B) = 9/18.

Priklad 15: Poziti alkoholu bylo prokdzino u 1% wvsech tidici a u 10% tidici, kteri zpisobili
dopravni nehodu. Kolikrdt se poZitim alkoholu zvySuje riziko nehody?
Resent:
Oznacme jevy
1. A = ,pozil alkohol,*
2. H = ,zpisobil nehodu.*
Pak mame P (A) =0.01 a P (A|H) = 0.1. Tudiz

P(H]4)- P(A)
(AlH) P (H|A)- P (A)+ P (H|Ac) - P (A°)
_ P(H|A)-0.01 B 1
B . c) . o P(H|Ac :
P (H|A)-0.01+ P(H|A)-0.99 14 PUHAT gg
Vysledek tedy je
P (H]4)
— = = 11
P (H]A°)

Priklad 16: Uvazujme hod minct, tj. Q = {wy, ws, w3}, kde

wy je jev, Ze padl rub, pricemZ P(w;) = 0.49,

woy je jev, Ze padl lic, pricemZ P(ws) = 0.49,

ws je jev, Ze nastala vyjimecnd situace (hrana, ukradeni mince :-) apod.), pricemz P(ws) = 0.02).
Sestrojte dvé rizné ndahodné veliciny a nakreslete jejich distribucni funkce.

Regeni:
Veli¢iny mohou byt napf.
e X : X(w) =1, X(wg) = —1, X(ws) = 0. Distribu¢ni funkce je pak skokovita se skoky v
bodech -1,0 a 1 o velikostech 0.49, 0.02 a 0.49, tj.

0 proz <-1
~J 049 pro —1<z <0
FX(x)_{ 051 pro0<z <1
1 proz >1



o V:Y(w)=Y(w)=mY(w3) = 27.4. Distribu¢ni funkce je pak skokovita se skoky v bodech
7 a 27.4 o velikostech 0.98 a 0.02 (nebot obraz = 7 maji dva elementarni jevy, jejichz souhrna
pravdépodobnost je 0.49 + 0.49 = 0.98), tj.

0 prozxz <m
Fy(x) = { 098 prom <z <274
1 prox >274

Piiklad 17: Urcete konstantu c tak, aby funkce f(x) byla hustota néjaké nahodné veliciny, kdyz

cre™® € (0,1),
flx) = ) 0.1)
0, Jinak .

ResSeni:
Pro hustotu musi platit, Ze je nezaporna, coz bude splnéno pro kladné ¢, a navic

/Rf(x)dx =1

Pouzitim integrace per partes dostaneme

0 1 00 1— 36_2
/ flz)dz = / Odx —I—/ cre”*dx + / Ode = ¢ ———,
R —o0o 0 1 4

a tudiz ¢ = ﬁ. Jelikoz ¢ > 0, podminky pro to, aby ¢ byla hustotou, jsou splnény.

Priklad 18: Meéjme funkci

3e73% 2 €(0,00),
flx) = ) (0, 00)
0, ginak .

1. Oweérte, Ze [ je hustota pravdépodobnosti.
2. Sestrojte distribucni funkci prislusnou této hustote.
3. Spoctéte pravdépodobnost P(—1 < X < 1), kde X je ndhodnd veli¢ina s hustotou f.

4. Spoctéte EX a var X.

Reseni:

1. Funkce f je nezédporna a

0 00
/ f(z)dx = / Odx —i—/ 3¢ ¥dr =1,
R —00 0

tudiz vlastnost [, f(z)dz =1 je splnéna.

2. Prislusna distribuc¢ni funkce je

T 0 T
F(x) = / ft)dt = / Odt —|—/ e dt=1—e3 proz € (0, 00)
—00 —00 0

F(x):/ 0dt = 0 pro z < 0.

—00
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3. Hledané pravdépodobnost je

1 1
P(-1<X<1)= / f(z)dx = / e dr =1—e°.
-1 0
Lze vyuzit také distribucni funkce:
P(-1<X<1)=PX<1)-PX<-1)=PX<1)-PX<-1)=
=F(1)-F(-1)=1—-e?'—-0=1—-¢"

4. Pouzitim integrace per partes dostaneme

e 1
EX = / zf(x)dx :/ 3re ¥ dr = —,
R 0 3

o 2
EX? = / 2 f(z)dr = / 3r%e Y dy = =
R 0 9

= var X = EX? — (IEX)2 —

Nl )
Nel i
Ne}

St¥edni hodnota je tudiz EX = 1/3 a rozptyl var X = 1/9

Piiklad 19: Ndhodnd velicina X md diskrétni rozdélent s pravdépodobnostni funkci P(X = 0) =
0.4 a P(X =1)=0.6. Nahodnd velicina Y md spojité rovnomérné rozdéleni na intervalu (—1,2).
Ndhodnd velicina Z je smési Z = Mixq4(X,Y"). Urcete

1. distribucni funkci F,

2. pravdépodobnosti P(0 < Z < 1) a P(Z > 0.5),

3. stredni hodnotu EZ,

4. t € R takové, zZe P(Z <t)=0.9.

Reseni:

1. Veli¢ina X s alternativnim rozdélenim Alt(0.6) méa distribu¢ni funkci

0, t<0,
Fx(t) =) px(u)=1404, 0<t<1,
ust 1, t>1.

Veli¢ina Y ma spojité rovnomérné rozdéleni na (—1,2) s hustotou
1 1
L1 e (—1,2)
N = Q2D 3 14
f () {O, jinak

a distribu¢ni funkef

0, t<—1,
t
B = [ fdi={ [\ du= 5, —1si<2,
1, t>2.



Pro distribuc¢ni funkei veliciny Z = Mix; ;4(X,Y’) pak plati

( 0, t<—1,
1 3 t+1 1 1
Z'O Z'%— Zt+4_1’ —1§t<0,
Fr(t) =iFx W)+ 3Ry (t)=¢ 2-04+32 - 2= 44+ L 0<t<1,
1 3 41 1 1
Z'1+Z'T_ Zt+§’ 1§t<2,
1, t>2.

2. Pfipomenme, ze P(X <t) = F(t) a P(X <t)= lim F(t). Pak

T—t_

PO0<Z<1)=P(Z<1)—P(Z<0)=Fz(1)— lim Fy(t) =3 -1 =1,

t—0_

P(ZZO.S):1—P(Z<0.5):1—t_1>ig%7FZ(t):1—(}1'0.5+%):%.

3. Pro alternativni rozdéleni veli¢iny X je EX =1-0.6 = g a pro rovnomeérné rozdéleni velic¢iny
Y na intervalu (—1,2) je EY = % = 3. Tedy pro Z = Mixy;4(X,Y) je

_1 3 1.3 ,3.1_ 21
EZ =EX+4EY = ;- +5-5=1% -
4. Hledame t € R tak, ze 0.9 = P(Z < t) = Fz(t). K tomu potiebujeme védét, kterou Cast
predpisu pro F; mame pouzit. Protoze 5 < 0.9 < 1, coz je rozmezi hodnot na posledni
rostouci ¢asti predpisu, musime pouzit pravé tuto ¢ast, tedy

N[ ||

0.9=Fy(t)=1t+ = t=36-2=16.

N |

Priklad 20: Ndhodna velicina X md distribucni funkci

(

0 , ¢ € (—o0,—2)

0.1lz4+05 ,ze€ (-2, —1)
Fx(z) =404 . e (—1,0)

03z+06 ,ze€(0,1)

1 , x € (1,00)

\

1. Vyjadrete X jako smés ndhodnijch velicin D a S, kde D je diskrétni a S spojitd. Popiste a
zndzornéte jejich rozdélent.

2. Urcete EX.

3. Najdeéte kvantilovou funkci qx.

Reseni:

1. Pfipomenime si, jak se hledaji diskrétni a spojité ¢asti smési X = Mix.(D, S). Diskrétni ¢ast
D je zodpovédna za skoky v distribu¢ni funkci F'x. Pro koeficient ¢ ve smési plati

¢ = P(X € "mnoZina vSech bodi nespojitosti funkce Fx” ) =

—{-20,1}
- P(X e {~2,0, 1}) —P(X=-2)+P(X=0)+P(X=1).
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Hodnotu skoku dostaneme pomoci vztahu

P(X = -2)=P(X < —2) — P(X < —2) = Fx(=2) — lim Fy(t)=0.3—0=0.3

t——2_

a podobné
P(X=0)=06-04=02 a P(X=1)=1-09=0.1

Takze
¢c=PX=-2)+P(X=0+P(X=1)=0340.2+0.1=0.6.

Pro distribuénf funkce mame vztah
Fx(t) = cFp(t) + (1 — ¢)Fs(t)

e Popis diskrétni ¢asti D:

Pro distribu¢ni funkci Fp diskrétni veli¢iny D plati

(0 , < =2
0.3 , t€(=2,0)
CEW)ZZ;HX:”OZ 03+02=05 te(0,1)
i 03+02+01=06 ,t>1
3
takze po vynasobeni hodnotou % = & mame
(0 Lt < =2
55-03=35 , te (=20
Folt) = L 05=3 | te(01)
5-06=1 ,¢t>1
3

Pro pravdépodobnostni funkci pp diskrétni veli¢iny D tedy plati

p

1 1
1 X a5 02=25 ,t=0
w , jinak.

e Popis spojité casti S:
Pro  distribuéni  funkei  spojité = nahodné  veliciny S  pak @ ze
Fx = cFp + (1 — ¢)Fg dostavame

Eﬂﬂ:f&@%:f%@%:éiEdﬂ—cEﬂﬂ>:
’ 0 ,t<-1
ﬁ(01t+05—03>: B2 e (-2,-1)
= ﬁ(a4-os>: Lo te(-1,0)
L(03t+06-05)= 2L e (0,1)
\ H1-06)= 1 ,t>1

11
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Graf funkce Fs tedy dostaneme jednoduse tak, ze casti grafu F'y, které na sebe nenavazuji,
posuneme doli tak, aby vysledek byl spojity. Cely graf pak ve sméru y natdhneme tak, aby
v nekone¢nu mél limitu rovnu 1.

Hustotu fg spojité velic¢iny S pak ziskdme derivaci Fg pro body, kde derivace existuje. V
ostatnich (v tomto ptipadé kone¢né mnoha) bodech na hodnotéch nezélezi. Takze muzeme
psat

Fx —cFp\’/ 1
fs(t) = Fy() = (F7=2) () = 17— - Fx(®)
T te(=2,-1)
fS(t): % ) t€(071)
0 , jinak.

. Stfedni hodnotu muzeme spocitat analogicky k ptredeslému piikladu jako EX = 0.6ED +
0.4ES, pricemz

ED=-2-P(D=-2)+0-P(D=0)+1-P(D=1)=
1 1 1 5
—_9._ o412 ==
2+0 3Jr 6 6
a
ES:/ zfs(x) do =
73 —11 0 13 00
:/ Oxdx—i—/ —:L‘dx+/ Oxdm—i—/ —mdx+/ Ox dox =
—o0 -2 4 —1 0 4 1
B B ) R S B
18], 81, 8 8 7
tedy

5
EX=06-(—=)+04-0=-0.5.
6

. Kvantilova funkce ¢x pro veli¢inu X je inverzni funkci k Fx tam, kde Fx je ostfe rostouci
funkce, tj. gx(o) = z pravé kdyz Fx(z) = a. Pro z € (=2,—1) je Fx(z) = 0.1x 4+ 0.5, a
tudiz

a=01z+05 & z=10a-35,
tedy

g¢x(a) =10 —5 pro «a€ (0, 0.3).
Podobné pro z € (0,1) je Fx(z) = 0.3z + 0.6, tudiz

10
a=03z+06 <& x:§a—2,
a tedy
10
qx(a) = T 2 pro a€ (0.6, 0.9).
Celkové tak méme
(-2 , a € (0, 0.3)
10 =5 , € (0.3, 0.4)
(@) —0.5 , =04
ax\&) =
* 0 , a€ (0.4, 0.6)
Fa—2 , ae (06, 0.9)
L1 , a €09, 1).
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Piiklad 21: Pravdépodobnost, Ze atlet v oddile skoci do ddlky pres d5m, je 0.7. V oddile je 6 atletii.

1. Jaké rozdéleni pravdépodobnosti md ndhodnd velicina X popisugici, zda atlet skocil (X =1)
nebo neskocil (X = 0) pies 5m? Urcete i stiedni hodnotu EX a rozptyl var X.

2. Jaké rozdélent md ndhodnd velicina Y popisujici pocet atleti v oddile, kteri skocili pres S5m?
Urcete 1 stredni hodnotu EY a rozptyl var Y.

3. Jakd je pravdépodobnost, Ze pies dm skoci v oddile alespon 4 atleti?

Reéeni:
1. X ~ Alt(O.?), tj. P(X = 1) =0.7a P(X = 0) =0.3.
EX =0.7, var X =0.7-0.3 = 0.21.

2. Y ~ Binom(6,0.7), tj. P(Y = k) = (})0.7%0.35"% pro k = 0,1, ..., 6.
EY =6-0.7=4.2,varY =6-0.7-0.3 = 1.26.

3. P(Y > 4) =370, (9)0.7%0.35% = (9)0.710.32 + (£)0.7°0.3" + (£)0.7%0.3°.

Piiklad 22: Semena mayji klicivost p € (0,1). Jaky je optimalni pocet n semen v jamce, aby byla
co nejuyssi pravdépodobnost, Ze vyklici prdve jedno? Reste obecné a pro p = 1/3.

Resent:
Pocet vyklicenych zrn mé o binomické rozdéleni Bi(n,p) a pro n € N (n > 1) nabyva hodnoty 1
s pravdépodobnosti

gtn) =) p' L=p)" ' =npl-p"".

Takova funkce g je definovana pro vSechna kladné realna n a je unimodélni (do maxima rostouct,
pak klesajici), takZe maximum nastava v jediném bodé s nulovou derivaci

gm)=pL—p)" " +npl-p)" " In(l-p)=p1-p)" (1 +nn(-p).
Nulova muze byt pouze posledni zavorka, a to pro
-1
In(1-p)

Maximum v oboru prirozenych ¢isel nastava pro jedno ze dvou celych ¢isel, ktera jsou nejblize této
hodnoté. Pro p = 1/3 je ¢’ nulova v

n =

-1
n=-—s = 2.466

In -
3

tedy zde nastava maximum pro n € {2,3}, a to pro obé hodnoty, nebot dosezenim zjistime, Ze
A AN AN C AN A A
1)\3 3 S\ \3 3 9

Priklad 23: Na ldtce (pevné sitky 1m) je primérné jeden kaz na 10m délky. Predpokliddme, Ze
pocet kazi se Tidi Poissonovym rozdélenim. Jakd je pravdépodobnost, Ze na 50m délky latky bude

1. presné 10 kazi,

2. maximdlné 3 kazy,

13



3. presné 5 kazi, z toho 4 na pronich 20m?

Reseni:
Ozna¢me X ndhodnou veli¢inu popisujici pocet kazi na 50m délky latky. Pak

)\k‘
P(X = k?) = FG_A,]C = O,]_,...
a jelikoz EX =5 = A = 5. Tudiz

1. P(X =10) = 25e0,

2 P(X<3)=ed (B+5+5+5).

3. Oznacme X; ndhodnou veli¢inu popisujici pocet kazii na prvnich 20m délky latky a X,
nahodnou veli¢inu popisujici pocet kazti na zbylych 30m délky latky. Analogicky k predeslému
Ak b Y

P(X; =k) = k—}e—h a P(Xy=k)=qe™,

kde A\; =2 a Ay = 3. Hledan& pravdépodobnost je tedy
PX1=4,X,=1)=P(X; =4)P(Xy;=1) = e ?—e % =2e".

Pozn.: Ndhodné veliciny X, a X5 jsme zvolili tak, aby se jednalo o po¢ty kazi na disjunktnich
intervalech, a tudiz aby tyto po¢ty byly nezavislé, jinak bychom nemohli pouzit vztah P(X; =

Priklad 24: Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0.51. Jakd je pravdépodobnost, Ze v dané porod-
nici dnes bylo nejpozdéji (v casovém potadi) éturté narozené dité holcicka?

Reseni:
Ozna¢me X nahodnou veli¢inu popisujici pocet narozenych chlapctu pred prvni narozenou hol¢ic-

kou. Pak
X ~ Geom(0.49), tj. P(X = k) = 0.51-0.49, k=0,1, ...

Hledana pravdépodobnost je tedy

1—0.514

— =1-0.51"
1—0.51 05

3 3
P(X <4)=) 051"-049 =049 0.51* =049

k=0 k=0
Jiny zptsob vypoctu:
Oznac¢me Y nahodnou veli¢inu popisujici pocet narozenych holci¢ek v prvnich ¢tyfech narozenych
détech. Pak
4
Y ~ Binom(4,0.49), tj. P(X = k) = (k) 0.49% . 0.51°% k=0,1,2,3,4.
Hledana pravdépodobnost je tedy

4
PY>1)=1-PY =0)=1- (0) 0.49°.0.51* =1 —0.51%
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Priklad 25: Pri numerickém vypoctu se redlnd ¢isla zaokrouhluji na jedno desetinné misto. Jakd
je pravdépodobnost, Ze vzddlenost skutecného c¢isla od zaokrouhleného bude vétsi nez 0.047

Resent:
Ozna¢me X nédhodnou veli¢inu popisujici rozdil "skutecné - zaokrouhlend hodnota". Pak
X ~ Ro(—0.05,0.05),

tj. X ma hustotu f(z) = 10 pro z € (—0.05,0.05) a f(z) = 0 jinde.
Hledana pravdépodobnost je tedy

P(|X] > 0.04) =1 — P(|X| <0.04) =1 — P(—0.04 < X < 0.04)

0.04
=1- / 10dz = 0.2.
—0.04

Piiklad 26: Na zdkaznickou linku prichdzi primérné 12 hovori za hodinu. Doba cekdni na hovor
md exponencidlni rozdélent.

1. Jakd je pravdépodobnost, Ze nejblizsi hovor pFijde nejdrive za 10 minut?

2. Urcete cas t takovy, Ze nejblizZsi hovor prijde nejdrive za t minut s pravdépodobnosti 0.7.

Resen:
1. K 1loze je mozno pristupovat vice zptisoby. Napft.

(a) Ozna¢me X nahodnou veli¢inu popisujici dobu ¢ekani (v minutéch) na nejblizsi hovor.
Pak

tj. X ma hustotu

a distribu¢ni funkeci

Hodnotu 1/5 jsme ziskali z faktu, ze pro X ~ Exp(\) je EX = 1/)\ a pfitom stiedni
doba ¢ekani na hovor je 5 minut.
Hledana pravdépodobnost je tedy

P(X>10)=1-P(X<10)=1-F(10)=1— (1 —e %) =¢72,

kterou lze spocitat také pomoci integralu z hustoty jako

<1
P(X > 10) :/ ge_x/‘r’dx =e 2

10

(b) Ozna¢me Y néhodnou veli¢inu popisujici pocet hovort béhem 10 minut. Pak

k

2
Y ~ Po(2), tj. P(Y = k) = H6-2, kE=0,1,..

Hodnotu 2 jsme ziskali z faktu, Ze pro Y ~ Po()) je EX = X a pfitom stfedni pocet
hovorti za 10 minut jsou 2.
Hledana pravdépodobnost je tedy

2’ -2

P(YzO):ae =e

15



2. Uvazujme opét X nahodnou veli¢inu popisujici dobu ¢ekani (v minutach) na nejblizsi hovor.
Pak

t=-5In0.7
t=1.78.

Priklad 27: Vyska déti v 1.t7idé je ndhodnd velicina X ~ N(130,36). Jakd je pravdépodobnost,
Ze mahodné vybrané dité bude

1. vétsi neZ 136 cm,
2. mensi nezZ 118 cm,
3. mit vysku mezi 127 a 133 cm?
Reseni:
Ozna¢me Z nahodnou veli¢inu s normovanym normélnim rozdélenim, tj. Z ~ N(0,1), a ® jeji

distribuéni funkei, pficemz hodnoty ®(x) pro rizna kladna x lze vy¢ist ze statistickych tabulek a
pro zaporna x plati ®(x) = 1 — &(—x). Pak

1.
X —-130 136 — 130
P(X >136) = P( > )=P(Z>1)=1-P(Z<1)
V36 V36
—1—®(1) =1—0,8413 = 0, 1587.
2.
X —-130 118 —-130
P(X < 118) = P( < )= P(Z < =2) = ®(—2)
V36 V36
=1-®(2)=1-0,9772 = 0,0228.
3.

127 — 130 - X —130 < 133 — 130)

V36 V36 V36
(O5<Z<O5) P(Z < 0,5) — P(Z < —0,5)
2<I>(0,5)—1:2~0,6915—1:0,383.

P(127 < X < 133) = P(

Priklad 28: Ostéparky Anna a Barbora maji primérné délky hodid 67 m, respektive 75 m, a
smeérodatné odchylky 6 m, respektive 3 m. Predpoklddejme, Ze délky hodi maji nezdvisla normdint
rozdéleni. Spoctéte pravdépodobnost, Ze pri jednom hodu hodi Anna ddl neZ Barbora.
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Resent:

Néhodna veli¢ina A popisujici délku hodu Anny méa rozdéleni N (67, 36), B popisujici délku hodu
Barbory mé rozdéleni N (75,9), A—B = A+(—1)B mé tedy rozdéleni N (67 + (—1) - 75,36 + (—1)*-9) =
N (—8,45), tudiz kladnych hodnot nabyvé s pravdépodobnosti

A-B—(=8) _0-(-8)

V45 Va5
=1-PZ<1,19)=1-9(1,19) =1-10,883 =0, 117.

P(A—B>0):P( >iP(Z>1,19)

Piiklad 29: Délka hrany krychle je ndhodnd velicina X ~ Ro(1,2). Urcete distribuéni funkci
ndhodné veliciny Y popisujici plochu povrchu této krychle.

Resent:
Pro distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X plati
F(z)=0 r <1
=x—1 1< <2
=1 x> 2.

Pro distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny Y tak mame

G =P(v <y = pox <) =P (x <\ [1) = F (/7).

6 6
t].
G(y) =0 y <6
—\/%—1 6<y<24
=1 y>24

Priiklad 30: Primeérny pocet zdakazniki béhem dne v pruni prodejné je 20, ve druhé prodejné 25
(piredpokladdame, Ze oba pocty se Tidi Poissonovym rozdélenim). Odvodte rozdéleni poctu zdkazniki
v obou prodejndch dohromady.

Resen:

Oznacme

X pocet zakaznikti béhem dne v prvni prodejné,

Y pocet zakaznikii béhem dne ve druhé prodejné,

Z pocet zakaznikti béhem dne v obou prodejnéch dohromady.
Pak

20" 257
_ ZY 20 _ —25

k ) 7 7
Z 20 25’“ 45220 2551 k!

— (k=) k!
k

45k

k—i __ —45_

Z( )20 25k = R
=0

P?‘|,_.
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tj. Z ~ Po(45).

Priklad 31: Necht X ~ Ro(0,2) a Y = X* + 1.
1. Sestrojte distribucni funkci ndhodné veliciny Y.
2. Spoctéte cov(X,Y).

3. Rozhodnéte, zda jsou X a Y nezdvislé? Proc¢?

Reseni:

1. Pro distribué¢ni funkci ndhodné velic¢iny X plati

F(x)=0 x <0
:g 0<x<?2
=1 x> 2.

Pro distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny Y tak mame

Gly)=P(Y <y)=P(X°+1<y)=PX <\y—-1)=F(J/y—1),

tj.
G(y)=0 y<1
y—1
= 1<y<5h
2 —y_
=1 Yy > .

2. Kovarianci vypocteme ze vztahu

cov(X,Y) =EXY — EXEY = EX (X% + 1) - EXE(X? + 1)
=—EX?+EX —EXEX? -EX =EX? -—EXEX?:

21
]EX:/x~—d:U:1
0 2

2 1 4
EXQ:/ 22 Zdr ==
0 2

2 1
EX3:/ 22 Zdr =
0 2

4
cov(X,Y)=2—-1- 3=

Wl N

3. Veli¢iny X a Y nejsou nezavislé < cov(X,Y) # 0.

Priklad 32: Sdruzené pravdépodobnosti nahodngch velicin X a 'Y jsou ddny ndsledujici tabulkou:

X0 X-1]X=2
1771 1/81 0
174 | 1/4 | 1/8
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1. Jakd jsou jejich margindlni rozdéleni?
2. Urcete variancni a korelacni matics.

3. Jsou veliciny X a'Y nezdvislé? Zduvodnéte.
Resent:

1. Rozdéleni vektoru X je

1 1 1
P(X=0)= P(X=0.Y =0)+ P(X=0,Y =1) = + ;= .

1 1
P(X:l):P(X:l,Y:0)+P(X:1,Y:1):§+Z:§,

1 1
P(X=2)=P(X=2Y =0)+ P(X =2.¥ =1)= . 40 =

2. Kovarianci vypoc¢teme ze vztahu cov(X,Y) = EXY — EXEY":

1 3 1 5
EX=0--+1--42.--=2
2+ 8jL 8 8
3 5 5
EY =0--+1--= -
8+ 8 8
1 1 1 1 1 1
EXY =0-0-= 1-241-0-241-1-242.0- 2.1.2 ==
0-0 4+O 4—1— 0 8+ 4+ 0-0+ =3
1 55 7
X,Y)=EXY —EXEY = - — - . — = —.
cov(X, Y) 2 8’8 64
Pro rozptyly dopocitdme
1 3 7
EX2—=02.-4+12.24+92. - °
2+ 8+ 8’
3 5 5
EY?=0%-2 +1%. - =
8+ 8 8
7 (5\° 31
var X =EX? — (EX)’=-—- (=) ==,
8 8 64
2
1
VarY:]EYQ—(]EY)2:§_ 5 :_5
8 8 64

Varian¢ni matice je tudiz
31 7
Var(X,Y) = ( 6 94 )
Korelaci X a Y spocteme jako

_ cov(X)Y) 7/64 T
C Vvar XVvar Y /31/64,/15/64 /465
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tudiz korela¢ni matice je

N
)—‘;‘\1
&

1
Corr(X,Y) = ; :
/465
3. Veliciny X a Y nejsou nezavislé. Divod je bud fakt, ze cov(X,Y) # 0, nebo také napf.

P(X:O,Y:O):i#P(XzO)P(Y:O):%%.

(Pozn.: Aby byly nezavislé, muselo by platit
P(X =4,Y =j)=P(X =0)P(Y =j), Vi,j.)

Priklad 33: SdruZend hustota ndhodnijch velicin X a 'Y je

1, ,—z—4%
e, x>0,y >0,
$, - ..
Jeen(@,9) {0, Jinak .
1. Jakd jsou jejich margindlni rozdéleni?

2. Jsou veliciny X a'Y nezavislé? Zduvodnéte.

3. Urcete variancni a korelacni matics.
Reseni:

1. Marginalni hustoty jsou

fx(@) = [Z fxy(z,y)dy =

= Jo %efxfgdy =z [—2e72]3° = e~ pro > 0 a 0 jinak.

fry) = 7 fxy(zy)de =

o) —_r—Y _Y
= l@ T=5dr = 2

0 2 €

%e_% et =1 pro y > 0 a 0 jinak.

2. Slozky jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz fxy(z,y) = fx(z) - fv(y),Vz,y, coz podle bodu 1.
plati.

3. Jelikoz X ~ FEzxzp(l) a Y ~ FExp(l/2) = varX = 1 a varYy = 4.
Z nezavislosti X, Y plyne okamzité cov(X,Y) =0 = corr(X,Y) =0 =

10
VaI'(X,y) = ( 0 4 )

10
COI'I'(X’Y) = ( 0 1 ) .

Priklad 34: V lese se narodi primeérné 4 zajici denné. Predpokldadejme, Ze pocet narozenych zajici
se 7idi Poissonovym rozdélenim. Jakd je pravdépodobnost, Ze v nasledujicich 7 tydnech se v lese
narodi alespoti 175 zajici?
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Regen:
K teSeni pouzijeme centralni limitni vétu, které ika, ze mame-li velké n, pak pro X;, i =1,2,....n
i.i.d. ndhodné veli¢iny plati

X, —nEX

p(lel : L < a) = ®(a).
vnvar X,

Ozna¢me X; poc¢et narozenych zajici v i—ty den. Pak X; ~ Po(4) = EX; =4 a var X; = 4. Déle
oznacme

\/49 4

Chceme pocitat

49 49
(X —49 -4 —49.
P> X >175) = (Z > 115 =49 4) = P(Z > —1,5)
1

V94 T V494
=1-P(Z<-1,5)=1-®(-1,5) =
= ®(1,5) = 0,9332.

Priklad 35: Tramvaj md intervaly mezi prijezdy 10 minut. Jakd je pravdépodobnost, Ze béhem 24
pracovnich dni strdavi élovek pri cestdch do prdce a zpét cekdnim na tramwvaj nejvyse t¥i hodiny?

Reseni:
K feseni opét pouzijeme centralni limitni vétu. Ozna¢me X; dobu stravenou ¢ekanim pri :—té cesté.
Pak X; ~ Ro(0,10) = EX; =5 a var X; = % Déale oznac¢me

Z_z;‘ilx,-—48-5

25
\/48 - %

Chceme pocitat

48 48
P(> X, <180) = P 2 X 2485 180 48-5 = P(Z < -3)=
i=1 48 . 2 (/48 2
= (—3) =1—B(3) =1 — 0,9987 = 0, 0013.

Priklad 36: Leteckd spolecnost prodavd letenky a chce co nejvice utrzit. Letadlo ma 216 mist, ale
vi se, Ze zhruba 5% lidi se k odletu nedostavi.

1. Jakd je pravdépodobnost, Ze pokud spolecnost proda 220 letenek, nepresdihne pocet cestugicich
kapacitu letadla?

2. Kolik miZe spolecnost prodat letenek na jeden let, chce-li drZet pravdépodobnost, Ze nepre-
sdhne kapacitu, kolem 90%¢

Regent:

K fteSeni opét pouzijeme centralni limitni vétu. Oznac¢me X; = 1, pokud se cestujici k odletu
dostavi, a X; = 0, pokud se cestujici k odletu nedostavi. Pak X; ~ Alt(0.95) = EX; = 0.95 a
var X; = 0.95-0.05.
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1. D&le oznac¢me

220
_XPIX 220095
V220 - 0.95 - 0.05

Pak

V220-0.95-0.05 ~ /220-0.95-0.05
= P(Z < 2.17) = ®(2.17) = 0.985.

220 220
20 X, —220-0.95 _ 216 —220-0.95
P> X;<216)="P (Z“ < ) -
=1

2. Nyni ozna¢me

g S X —n-0.95
Vn-0.95-0.05

Chceme
220
P (Z X; < 216) = 0.9.
=1
Tedy
b (Z?IXZ- —n-0.95 _ 216—n-0.95 ) B
Vn-095-0.05 ~ v/n-0.95-0.05
:P(Zg 216 — n-0.95 ) :q)( 216 — n - 0.95 ) o0,
Vn-0.95-0.05 Vn-0.95-0.05
A tedy
216 — n - 0.
0= n-09 . p110.9) = 198 = n = 223,
Vn-0.95-0.05

Priklad 37: Uvazujme ndasledujici data:
1. pocty jistijch rostlin na plose 1 m?: 0, 2, 1, 4, 4, 5, 2, 3, 7;
2. casy (v sekunddch) mezi impulzy v mozku: 4.25, 0.65, 1.85, 0.20, 0.55, 6.63, 1.38, 0.22, 0.27;

3. venkount teploty nameérené v rizniych letech pri pravidelné podzimni akci: 8.07, 19.23, 9.27,
5.71, 12.62, 11.24, 11.92, 17.50, 14.87.

Nakreslete pro tato data
1. histogramy
2. boxploty
3. empirickou distribucni funkci

a odhadnéte, z jakého rozdéleni mohou tato data pochdzet. Rddneé zdivodnéte.
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Reseni:

mmmmm

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

Enpircka distrbucn fnkcepoteploty

1. Jedna se o diskrétni rozdéleni, pricemz pocet rostlin na dané plose neni teoreticky omezen
= data pochézeji nejspis z Poissonova rozdéleni.

2. Jedna se o spojité rozdéleni, pficemz histogram pfipominé kiivku hustoty exponencialniho
rozdéleni (nebo také graf empirické distribuéni funkce pfipominé kiivku distribuéni funkce
exponencialniho rozdéleni) = data pochazeji nejspis z exponencialniho rozdéleni.

3. Jedné se o spojité rozdéleni, pfi¢emz histogram pripomind Gaussovu kiivku (tj. kiivku hus-
toty norméalniho rozdéleni ) = data pochéazeji nejspis z normalniho rozdéleni.

Priklad 38: Pocet kazi na tabulkdch skla se 7idi Poissonovym rozdélenim. Bylo pozorovdno

Metodou momenti a metodou maximdlni vérohodnosti urcete parametr \ tohoto Poissonova rozde-

lent.

Reseni:
Metoda momenti:

17 tabulek
4 tabulky
1 tabulka
2 tabulky
1 tabulka

bez kazu
s 1 kazem
s 2 kazy
s 8 kazy
s 5 kazy.

Pro nahodnou veli¢inu X ~ Pois(\) je EX = A
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= 1T0441412423415 _ 17
Zaroven je T = “Hp T = o8

Metoda maximalni vérohodnosti:
Pro nahodnou veli¢inu X ~ Pois(\) je P(X = k) = J7e.
Vérohodnostni funkce je

n )\$z _)\ )\0 N 17 )\1 _)\ 4 )\2 N 1 )\3 ) 2 )\5 ) 1
L()\) = 11 332' € = (ae ) Fe 56 56 ae =
/\17 —25)

= 1440

Logaritmicko-vérohodnostni funkce je

I(\) = log L(\) = 17log A — 25X — log 1440.

Jeji derivace je

al(N) 17
—— = — —25.
o\ A )
Regenim tedy je . .
1 |
— —2=0= A= —.
A = 25

Priklad 39: Doba do poruchy starého vytahu md exponencidlni rozdélent. Bylo zjisténo, Ze se vijtah
porouchal postupné za 4 dny, 7 dni, 12 dni, 2.5 dne a 24.5 dne. Metodou momenti a metodou
maximdalni vérohodnosti urcete parametr \ tohoto exponencidlniho rozdélent.

ReSen:
Metoda momentii:
Pro néhodnou veli¢inu X ~ Exzp()) je EX = 1.
Zaroven je 7= 447+12+2.5424.5 10
: :
Tedy A = .
Metoda maximaln{ vérohodnosti: Pro nahodnou veli¢inu s rozdélenim Exp()) je f(x) = Ae™* pro
x> 0.
Vérohodnostni funkce je

L()\) _ H )\e—)\xi _ )\6—)\-4)\6—)\~7)\6—)\~12)\e—)\~2.5)\e—)\~24.5 _ )\56—)\60.
i=1
Logaritmicko-vérohodnostni funkce je

[(A) =log L(A) = 5log A — 50.

Jeji derivace je

Regenim tedy je

Priklad 40: V krabici mdme hract kostky, nékteré jsou v pordadku a nekteré falesné. Na falesnijch
padd Sestka s pravdépodobnosti 1/2, zbyvagict Cisla maji stejnou pravdépodobnost. Opakované jsme
vytahli kostku, hodili 30 a vrdtili ji zpet. Cetnost vysledki byla:
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hodnota 1 112134516
cetnostn; || 18 | 20 | 12 | 15 | 10 | 25

1. Odhadnéte, kolik procent kostek je falesnyjch,

(a) metodou momenti ,

(b) metodou maximdlni vérohodnosti.

2. Okomentujte strucné, co bychom dostali metodou momenti, kdybychom méli napozorované
hodnoty:

hodnota v || 1 | 2 | 3| 4 | 5 | 6
cetnostn; || 18 | 20 | 12 | 15 | 15| 20

Reseni:

1. Podil falesnych kostek oznacme ¢ € (0, 1). Nase nahodna veli¢ina je X =“hodnota, kterd padne
na dané kostce” a muZeme ji vyjadrit jako smés X = Mix.(X7, Xs) sloZenou z nahodnych
velicin X7 =“hodnota, kterd padne na falesné kostce” a Xo =“hodnota, kterd padne na spravné
kostce”.

(a) Mame EX; = (1 +---+5)+1.6 =
smési tak dostaneme

[V}

aEXy = 3(1+---+6) = I, takZe z definice

EX =c EX;+(1-¢) - EXo=c-2+(1—c)-T=c+

N~

Realizace vybérového priaméru je

18-1+20~2+12-3+15-4+1O-5+25-6_354_354
18+20+ 12+ 15+ 10+ 25 100 T

€T =

Srovnanim dostaneme
¢+ 3.5=3.54,

coz dava ¢ = 0.04. Jelikoz ¢ € (0, 1), vyhovuje to zadani, a tedy je ¢ = 0.04 feSenim.

(b) Z definice smési mame pravdépodobnostni funkei pro X tvaru
P(X =1i)=cP(X;=1)+ (1 —c)P(Xy =1),

tedy

cis+(1—c)t=32¢ i=1,...,5,

cz+(1—c)g=12 [ i=6.

Ve smési rozdéleni Sestka padla 25X, ostatni ¢isla padla 75X (neni t¥eba mezi nimi
rozliSovat, protoZe maji stejnou pravdépodobnost). Tedy vérohodnostni funkce je

L) = (5;020>75' <1+62c>25 |

l(c) =In(L(c)) =75 In(5b —2¢) + 25 In(1 + 2 ¢) + konst.

Maximum nastava pro ¢ takové, ze

~150 50 2 — 8¢ e
— . cC = =
5—2¢  1+2¢ (5—2¢)(1+2¢) 1

0=10(¢) = e (0,1).
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2. Pro hodnoty

hodnota¢ | --- | 5 | 6
Cetnost n; | --- | 15| 20

bychom dostali

18-14+20-24+12-3+15-4415-5+20-6 349
18 +20+ 12+ 15+ 15+ 20 100

Jelikoz viak EX = c¢-4.54 (1 —¢) - 3.5 € (3.5, 4.5), rovnice ¢ + 3.5 = 3.49 nema FeSeni pro
¢ € (0,1). V tomto ptipadé tedy metoda momentti nedava zadnou odpoved.

3.49 .

€T =

Priiklad 41: U 64 praktickych lékari byl nameren vgberovy primér poctu pacienti za den 23,
vgbérovy rozptyl pak byl roven 36, rozdélent poctu pacienti neni zndmé.

1. Sestrojte (asymptoticky) 95% interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu poctu pacienti.

2. Otestujte (pomoct intervalu spolehlivosti) na hladiné 5%, zda skutecnd stredni hodnota poctu
pacienti za den mize byt povaZovdina za rovnu 25.

Priklad 42: Vyrobce turdi, Ze spotieba jim vyrabéného automobilu je 8 1/100km. Primérnd spotieba
u 49 uZivateli ale byla 8.4 1/100km. Naméren byl ddle vijbérovy rozptyl 2.56. Testujte na hladiné
5%, zda mél vijrobee pravdu.

Priklad 43: Na 100 osobdch byla pozorovana barva oci a vlasi. Namereny byly ndsledujici sdruZené
cetnosti:

oCi / vlasy | tmavé | svétlé
modré 10 20

zelené/sedé | 10 10
hnédé 40 10

Jsou barvy o¢i a vlasi nezdvislé? Testujte na hladiné 5%.

Priklad 44: Firma md tr pobocky. Dva roky bylo sledovdno, kterd z nich zaznamenala nejuyssi
mesicni vynos. Bylo zjisténo, Ze nejuynosnéjsi byla proni pobocka desetkrdat, druhd sestkrat a treti
osmkrdt. Je mozné tict, Ze pruni pobocka je nejuynosnéjsi dvakrdt castéji neZ zbylé dve? Testujte

na hladiné 5%.

Priklad 45: Pro pojisténi motorovijch vozidel pouZivd pojistovna t7i kategorie pojistného:

1 - zdkladni pojistné,

2 - bonus 30%,

3 - bonus 50%.

V' pronim roce plati pojistény zakladni pojistné. Jestlize md rok bezeSkodni pribéh, je pojisteny v
dalsim roce zatazen o tiidu vyse (pokud je to mozné), pokud ale uplatni jeden pojistny ndrok, je v
pristim roce zatazen o kategorii niZe (pokud je to mozné) a pri uplatnéni vice nez jednoho ndroku
o dvé kategorie niZe (pokud je to mozné). Pocty vyskyti pojistné uddlosti v jednotlivgch letech jsou
nezavislé, stejné rozdélené nahodné veliciny s Poissonovym rozdélenim s parametrem \.

1. Urcete pocdatecni rozdeéleni a matict pravdépodobnosti prechodu.

2. Najdéte staciondrni rozdélent pro pripad, kdy kaZdy ridic hldasi skodu primérné jednou za 10
let (hodnoty v matici pravdépodobnosti prechodu zaokrouhlete na jedno desetinné misto, resp.
dvé desetinnd mista na pozicich ps1 a ps2).
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Priiklad 46: Markovsky retézec je dan grafem:

1. Napiste matici pravdépodobnosti prrechodu, klasifikujte stavy a stanovte vsechny komponenty.
Stanovte pravdépodobnosti prechodu ze stavu 1 do stavu 4 po pravé 3 krocich.

Popiste markouvskij Tetez, ktery vznikne aplikovdnim d kroki, kde d je perioda pivodnich stauvi.
Najdéte staciondrni rozdélend.

Konverguge rozdélent stavi ke staciondrnimu? Za jakych podminek? Odidvodnéte.

I

Stanovte rozdélend pravdépodobnosti stavi po 1000 krocich, pokud jsme vysli ze stavu 1.

Priiklad 47: Markovsky retézec ma matici pravdépodobnosti prechodu

0 0 0 1/5 4/5
0 1/2 0 1/2 0
0 0 1 0 0
0 1/3 0 2/3 0
1/3 0 1/3 0 1/3

1. Klasifikujte vsechny stavy.
2. Najdéte vSechny uzaviené mnoziny stavii.

3. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posudte, zda Fetézec k nékterému z
nich konverguje.

4. Odhadnéte stav ve vychozim case t, vite-li, Ze v case t + 2 byl Tetézec ve stavu 2.

Priklad 48: Z pozorované posloupnosti stavi (2,1, k,3) odhadnéte stavy i a k markovského Fetézce
s matici pravdépodobnosti prechodu

1/2 1/2 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2

12 0 0 1/2

P

Piiklad 49: Markouvsky retézec md dva stavy 1 a 2. Pravdépodobnost prechodu ze stavu 1 do stavu
2 je p, pravdépodobnost prechodu ze stavu 2 do stavu 1 je q. Z pozorované posloupnosti stavi

(1,2,2,1,1,1,2,1,1,1,2,2,1,1,1,1)
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odhadnéte parametry p, q.

Piiklad 50: Alice trefi ter¢ s pravdépodobnosti 1/3, Bob s pravdépodobnosti 1/2. Pokud hrdé
zasdhne terc, strili ddle, pokud mine, je na Tadé druhy hrac. Zacind Alice. Alice vyhrdvd, pokud
trefi ter¢ 2x za sebou, Bob vyhrdvd, pokud trefi teré¢ 3x za sebou. Pro oba hrdce stanovte pravdeé-

podobnosti vijhry.
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