Kapitola 1

Zaklady pravdépodobnosti

1.1 Zakladni pojmy
Definice 1.1 Necht' A je neprdzdny systém podmnoZin mnoZiny Q # 0 takovy, Ze

a) D e A,
b) je-li A € A, pak A° € A, kde A° znaci doplnék mnozZiny A do Q.

c) jsou-li A; € A, i = 1,2,..., pak U2 A; € A.
Pak A nazgvame o-algebrou.

Definice 1.2 Necht Q # 0 a A je o-algebra definovand na Q. Pak pravdépodobnosti
nazveme redlnou funkci P definovanou na A, kterd splniuje

a) P(Q) =1, P(0) =0,
b) P(A) 2 0 pro vSechna A € A,

c) pro kazdou posloupnost po dvou disjunktnich jevii { A}, plati

P(UX,A;) = i P(A).

Trojice (2, A, P) se nazjvd pravdépodobnostni prostor.
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Terminologie:

1) 0 ... jev nemozny
2) Q ... jev jisty

3) AU B ... sjednoceni jevii A, B (jev, ktery nastane pravé tehdy, nastane-li aspon
jeden z jevi A, B)

4) AN B ... prunik jevi A, B (jev, ktery nastane pravé tehdy, nastanou-li oba dva
jevy soucasné)

5) B— A ... rozdil jevu B a A (jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz nastane jev B a
zéroven nenastane jev A)

6) AC B ... Ajepodjev jevu B

7) Ac=Q — A ... doplnék jevu A (jev, ktery nastane prave tehdy, kdyz nenastane jev
A)

8) ANB =10 ... jevy A, B jsou disjunktni (nemohou nastat souc¢asné)

Vlastnosti pravdépodobnosti:

1) 0< P(A) <1, VA€ A,

2) P je monotonni: A, B e A;AC B= P(A) < P(B),
P(A°) =1— P(A), VYA€ A,

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB), VYA Be A,
5) AABe A,Ac B= P(B—A) = P(B) — P(A),

3

)
)
)
4)
)
)

6) pro kazdou posloupnost disjunktnich jeva {A;}$2, takovych, ze U2, A; = Q, plati
P(UZAi) = 3005, P(A4) = 1.

1.1.1 Specialni typy pravdépodobnostnich prostori
I. Klasicky pravdépodobnostni prostor

Pravdépodobnostni prostor (2, A, P) nazveme klasickym pravdépodobnostnim prostorem,
jestlize

a) mnozina ) je kone¢na a vSechny mozné vysledky jsou stejné pravdépodobné, tzn.
oznacime-li postupné pq, ... ,p, pravdépodobobnosti jednotlivych vysledki elemen-
tarnich jevii, pak p; = pa = ... = p = — (je-li moznych vysledki m),
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b) za o-algebru A vezmeme systém vSech podmnozin mnoziny €2,

c¢) pravdépodobnost P nadhodného jevu A je rovna

P(4) = 24,

m

kde m 4 je pocet vysledku priznivych jevi A a m je pocet vSech moznych vysledkt nahod-
ného pokusu.

II. Geometricky pravdépodobnostni prostor

Geometrickym pravdépodobnostnim prostorem nazveme pravdépodobnostni prostor (€2, .4, P)
takovy, ze

a) 2 C R (obvykle d = 1,2, 3), neboli viechny elementarni jevy lze vyjadiit jako body
néjaké mnoziny,

b) A= B(Q2) je Borelovska o-algebra na Q (tj. nejmensi o-algebra obsahujici vSechny
oteviené podmnoziny 2, tudiz i v8echny uzaviené podmnoziny a kombinace obou
téchto typu),

c) P(A) = ’:L Zgég, kde pu? je d-rozmérna Lebesqueova mira. Pro nase tcely postaéi,
pokud si pod p'(A) predstavime délku mnoziny A, pod u?(A) obsah A a pod p?(A)
objem A.

III. Obecny diskrétni pravdépodobnostni prostor

Obecny diskrétni pravdépodobnostni prostor je pravdépodobnostni prostor (£2,.A4, P)
takovy, ze

a) Q= {wl,u)g, .. .},
b) A je mnozina viech podmnozin €,

c) jsou dany pravdépodobnosti elementarnich jevi P(w;), které splauji: > P(w;) =
1. Pak pravdépodobnost libovolného jevu je dana jednozna¢éné vztahem P(A) =

ZwieA P<wi)'

IV. Obecny spojity pravdépodobnostni prostor

O spojitém pravdépodobnostnim prostoru mluvime tehdy, kdyz
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a) 2 =R, neboli viechny elementéarni jevy lze vyjadfit jako body na reélné ose,
b) A = B(R) je Borelovska o-algebra nad R,

c¢) Je dana funkce f: R — [0,00] takova, ze [; f(x)dz = 1. Pak pravdépodobnost
libovolného jevu A € A je dana jednozna¢né vztahem

P(A) = /A F(z)dz.

1.1.2 Podminéna pravdépodobnost

Definice 1.3 Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (0, A, P) a ndhodné jevy A, B, kde
P(B) > 0. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B, definujeme
vztahem

P(ANB)

55 (1.1)

P(A|B) =

Véta 1.1 Necht je ddn pravdépododnostni prostor (1, A, P) a ndhodny jev B, kde P(B) >
0. Potom pro libovolnyg jev A € A plati:

a) P(A|B) >0,
b) P(Q|B) =1,
¢) P(U2 A, |B) =" P(A,|B) pro kazdou posloupnost {A,} disjunktnich jevi.

Diikaz.

a) ziejmeé,

b) z definice 1.3 plyne, Ze

P(Q|B) = - =1,

c) protoze Aj, As, ... jsou disjunktni, taki A;NB, A;NB, ... jsou disjunktni. Z axiomu
c) definice 1.2 a z definice 1.3 plyne
P(UX,A,NB) > P(A,NB)

P(Up, An|B) = P(B) PB)

= 2o P(An|B)
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Poznamka 1.1 Véta 1.1 rikd, Ze podminénd pravdépodobnost md vsechny vlastnosti pravdépodob-
nosti nepodminéné.

Véta 1.2 (o nasobeni pravdépodobnosti):
Pro libovolnou posloupnost ndhodnygch jevi Ay, As, ..., An, P(A1NAsN ... NA,—1) >0
plati

P(N!_,A;)) = P(A))P(A2|A))P(A3lA; NAg)... (1.2)
P(A,JAi N AN .. NA,).

Diikaz. Opakovanym pouzitim definice 1.3 podminéné pravdépodobnosti dostavame:

P(MZ AN Ay) = P(N A P(AL NS A =
= P(MZPA)P(An | M2 A)P(AL| NP A
= P(A)P(Ay]A))P(As|A1 N Ay) ... P(A,| NI Ay).
Vzhledem k monotonnii pravdépodobnosti a predpokladu véty méame
P(A)>P(AiNA)>...>P(AiN...NA,1)>0

a tedy vSechny podminéné pravdépodobnosti v tvrzeni véty jsou dobfe definovany.

Véta 1.3 (O celkové pravdépodobnosti) Necht Ay, As, ... jsou ndhodné jevy tvorici
rozklad jevu jistého, tzn.

Necht tyto nahodné jevy magi postupné pravdépodobnosti P(A1), P(As), ..., pficemz P(A;) >
0, Vi = 1,2,... Uvazugyme libovolny ndhodny jev B, u néhoz zndme podminéné pravdépodob-
nosti

P(B|A4;), Vi=1,2,...

Potom

ZP P(B|4;). (1.3)

Diikaz. Jevy Aj,..., A, tvoii disjunktni rozklad = (4; NB)N(A;NB) =0 Vi #
J, U2, (A; N B) = B. Potom

P(B) = P(UZ,(A; N B)) ZPAmB ZP P(B|A4;).
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Véta 1.4 (Bayesova véta) Necht jsou spinény piedpoklady véty 1.3. Pak

P(A;|B) = Zgl(?(‘j?)'_j;((%j), i=1,2,... (1.4)

Diikaz. Podle vzorce pro podminénou pravdépodobnost je

P(A; N B)
P(A)|B) = ——=. 1.
Po dosazeni (1.3) do (1.5) dostavame
P(A;N B) P(B|4;) - P(A:)
P(Ai|B) = == S . (1.6)
Zj:l P(Aj) ’ P(B‘Aj) Zj:l P(Aj) 'P<B|Aj)
O
1.1.3 Nezavislost
Definice 1.4 Ndhodné jevy A a B jsou nezdvislé, jestlize plati
P(AnB)=P(A)- P(B). (1.7)

Pojem nezéavislosti mtizeme rozsitit i na skupinu nahodnych jevu.

Definice 1.5 Necht Ay, As, ..., A, jsou ndhodné jevy. Rekneme, Ze gsou skupinové (totdlne)

nezdvislé, jestlize pro libovolnou posloupnost indexi {kq, ko, ...k} C {1,....,n}, r =
2,...,n plati

P(Ag, N A, N...NAg) = P(Ay,) - P(Ag,) - ... - P(Ag,)- (1.8)
Definice 1.6 Necht Ay, ..., A, jsou ndhodné jevy. Rekneme, Ze jsou po dvou nezavislé,
jestlize jevy A;, A; jsou nezdvislé pro vsechna i,j =1,...,n, i # j.

Véta 1.5 Necht A, B jsou nezdvislé nahodné jevy. Pak dvojice jevii (A, B€), (A€, B),
(A¢, BY) jsou nezdvislé.

Driikaz.
P(A°NB) = P(B-A)=PB-[ANB|)=P(B)—P(ANB) =
= P(B)—P(B)-P(A)=P(B)-(1—P(A)) =P(B) - P(A°).
Nezavislost jevi A, B¢ se dokdze analogicky.

Jsou-li nezavislé jevy A, B, pak podle pfedchoziho jsou nezévislé jevy A, B¢, ale odtud
opét podle predchoziho jsou nezavislé i jevy A€, B€.
O
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1.2 Nahodna veli¢ina

Definice 1.7 Necht (0, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Redlnou funkci X defino-
vanou na 2 nazyvdme ndhodnou velicinou, jestlize X je méfitelné zobrazeni X : (Q, A) —
(R, B), tj.

{we: X(w)eB}e A (1.9)

pro libovolnou borelovskou mnoZinu B € B (B je o-algebra borelovskych podmnozin, tj.
nejmensi o-algebra obsahujici systém vSech oteviengch podmnozin R).

Poznamka 1.2 Ndhodné veliciny budeme znacit velkymi pismeny X,Y, Z ... Hodnoty,
kterych mohou ndhodné veliciny nabyjvat, budeme znacit malymi pismeny x,y, 2 . . .

Poznamka 1.3 Misto {w € Q : X(w) € B} budeme zjednodusené psdit {X € B} a misto
{we Q: X(w) <z} budeme zjednodusené psdat {X < x}.

Poznamka 1.4 Soucty, souciny, podily, minima a maxima ndhodnijch velicin jsou opét
ndahodné veliciny; umocnéeni nahodné veliciny prirozenym cislem, ndsobeni ndhodné veliciny
skaldrem jsou také ndhodné veliciny.

Definice 1.8 Necht X je ndhodnd velicina. Jeji distribucni funkci nazgvdme redlnou
funkci Fx redlné proménné x definovanou

Fx(x)=P(X <z2)=P{w: X(w) <z}), zeR (1.10)
Vlastnosti distribu¢ni funkce:
Distribu¢ni funkce F'x(z) nahodné veli¢iny X je

a) neklesajici, tj. pro libovolné a,b € R,a < b, plati Fix(a) < Fx(b),
b) zprava spojita v libovolném bodé x € R,

¢) lim, o Fx(z) =0,lim, .o, Fx(z) = 1.

Diskrétni nahodna velié¢ina

Definice 1.9 Ndhodnd velicina X se nazyjva diskrétni (nebo také vikame, Ze X md diskrétni
rozdéleni), jestlize existuje (konecnd mebo spocetnd) posloupnost redlngch cisel {x,} a
odpovidagici posloupnost nezapornych cisel {p,} = P(X = z,) (obvykle p, > 0 pro

vSechna n) takovd, Ze
> pn=1 (1.11)
n=1
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Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny X ma tvar

Fx(r)=P(X<z)= > PX=z)= Y pn (1.12)

{n:xn<z} {n:xn<z}
a
Pla<X <b)=Fx(b)—Fx(a)= > PX=xz,)= > pa
{n:a<z, <b} {n:a<z,<b}
pro libovolna realna ¢isla a, b, kde a < b.
Distribué¢ni funkce je tedy schodovita funkce se skoky v bodech x1, x4, ...a je konstantni

na intervalech [x,, z,1). Velikost skoku v bodé x,, je p, = P(X = z,).

Absolutné spojitad nahodna veli¢ina

Definice 1.10 Ndhodnd velicina X se nazgvd absolutné spojitd (nebo také Fikame, Ze
X md absolutné spojité rozdéleni), jestlize existuje nezdpornd integrovatelnd funkce fx
takovd, Ze plati

Fx(x)=P(X <x)= /:C fx()dt, x € (—o0,00). (1.13)

Funkce fx se nazyvd hustotou rozdéleni pravdépodobnosti.

Poznamka 1.5 Misto "P(X md vlastnost V') = 1" budeme ikat "X md vlastnost V
skoro jiste." Casto budeme uZivat zkratku s.j.

Vlastnosti hustoty:

a) fx(z)= %Fx@) 8.
b) [7 fx(z)dz =1,

c) Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a) = [* fx(z)dz pro libovolna redlna &isla a, b, kde
a <b.

Zobecnéni

Definice 1.11 Mira je mnoZinovd fee na (2, A), tj.

(i) pw: A—[0,00],
(i) n(0) =0,
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(iii) jsou-li A, € A,n > 1 disjunktni, pak p(Us An) = > 07 1(Ay).

n=

Je-li u(2) = 1, rikdme p pravdépodobnostni mira.

Kazdé nahodné velic¢iné X a borelovské mnoziné B € B pak lze pripsat pravdépodobnostni
miru na (R, B)
px(B) = P({w € Q: X(w) € B}),

kterou nazyvame rozdeéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X. Polozime-li specidlné
B = (—o0, x], dostavame

px(B) = P({w € : X(w) < x}) = Fx(2),

coZ neni nic jiného nez distribu¢ni funkce. Vidime tedy, Ze mezi distribu¢ni funkei a
rozdélenim pravdépodobnosti existuje vzajemné jednoznacny vztah. Specialné pak, polozime-
i B=(a,b]; —0o <a<b< oo, dostavame

P(X € (a.b]) = Fx(b) — Fx(a) = x((a,).

Uvedeny vztah je definovan pouze pro intervaly, ovSem to ndm sta¢i pro jednoznacné
definovani miry pro v8echny borelovské mnoziny, tudiz plati

Px € B) = pux(B) = [

ldpx(z) = / ldFx(xz), VBe€B.
B B

Tento integral je tedy zobecnénim klasického integralu [ 1dz, v némz ale x maji riznou
vahu, a sumy, kde jednotlivé s¢itance maji také rtiznou vahu.

Tyto uvahy néas proto vedly k rozdéleni ndhodnych veli¢in na dva zakladni typy - na

diskrétni a absolutni spojité nahodné veli¢iny. V praxi se vSak mohou vyskytovat i jejich
kombinace.

1.2.1 Charakteristiky ndhodnych veli¢in
Stiredni hodnota

Definice 1.12 Necht X je ndhodnd velicina definovand na pravdépodobnostnim prostoru

(Q, A, P).

a) Necht X je diskrétni nahodnd velicina nabyvajici redlnijch hodnot x 1, xs, x3, ...,
tzn. takovd, Ze P(X = x;) = p;. Pak stiedni hodnota EX ndhodné veliciny X je
tvaru

i=1

pokud tada v (1.14) konverguge.
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b) Necht X je absolutné spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou fx. Pak stFedni hodnota
ndhodné veliciny X je
EX = / zfx(x)de, (1.15)

pokud integral existuje.

Obecné rteceno, stredni hodnotou EX ndhodné veliciny X nazveme integrdl
IEX:/ rdFx(z), (1.16)

pokud tento integrdl existuje.

Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty
1) Ea=a
2) E(aX +bY) =aEX + bEY
3) X1 <X <Xss7 =EX; <EX <EX,, specialné X >0 s.j5. = EX >0

Véta 1.6 Necht X je ndhodnd veli¢ina definovand na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P)
a necht p : R — R.

a) Ma-li ndhodnd velicina X diskrétni rozdélent {x,, pn}nen,, Dok

Ep(X) = @(wn)pn, (1.17)

n€Ny
pokud jedna ze stran rovnosti existuge.

b) Mad-li nahodnd velicina X absolutné spojité rozdéleni s hustotou f, potom
Be(X) = [ la) (@ (118)

pokud jeden z integrdali existuje.

Obecné napsdno,
Bo(X) = [ o(@)dFx(a), (1.19)

pokud jeden z integrdali existuje.
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Momenty, rozptyl a kovariance

Definice 1.13 Necht X je ndhodnd velicina. Hodnota

EX™ se nazijvd n-tyj moment ndhodné veliciny X,

E(X —EX)" se nazyvd n-ty centrdlni moment ndhodné veliciny X,
E|X — EX]| se nazyvd absolutni moment ndhodné veliciny X .

Definice 1.14 Druhy centrdlni moment se nazgvd rozptyl, znaci se var X = E(X -EX)2.

Definice 1.15 Necht X,Y jsou ndhodné veliciny takové, ze EX? < co a EY? < co. Pak
jejich kovariance je definovdna jako

cov(X,Y) =E(X — EX)(Y —EY).

Poznamka 1.6 Z predeslych dvou definic vyplijvd souvislost mezi rozptylem a kovarianct,
a to cov(X, X) = var(X).

Vlastnosti rozptylu a kovariance
1) Necht X je ndhodna veli¢ina. Pak var X = E(X?) — (EX)?

2) Necht ¢ je konstanta. Pak var ¢ = 0.

)

)

3) Necht X je ndhodn4 veli¢ina a a je realné ¢islo. Pak var (aX) = a?var X.

4) Necht X je nahodna veli¢ina a ¢ je konstanta. Pak var (X + ¢) = var X.
)

5) Necht X je ndhodna veli¢ina, kterd ma konec¢nou stfedni hodnotu a koneény nenulovy

rozptyl. Necht R

A ———
vvar X

Pak EZ =0 avar Z = 1.
6) Necht XY jsou nahodné veli¢iny. Pak var (X +Y) = var X +var Y + 2cov(X,Y).
7) Necht X,Y jsou nadhodné veli¢iny. Pak cov(X,Y) = E(XY) - EXEY.
Véta 1.7 (Cebyéevova nerovnost) Necht X je ndhodnd velicina s konecnym rozptylem.

Pak pro libovolné £ > 0 plat?

X
PlIX —EX|>¢ < 22

e2

Diikaz. Uvazujme nahodnou veli¢inu ¥ = X — EX. Pak

var X =EY?2= [% 22dFy(x) r?dFy(z) >

>
= Jlz[>e

> € [ gz APy () = *P[[Y| Z €].
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1.2.2 Priklady diskrétnich ndhodnych veli¢in

1. Alternativni rozdéleni (Alt(p))
mé nédhodné veli¢ina X, kterd nabyva jen hodnot 0 a 1 s pravdépodobnostmi 1 — p
ap. Cislo p se nazyva parametr alternativniho rozdéleni, 0 < p < 1.
Distribué¢ni funkce je

0 prox <0
F(x):{l—p pro0<z <1
1 prox >1
Snadno se z definic spocte, Ze stfedni hodnota EX = p a rozptyl var X = p(1 —p).

Pouziti: Prikladem alternativné rozdélené ndhodné veli¢iny je napi. pocet jednicek,
které padnou pii jednom hodu kostkou, pocet zmetki pii ndhodném vybéru jednoho
vyrobku atd.

2. Binomické rozdéleni (Bi(n,p))

je rozdéleni ndhodné veliciny X, ktera nabyva hodnot £ = 0,1, 2,...,n. Binomické
rozdéleni je jednozna¢né uréeno dvéma parametry: prirozenym ¢&islem n a ¢islem
pe(0,1).

Pravdépodobnosti p; jsou tvaru

n

Pr = (k)pk(l —p)"* prok=0,1,...,n.
Distribuéni funkce F'(z) je

0 x <0
F(z) —{ > 0<k<a (k)pk(l —p)"F 0<wz<n
1

T > n.

Rozdéleni Bi(n,p) mé stiedni hodnotu np, nebot

n " n !
EX =) k()" A—p"F=>" kmpk(l —p)" "
k=0 k=0

n! _ & n—1)! 1 e
= Zkk!(n - k)!pk(l —p)t = ”pz:: (& —(1)!(n)— k)!pk (1=p"

= npi —k!(én__klz! 1>!pk(1 —p)" " =nplp+ (1 —p))"t = np.

K vypoctu rozptylu pouzijeme vztah

var X = EX? — (EX)? =EX(X — 1)+ EX — (EX)?

n

a provedeme vypocet EX(X —1) ="} k(k—1) (k)pk(l —p)"* analogicky tomu
pro stfedni hodnotu. Dosazenim pak ziskdme hodnotu pro rozptyl np(1 — p).
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Pouziti: Binomickym rozdélenim se fidi napi. ndhodna veli¢ina X, ktera je rovna
poctu tspéchi v posloupnosti n nezavislych alternativnich pokusti, kde pravdépodob-
nost tspéchu v kazdém pokuse je p, 0 < p < 1. Tedy

X - Zn: Xi7
i=1

kde
Y. — { 1 pokud v i-tém pokuse nastal tspéch,

0 pokud tuspéch nenastal.

X je souctem n alternativnich ndhodnych veli¢in.

3. Poissonovo rozdéleni (Po()))
je rozdéleni nahodné veli¢iny X, kterd nabyva hodnot £ = 0, 1,2, ... s pravdépodob-

nostmi N
X
Pk = ik

Cislo A > 0 je parametr Poissonova rozdéleni.
Distribué¢ni funkce je

0 prox <0
Flo) = { N

AN
D0cj<a € 57 Pro0 <x < oo

Stiredni hodnota je A. Rozptyl je rovnéz roven \. Jejich vypocet je obdobou vypoctu
charakteristik binomického rozdéleni

Poznamka 1.7 Poissonovo rozdélent je limitnim pripadem binomického rozdeélent
pron — oo, p — 0,np — X\ (=konstanta).

Pouziti: Timto rozdélenim se fidi napt. ndhodna veli¢ina, kterou je pocet vyskyti
sledovaného jevu v ur¢itém casovém intervalu délky ¢ (predpokladejme, Ze jev muze
nastat v kterémkoliv okamziku a pocet vyskyti béhem casového intervalu zavisi
jen na jeho délce a ne na jeho pocatku ani na tom, kolikrat jev nastal pfed jeho
pocatkem), napt. pocet telefonnich zavolani béhem néjakého ¢asového intervalu atd.

4. Geometrické rozdéleni (Geom(p))
je rozdéleni nahodné velic¢iny X, ktera nabyva hodnot £ = 0,1,2, ... s pravdépodob-
nostmi py = p(1 — p)*. Parametr p je z intervalu (0,1). Distribuéni funkce je

Flz) = { 0 pro xz <0
o Zogkgxp(l _p)k pro x > 0.

. o c 1,y « « . 1— 1—
Pomoci vzored pro geometrické fady se spocte stiedni hodnota Tp a rozptyl p—zp.

Pouziti: Predpokladejme, Ze provadime nezavislé pokusy a ze pravdépodobnost
uspéchu v jednom pokuse je pro vSechny pokusy stejna a je rovna p. Pak vidime, Ze
nahodna veli¢ina (pocet pokusi do prvniho tspéchu) se ¥idi geometrickym rozdélenim.
Nézev tohoto rozdéleni vyplyva ze skutecnosti, ze s rostoucimi hodnotami k pravdépodob-
nosti p, geometricky klesaji.
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1.2.3 Priklady spojitych ndhodnych velic¢in

1. Rovnomérné rozdéleni na intervalu [a,b] (Ro(a,b))
je dano hustotou

1
= a<z<hb,
f(:z:)—{ 0 r<a, x>Db.
Distribué¢ni funkce je
0 T < a,
F(x):{ﬁ a<z<b,
1 x > b.

Lehce se spocte, ze stiedni hodnota a rozptyl jsou

b 1
a—2i— ,var X = E(b—a)Q.

EX =

Pouziti: S rovnomérnym rozdélenim se setkdvame napf. pii vySetfovani chyb ze
zaokrouhlovani v numerickych vypoctech. Jsou-li éisla vstupujici do vypocti nekone¢né
desetinné zlomky, jez se zaokrouhluji na k& desetinnych mist, pak lze chybu ze
zaokrouhleni povazovat za nahodnou veli¢inu s rovnomérnym rozdélenim na in-
tervalu [—5-107%1 5. 107%1] ale také u spousty dalsich jevi.

2. Exponencialni rozdéleni (Exzp()\))
je rozdéleni s hustotou
jinak,
kde A je parametrem rozdéleni.
Distribu¢ni funkce je

0 proz <0
F(x):{ l—e™  2>0.

Integraci per partes se spoc¢te stfedni hodnota
o 1
EX = / e Mdr = —.
0 A
Dvojitym pouzitim per partes ziskdme

& 2
EX? = / 2’ \e Mdr = -
0 A

a nésledné rozptyl
1
var X = EX? — (EX)? = e

Pouziti: Exponencialni rozdéleni Exp()\) je vhodnym modelem "doby ¢ekani" do
nastoupeni urcitého jevu, napt. doby zivotnosti urcitého zarizeni a to tehdy, jestlize
rozdéleni zbyvajici doby cekani nezavisi na tom, jak dlouho jiz ¢ekdme. Rika se
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tomu, ze exponencialni rozdéleni nema pamét. Presné je tato vlastnost popséna
tvrzenim: Ma-li ndhodna veli¢ina X exponencialni rozdéleni, pak

PX>z+ylX>y)=PX >x) Vx>0,y>0,

nebot P(X > z + y|X > y) miZeme podle definice podminéné pravdépodobnosti
prepsat na

PX>xty) e A

P(X >y) e~

Poznamka 1.8 Souvislost s Poissonovym rozdélenim: Md-li ndhodnd velic¢ina X
popisugici dobu cekdni na uddlost rozdéleni Exp(\), pak ndhodnd veli¢ina Y popisu-
jict pocet téchto uddlosti v casovém intervalu délky T md rozdéleni Po(\T).

3. Obecné normalni rozdéleni (N (u,0?))
je definovano hustotou

1 (@=pm)®
f() = ——= ¢ 22, —00 < T < 00,

V2 o2

kde p realné a o2 kladné jsou parametry.

Distribué¢ni funkce je

1 v t—p)?
F(z) = o / e_(zaé) dt, —oo < x < 00. (1.20)

Stiedni hodnota EX = pu a rozptyl var X = o2.

4. Normované normalni rozdéleni (N (0, 1))
je specidlnim piipadem obecného normalni rozdéleni pro p = 0 a o
definovano hustotou

2 =1, tj. je

1 o2
f(z) = e 2, —oo< 1< 00.

Jeho distribuéni funkce se tradiéné znaci pismenem ¢ a plati

1 v 2
O(x) = E/ e 2dt, —oo <z < 0.

Je ziejmé, Ze stfedni hodnota je rovna 0 a rozptyl je roven 1.

Pouziti: Normélni rozdéleni ma mimotradny vyznam v teorii pravdépodobnosti a
matematické statistice, prestoze se timto rozdélenim ridi presné jen mélo ndhodnych
veli¢in. V nésledujicich odstavcich bude fec¢eno, ze soucet velkého poc¢tu nezéavislych
nédhodnych veli¢in (o jejichZ rozdéleni se ¢ini jen velmi obecné predpoklady) ma
pribliZzné normaélni rozdéleni, tim lze vysvétlit klicovou roli tohoto rozdéleni v teorii
pravdépodobnosti a matematické statistice. Ndhodné veli¢iny, s nimiz se v realném
sveté setkdvame, lze velmi casto povazovat za vyslednice piisobeni velkého poctu
drobnych ndhodnych vlivii. Pak lze ocekavat, Ze norméalni rozdéleni bude vhodnym
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modelem pro takové ndhodné veli¢iny. Nejbéznéjsim typem takovych veli¢in jsou
nédhodné chyby (chyby méfeni, zptusobené velkym poctem neznamych a vzajemné
nezavislych pric¢in). Normélni rozdéleni je vhodnym modelem pro fadu fyzikalnich,
technickych a biologickych veli¢in jako napiiklad télesna vyska jedincii homogenni

populace, ro¢ni ¢éastka, kterou pojistovna vyplati za pojistné prihody atd.

Poznamka 1.9 JelikoZ se s normdlnim rozdélenim velmi casto pracuje a vypocet
distribucni funkce je zdlouhavy, jsou hodnoty distribucni funkce N(0,1) tabeloviny.
Vzhledem k symetrii funkce (®(x) = 1 — ®(—x)) se tabeluji hodnoty ® pouze pro

nezaporné x.

Véta 1.8 (Transformace veli¢in s normalnim rozdélenim)

a) Md-li X normované normdlni rozdéleni a Y = p + oX, pak Y md normdlni

rozdélent s parametry j a o>

b) Md-li X normdlni rozdéleni s parametry pu,o? a je-li Y = a + bX, pak Y md

opét normdlni rozdélent s parametry a + by a b*o?.

c) Necht X,Y jsou ndhodné veliciny, X md rozdéleni N(u1,0%), Y md rozdéleni
N(ug,03) acov(X,Y) = 0. Potom Z = X+Y md rozdéleni N (p1+ g, 03 +03).

1.3 Funkce nidhodnych veli¢in

1.3.1 Jedna veli¢ina funkci druhé

Pri feseni nékterych pravdépodobnostnich tloh se setkdvame se situaci, kdy zname rozdéleni
nahodné veli¢iny X a hledame rozdéleni ndhodné veli¢iny Y, ktera je funkei veli¢iny X

Y = ¢(X).

Véta 1.9 Necht X je ndhodnd velicina s distribucni funkci F a necht ¢ : R — R.

Oznacme Y = p(X) a G jeji distribucni funkci. Potom
Gy) = / dF(z), YyeR.
{zsp(x)<y}

Specidlné, je-li F' diskrétni {x,,p,}, je

Gy)= >, pn WER

{l'n ;w(zn)éy}

a je-li absolutné spojitd s hustotou f, je

G = [ fl)dn wek
{z50(2)<y}

(1.21)

(1.22)

(1.23)
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Diikaz. Ozna¢me B, = {z;¢(z) < y}. Pak

awzmysmzmwm§wzpue30:/ IF ().

{z;0(2)<y}

1.3.2 Soucet ndhodnych veli¢in

Mé&jme dvé nezavislé (viz kapitola 1.3.4) nahodné veli¢iny X a Y s distribu¢nimi funkcemi
F(z) a G(y). Zajima nas rozdéleni sou¢tu Z = X +Y . Distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny
Z oznatme H(z). Pak obecné plati

H(z) = [ [ . dF(2)dG(y) = [ F(z—y)dG(y) =

= [%_G(z—x)dF(z).

(1.24)

Definice 1.16 Rozdélent s distribucni funkci H(z) se nazyjvd konvoluce rozdéleni s dis-
tribucnimi funkcemi F(x) a G(y). H se nazjvd konvoluce distribucnich funkci F o G.

Operaci konvoluce budeme znacit H = F' % G.
Maji-li ndhodné veli¢iny X a Y diskrétni, resp. absolutné spojité, rozdéleni, pak s rozdélenim

jejich soucti pracujeme nasledovné:

Véta 1.10 Necht F, G jsou diskrétni distribucni funkce se skoky v prirozengch cislech o
velikosti {pn},{qn}, 1.

Necht H = F * G. Potom H je diskrétni distribucni funkce se skoky v prirozenijch ¢islech
a platt

Véta 1.11 Necht nahodné veliciny X a Y jsou nezduvislé a maji absolutné spojité dis-
tribucni funkce F(x) a G(y) s hustotami f(z) a g(y). Potom také H = F * G je absolutné
spojitd a pro jeji hustotu h(z) (tj. pro hustotu ndhodné veliciny Z = X + Y) plati

b = [ fage—nde = [ -ty (1.25)
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Poznamka 1.10 Funkce h(z) definovand vztahem (1.25) se nazjvd konvoluce hustot
f(z) a g(y) a budeme ji znacit h = f*g. Je to skutecné hustota, nebot z (1.25) plyne, Ze

h(z) >0 a
[ M) dz = [ [ fle—y)g(y)dyde =

= [ ()%, fla—y)dx) g(y)dy =

Konvoluce nékterych zakladnich pravdépodobnostnich rozdéleni:

1. Konvoluce binomickych rozdéleni
Necht X, Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny X ~ Binom(ny,p)aY ~ Binom(na,p).
Potom nahodna veli¢ina Z = X + Y ma rozdéleni Binom(ny + na, p).

2. Konvoluce Poissonovych rozdéleni
Necht X ~ Po(\)aY ~ Po(\;) jsou nezavislé. Potom ndhodna veli¢ina Z = X+Y
mé rozdéleni Po(A; + Ay).

3. Konvoluce rovnomérnych rozdéleni

Necht
ﬁ proa<zxz<b
o ={
0 jinak
a
ﬁ proc <y <d
ﬁwz{

0 jinak.
Predpokladejme, ze d — ¢ > b— a. Pak pro konvoluci hustot h(z) nahodnych veli¢in
s hustotami f(z) a g(y) plati

0 proz<a-+cnebob+d<z
{% proa+c<z<b+c

ﬁ prob+c<z<a+d

% proa+d<z<b+d
Grafem je lichob&znik se zakladnou ve vodorovné ose. Vidime, ze hustota h(z) je
viude spojité, ackoliv f(x) a ¢g(y) maji body nespojitosti (konvoluce "vyhlazuje"
nespojitosti). Ve specialnim piipadé, kdy obé nahodné veli¢iny X a Y maji stejné
rozdéleni (tj. a = ¢, b = d), mé hustota h(z) tvar trojihelniku. Toto rozdéleni se
nazyva Simpsonovo rozdélent.
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4. Konvoluce normalnich rozdéleni
Necht X, Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny, X ~ N(u1,0%) aY ~ N(us2,032). Potom
Z = X +Y ma rozdéleni N(uy + pio, 03 + 03).

5. Konvoluce exponenciialnich rozdéleni
Jsou-li X, Y nezavislé nahodné veli¢iny s tymz exponencialnim rozdélenim s parame-
trem A > 0, pak nahodna veli¢ina Z = X + Y ma rozdéleni s hustotou

AN zexp{—2A} 2z >0,
"= { 0 z<0.

1.3.3 Nahodny vektor

Definice 1.17 Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor a necht na tomto pros-
toru jsou definovdny ndhodné veliciny X1, Xo, ..., X,. Pak vektor X = (Xy,..., X,,)T
nazyvame ndhodny vektor.

Poznamka 1.11 Ndhodny vektor je tedy zobrazeni z ) do R™. Hodnoty ndhodného vek-
toru je mozno geometricky interpretovat jako bod v n-rozmérném prostoru.

Definice 1.18 Necht X = (Xy,..., X, je ndhodny vektor definovanyj na pravdépodob-
nostnim prostoru (2, A, P). (Sdruzenou) distribucni funkci Fx ndhodného vektoru X
nazveme redlnou funkci n promenngjch definovanou na R™ vztahem

FX(.ZCh...,.Tn) = P(X1§$1,X2§$2,'.-,Xn§l’n)=
(1.26)
= P(NL{w: Xi(w) <24}), —co<x; <00, i=1,...,n.

Vlastnosti distribuc¢ni funkce nadhodného vektoru

1. Fx(xq,...,2,) je neklesajici funkce v kazdé ze svych proménnych pii pevnych hod-
notach ostatnich proménnych.

2. Fx(z1,...,x,) je zprava spojita v kazdé proménné.

3. limgy, o Fx(21,...,2,) = 0, ¢ = 1,...,n, hodnoty x; jsou pevné, j # i, j =
1,...,n.

4. limg, oo Fx(21,...,2,) = 1.

To—00

Ty —00
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Definice 1.19 Ndhodny vektor X md diskrétni rozdélent, jestlize existuje posloupnost
{xk}321, x € R", a odpovidagjici posloupnost kladngch ¢isel {py}32, takovd, Ze

d pe=1, kdepp = P(X=x;) = P({w € Q: X(w) = x4}). (1.27)

Distribu¢ni funkce ndhodného vektoru X diskrétniho typu ma tvar

Fy(x)= Y  pi. VXER" (1.28)
{k:xr<x}
kde nerovnost x;, < x je uvazovéna po slozkach, tj. i < z' pro viechna i =1,...,n.

Definice 1.20 Ndhodngj vektor X = (X1, ..., X,)T md absolutné spojité rozdélent, jestlize
existuje nezdpornd funkce fx n redlniych proménngch takovd, Ze

1 Tn
Fx(xl,...,xn):/ / Feltn o t)db, - dtn, (1.29)

kde funkci fx nazgvdme hustotou rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru X, nebo
téz sdruzZenou hustotou ndhodnijch velicin X1, ..., X,.

Poznamka 1.12 Stejné jako v pripadé nahodnijch veli¢in, i pro ndhodny vektor lze jeho
rozdeéleni zobecnit pomoct pravdépodobnostnich mér. Pro nase ticely ale uplné postaci zdk-
ladni déleni na nahodné vektory diskrétni a spojité.

Definice 1.21 Rozdéleni (distribucni funkce, hustota, pravdépodobnosti) nahodného vek-
toru (Xi,...,X)T, ktery je podvektorem ndhodného vektoru X = (Xi,...,X,)T, se
nazgvd margindlng rozdélent (distribuéni funkce, hustota, pravdépodobnosti).

Zptisob vypoctu marginalniho rozdéleni:

1. Méa-li nahodny vektor X = (X7, ..., X,,)T diskrétni rozdélen{ se sdruzenymi pravdépodob-
nostmi P(X; = .,...X; 1 = ., X; = ., X;01 = .,..., X;, =), kde ndhodné veli¢iny
X; nabyvaji hodnot z; 1, ..., x; x,, pak marginalni pravdépodobnosti jsou

ki—1 kit kn

k1
P(XZ = _I') = Z Z Z Z P<Xl = T1,41 "'aXi—l = Ti—1,§;—1>

1=l ji-1=1jipa=1  jn=1

Xi = xyXi—i-l = l'i+1 >Xn = Z'n,jn).

Jit19 e
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2. M4-li nahodny vektor X = (X, ..., X,,)T spojité rozdéleni se sdruZzenou hustotou
fx, pak marginalni hustota ndhodné veli¢iny X; je (n — 1)-nasobny integral

(3] 0
sz($) :/ / fx(l‘l,...,in_l,$,l‘i+1,...,[L’n)dl’l,...,dl’i_ldl'i_i_l,...,dl'n.
—0o0 —00

Nejcastéji pouzivané Ciselné charakteristiky ndhodného vektoru
X=(Xy,...,X,):

a) Vektor stfednich hodnot
EX = (EX4,...,EX,)".

b) Varian¢ni matice var X definovana jako matice typu n x n s prvky
COV(XZ',XJ') = E(XZ — EXJ(XJ — ]EX]'), 1 S Z,j S n.
c) Korela¢ni matice corrX s prvky

corr(X;, X;) = cov(Xs, X;) ., 1<4,5<n.
Vvar X /varX;

Poznamka 1.13 Korelace je vynormovand kovariance v tom smyslu, Ze zatimco kovari-
ance muze navyvat libovolné velkyjch hodnot podle toho, jaké ndhodné veliciny popisuge,
pro korelaci plati

—1 <corr(X,Y) < 1.

1.3.4 Nezavislost nahodnych velicin

Definice 1.22 Ndhodné veliciny X1, Xo ..., X, jsou vzdjemné nezdvislé, jestlize
PN _{w: X (w) <y, }) = P{w: Xi;(w) < 2, }) (1.30)
Vi, ig, ... i,y C{1,2,...,n},1 <r <n,Vr,;, € R

Poznamka 1.14 Podobné jako u nahodnijch jevii muzZeme zde definovat nezdvislost ndhod-

nych velicin X1, Xo ..., X, po dvou. Definici nezdvislosti po dvou bychom dostali z
definice 1.22 pror = 2.

Véta 1.12 (Ovérovani nezavislosti ndhodnych veli¢in v praxi)

a) Necht X = (X1, Xy ..., X,,)T je ndhodny vektor diskrétniho typu. Ndhodné veliciny
X1, X ..., X, jsou vzajemné nezavislé praveé tehdy, kdyZ plati
P(X, =2, X, =2¥) = 1I"_ P(X; = 2\")

J

pro vSechna xV = (afgi), :cg), o ,:cgf)), i=1,2,..., kterjch mize X nabyvat.
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b) Necht X = (X1, X5 ..., X,)T je ndhodny vektor absolutné spojitého typu. Ndhodné
veliciny X1, Xo ..., X, jsou vzdjemné nezdvislé pravé tehdy, plati-li

fx(Il,J?Q . ,,In) = le(ZL'l) . fX2<l'2) . an(In), \V/(Zlfl, To... ,l’n) < R™.

Véta 1.13 Jsou-li X,Y nezdvislé nahodné veliciny s konecnymi stiednimi hodnotami,
pak

a) EXY = (EX)(EY).
b) Jsou-li navic EX? < 0o a EY? < oo, pak cov(X,Y) = 0.

Plati-li cov(X,Y) = 0, pak fikdme, Ze ndhodné velic¢iny jsou nekorelované. Z nekorelo-
vanosti vSak obecné jesté neplyne nezavislost!

1.4 Zakony velkych ¢isel, centralni limitni véta

Definice 1.23 Méjme posloupnost nahodnych velicin X1, Xo, X3, ... a ndhodnou velicinu
X. Necht jsou vsechny tyto veliciny definovdny na témze pravdépodobnostnim prostoru
(Q,A,P).

Rikame, Ze X,, konverguje k X skoro jisté, jestlize
Pl{w: lim X, (w) = X(w)} = 1.
Jestlize pro kazdé € > 0 plati

lim P{w:|X,(w) — X(w)| >} =0,

n—oo

pak Tikdme, Ze X, konverguje k X v pravdépodobnosti.
Véta 1.14 Z konvergence skoro jisté plyne konvergence v pravdépodobnosti.

Implikaci nelze bez dodatecénych predpokladia obratit!

1.4.1 Zakony velkych cisel

Véta 1.15 (Slaby zakon velkych ¢&isel)
Necht {X,,}52, je posloupnost nezdvislijch ndhodnijch velicin se stejnymi strednimi hod-
notami p a stejngmi rozptyly o < co. Pak pro n— oo plati

1

v pravdépodobnosti.
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Véta 1.16 (Silny zakon velkych ¢&isel)
Necht {X,,}22, je posloupnost nezdavislijch stejné rozdélenijch ndahodnych velic¢in s koneé-
nou stredni hodnotou EX, = u. Pak pro n— oo plati

1

v pravdépodobnosti i skoro jisté.

1.4.2 Centralni limitni véta

Podstatou centralni limitni véty (CLV) je tvrzeni, Ze ndhodné veli¢ina X, ktera vznikla
jako soucet velkého poctu vzajemné nezavislych nahodnych velicin X, Xo,... X,,, ma
za velmi obecnych podminek pfiblizné normélni rozdéleni. Budeme ftikat, Ze nahodné
veli¢ina X ma tzv. asymptoticky normalni rozdéleni.

Centralni limitni véta mé nékolik verzi s riznymi predpoklady. Asi nejéastéji pouzivanou
verzi je tzv. Lévy-Lindebergova CLV.

Véta 1.17 (Lévy-Lindebergova CLV)
Necht X1, Xs, ... jsou nezdavislé steyné rozdélené ndhodné veliciny se stredni hodnotou p
a konecnym rozptylem o?. Oznacme

n X—
7, = = X

n ) Ly

no?

a oznacme F,(x) distribucnd funkci Z,,. Potom lim,, . F,(z) = ®(x) pro vSechna —oo <
r < 00, kde ®(x) je distribucni funkce N(0,1).

Poznamka 1.15 Predpoklad, Ze veliciny jsou nezdvislé a stejné€ rozdélené, se v literature
casto oznacuge zkratkou i.i.d. (z anglického "independent, identically disributed”).



Kapitola 2

Zaklady statistiky

Ulohu matematické statistiky lze zjednodugené popsat takto: Pro danou realnou situaci
(nasbirana data) vytvorime model (napf. néjaké pravdépodobnostni rozdéleni), z dat
odhadneme jeho parametry a na zaveér testujeme hypotézy o téchto parametrech. Zatimco
pro prvni krok sta¢i srovnat graficky znézornéna data (napft. histogram) s grafickym
znazornénim teoretického rozdéleni (napf. tvar grafu hustoty), k dalsim dvéma krokim
je jiz zapotrebi statistickych vypocetnich metod, které lze zjednodusené rozdélit do tii
skupin, a to:

1. Bodové odhady parametru

2. Intervalové odhady parametri

3. Testovani hypotéz

A pravé témto metodam bude vénovéana tato kapitola.

Predtim, nez popiSeme vysSe zminéné statistické metody, uvedeme si dalsi pravdépodob-
nostni rozdéleni, kterych se vyuziva - na zakladeé véty 2.1 - zejména pii tvorbé interval-
ovych odhadu a pfi testovani hypotéz (viz nize). Hodnoty jejich distribu¢nich funkei jsou
stejné jako hodnoty distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni uvedeny ve
statistickych tabulkach.

X2-rozdéleni

Necht X1, X5 ..., X}, jsou nezéavislé stejné rozdélené nahodné velic¢iny s rozdélenimi N (0, 1).
Pak ndhodné veli¢ina .
Y =) X}
i=1

m4 tzv. y2-rozdéleni (&teno "chi-kvadrat rozdélenf o n stupnich volnosti).
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Studentovo t-rozdéleni

Necht X je nédhodné veli¢ina s rozdélenim N(0,1) a Y je ndhodna veli¢ina s rozdélenim
x2. Pak ndhodn4 veli¢ina

X
Z= Vi

ma tzv. t,-rozdéleni nazvano také Studentovo t-rozdéleni o n stupnich volnosti.

Definice 2.1 Ndhodnému vektoru X = (X1, Xy ..., X,)T nezdvislijch stejné rozdélensjch
ndhodnych velicin s distribucni funkci Fy zdvisejici na parametru 0 ve statistice Fikdme
nahodny vybér. Cislu n 7ikame rozsah vijbéru.

Definice 2.2 Funkce ndhodného vijbéru

i=1
se nazyvd vybérovy rozptyl. S, = /S2 je pak vijbérovd smérodatnd odchylka.
Véta 2.1 NechtX = (X1, Xy ..., X,)T je ndhodnyj vijbér z rozdeleni N (u,0%), p € R, 0% >
0. Pak

1. wgbérovy primer X, a viberovy rozptyl S? jsou nezdvislé ndhodné veliciny,

2. rozdélent vyberového primeéru X, je N(u,o0%/n),

3. ndhodnd velicina (n — 1)S2/0? md x*-rozdéleni o (n — 1) stupnich volnosti,

4. ndhodnd velicina T = Xg—;“\/ﬁ md t-rozdéleni o (n — 1) stupnich volnosti.
Definice 2.3 Necht distribucni funkce F' je spojitd, ryze monotonni a necht 0 < § < 1.
Pak ¢islo zg takové, Ze F(zg) = (B se nazyvd [-kvantil tohoto rozdélent.

Oznaceni kvantili pouzZivanych v této prednasce

Kvantily v této pfednésce budeme ¢asto oznacovat v souladu s oznacenim rozdéleni piis-
lusné ndhodné veli¢iny. Pouzivat budeme

e ug ... F-kvantil normovaného normalniho rozdélen,
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® 13, ... B-kvantil Studentova t—rozdéleni o n stupnich volnosti,

o X%in ... B-kvantil 2 rozdéleni o n stupnich volnosti.

Poznamka 2.1 Je-li X ndhodnd velicina s distribucnt funkci F' a kvantily zg, pak
P(2a/2 < X < 21-a2) = F(212a/2) = F(2a2) =1 — .

Definice 2.4 Necht (z1,25...,2,)7 je realizace ndhodného vyberu X = (X1, Xy ..., X,,)T

o o2 < 1)
Ti T ST
Fanp() = T2

kde # znaci pocet prvki, se nazyvd empirickd distribucni funkce.

Definice 2.5 Necht (z1,25...,2,)7 je realizace ndhodného vijberu X = (X1, Xo..., X,,))T
Pak

ez

min(z; : Fopp(z;) > 1/4) se nazgvd 1.kvartil,
o z=min(x; : Fopp(x;) > 3/4) se nazgvd 3.kvartil,
o 2z =min(x; : Fopp(x;) > 1/2) se nazgvd medidan (2.kvartil),

e nejcastéyi zastoupeny prvek se nazijvd modus.

Poznamka 2.2 Grafickym zndzornénim kvartilic je tzv. krabicovy graf (boxplot) - wiz
obrdzek 2.2 vpravo.

Dalsim casto pouzZivanym grafickym zndzornénim dat pak je tzv. histogram zndzornujici
pocet hodnot spadagici do (vhodné zvolengch) ekvidistantnich intervali - viz obrdzek 2.2
vlevo.

Priklad 2.1 21x po sobé byly sledoviny doby (v mésicich) do poruchy daného pristroje.
Naméreny byly hodnoty:

4.9, 6.2, 2.6, 0.6, 0.3, 2.3, 3.2, 1.4, 6.4, 4.8, 1.2

2.5, 0.2, 0.2, 0.8, 0.1, 0.1, 1.4, 7.8, 0.2, 4.7.

Uspordadame-li pro lepsi prehled tato data od neymensi hodnoty k nejuétsi, dostaneme Tadu
hodnot:

0.1, 0.1, 0.2, 0.2, 0.2, 0.3, 0.6, 0.8, 1.2, 1.4, 1.4,

2.8, 2.5, 2.6, 3.2, 4.7, 4.8, 4.9, 6.2, 6.4, 7.8.

Graficky zndzornénd empirickd distribucni funkce je na obrdazku 2.1.

Z dat pak mdme:

vifbérovy primeér Xo = 2.471,

vibérovsj rozptyl Sz, = 5.81 a vijbérovou smerodatnou odchylku So1 = +/5.81 = 2.21,
L.kvartil = 0.8, medidn (tj. 2.kvartil) = 1.4, 3.kvartil = 4.7 a modus = 0.2.
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Empiricka distribucni funkce

Obrézek 2.1: Distribuéni funkce pro data z ptikladu 2.1.

Histogram

Boxplot

Obrazek 2.2:

data

Histogram a boxplot pro data z prikladu 2.1.
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2.1 Bodovy odhad

Definice 2.6 Méjme ndhodnyj vijber X = (X1, Xy ..., X)), kde rozdéleni ndhodné velic¢iny
X4 zavisi na parametru 6. Bodovy odhad parametru @ je jakdkoliv funkce ndhodného vijbéru
0*(X), jejiz funkéni piedpis nezdvisi na 0. Tento odhad se nazyvd nestranny, jestlize
E6*(X) = 6.

Vyse zminéna definice je sice matematicky presna, avSak pro nase potteby prili§ obecna a
nepiehledna. Budeme si proto pod bodovym odhadem predstavovat nikoliv funkci ndhod-

ného vybeéru 6*(X), nybrz samotné &slo 6, které ziskime z realizace (21,2 ..., x,)7
nahodného vybéru X = (X1, X5 ..., X,,)T akteré co nejpiesndji popisuje hledany parametr
6.

2.1.1 Metoda momenti

Mé&jme (xq, 5. ..,1,)T realizaci ndhodného vybéru X = (X, X,..., X,,)T, kde s dis-
tribu¢ni funkce F nahodné veli¢iny X; zavisi na parametrech 60,....,0, € O, kde © je
mnozina, z niz mize parametr pochézet (napf. nezaporna realna ¢isla). Predpokladejme,
7e tzv. i-t¢ momenty EX{ jsou konetné pro viechna i = 1,...k. Tyto momenty rovnéz
zéviseji na 64, ..., 0. Pak polozenim

EX{ = m;,

kde m; je i—ty vybérovy moment ziskany jako
I
=

pro vSechna ¢ = 1, ...k, ziskdme soustavu k£ rovnic o k nezndmych 64, ..., 0, jejimz feSenim
jsou odhady 64, ..., 0.

Alternativa: Pokud k& = 2, pak misto vztahu pro i-té momenty, ¢ = 1, 2, muZzeme uvazovat
rovnice EX; = X,, a var X; = Sfl.

Nevyhoda: tento odhad méa velky rozptyl.

2.1.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Predpokladejme, ze méame (1, x5 . . ., z,)? realizaci ndhodného vybéru X = (X, Xy ..., X,,)T
z rozdéleni s pravdépodobnostmi Py(X; = .) nebo s hustotou fp a necht tyto pravdépodob-
nosti, resp. hustota, zavisi na néjakém parametru € ©. Odhad 0 je maximalné vérohod-
nym odhadem, jestlize

n n

Hpé(Xl =1;) = Iglegqpe(& = 1;)),
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resp.
n

H folw:) = Igleagﬂ fo(ws).

Vétsinou je v8ak vyhodnéjsi pracovat s logaritmem soucinu, nebot tak ziskame soucet
logaritmii. Postup je tudiz nésledujici:

a) Diskrétni pripad:

1. Vyjadrit vérohodnostni funkei L(0) =[]\, Po(X1 = ;).

2. Zlogaritmovat a tim ziskat logaritmicko-vérohodnostni funkci
1(0) = 325, log Py(X1 = ;).
L. Al0)
3. Polozit =5~ = 0.
a1(6)

4. ReSeni rovnice —g~ = 0 je hledany maximélné vérohodny odhad 6.

b) Spojity piipad:

1. Vyjadrit vérohodnostni funkei L(0) = [\, fo(x;).

2. Zlogaritmovat a tim ziskat logaritmicko-vérohodnostni funkci

1(0) = 31—y log fo(xi).
3. Polozit 29 = 0.

4. ReSenf rovnice % = 0 je hledany maximalné vérohodny odhad 0.

2.2 Intervalovy odhad

Definice 2.7 Mé&jme ndhodny vibér X = (X1, Xy ..., X,,)T a ¢islo a € (0,1).

1. Dwvojice (07 (Xq,...,Xpn),05(X1,...,X,)) se nazgvd intervalovy odhad parametru 0
o spolehlivosti 1 — «, jestliZe

P03 (X1,..., Xn) <0< 05(X1,..., X)) =1—q.

2. (05(Xy,...,X,)) se nazgvd dolni odhad parametru 6 o spolehlivosti 1 — «, jestlize
PO5(X1,..., X)) <6) =1—a.

3. (03,(Xq,...,Xn)) se nazyvd horni odhad parametru 6 o spolehlivosti 1 — «, jestliZe

PO5(X1,...,X,) > 0)=1—a.
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Konstrukce intervalového odhadu zavisi na typu odhadovaného parametru a samoziejmé
také na rozdéleni, z néhoz ndhodny vybér pochazi. Existuje sice obecna metoda pro
konstrukei intervalového odhadu. Ta je vSak pro nasSe tcely zbytecné komplikovana, a
proto se radéji zaméfime jen na odhady nejcastéji pouzivané v praxi.

2.2.1 Intervalové odhady parametrti normalniho rozdéleni

Véta 2.2 Necht X = (X1, Xo..., X,))T je ndhodny vyber z rozdeleni N(u,0%),u € R je
nezndmyj parametr, o > 0 zndmd konstanta. Pak

1. (X, — ul,a/g\/iﬁ,)_(n + ul,a/gﬁ) je intervalovy odhad 1 o spolehlivosti 1 — a,
2. X, — ul_a\/iﬁ je dolni intervalovy odhad p o spolehlivosti 1 —

3. X, + ul,a\/iﬁ je horni intervalovy odhad 1 o spolehlivosti 1 — av.

Véta 2.3 Necht X = (X1, Xy ..., X,)T je ndhodny vibér z rozdéleni N(p,0%),pn € R,
% > 0, oba parametry nezndmé. Pak

1. (X, — tl,a/g,n,lj—%, X, + tl,a/g,n,li—%) je intervalovy odhad p o spolehlivosti 1 — a,
2. X, — tl,mn,l\s/—% je dolni intervalovy odhad p o spolehlivosti 1 — a,

3. X, + tl,a,n,lj—% je horni intervalovy odhad p o spolehlivosti 1 — a,

n—1)52 n—1)S2

. S je intervalovj odhad o o spolehlivosti 1 — a,
Xl—a/2,n—1 on/?,n—l

d. M je dolni intervalovyj odhad o o spolehlivosti 1 — «,
l—a,n—1

6 (;;—1)53 je horni intervalovyj odhad o2 o spolehlivosti 1 — o
a,n—1

2.2.2 Intervalové odhady zalozené na CLV

Véta 2.4 Necht X = (X1, Xy...,X,)T je ndhodny vijber z libovolného rozdélend, pro
které 0 < 0% < oo. Pak intervalovym odhadem = EX o asymptotické spolehlivosti 1 — a

je
_ S, - S,

Xn - - _nan —a — .

( Uy /2\/5 + Ur—a/2 \/ﬁ)
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Diikaz. Vime, Ze pro velka n plati % — 1, tj. S, se asymptoticky blizi hodnoté o.

. . Xi— PRI Sz STt .
Z CLV vime, ze 2N g priblizné normalni rozdéleni. To znamena, Ze

Vno?
X, -
P(uQSMgul_g)zl—a
2 no? ?
X, -
P(“%‘S#Sul—z):l—a
P(Z + U Z,UZZ tue—)=1—-«
n 2/n n 2y/n
_ S, _ Sp
P(X, +uj_a >pu> X, —u )=1-q,

n[Q
B

coz je definice intervalového odhadu o spolehlivosti 1—a.

Specialnimi pfipady Véty 2.4 jsou nasledujici dvé tvrzeni:

Véta 2.5 1. Necht X = (X1, Xy ..., X,,)T je ndhodnyj vijber z alternativniho rozdélent
s parametrem 0 < p < 1. Pak intervalovym odhadem p o asymptotické spolehlivosti

1—ayje
_ [ X, (1-X,) o [ X, (1 - X,
(Xn — U1y ¥, Xn +u1-a/2 %)

2. NechtX = (X1, Xy..., X,,)T je ndhodny vybér z Poissonova rozdélent s parametrem
0 < A < 00. Pak intervalovym odhadem X\ o asymptotické spolehlivosti 1 — a je

_ [ X, - I X
Xn - -« _n7Xn —a = .
( Ul—qa /2 - + U2 n )

Drikaz. Myslenka dikazu plyne z charakteristik danych rozdéleni: pro alternativni rozdéleni
mame EX = p a var X = p(1 — p) a v Poissonové rozdéleni plati EX = var X = A\
O

2.3 Testovani hypotéz

Matematicka statistika popisuje obrovské mnozstvi testi o hodnotach ziskanych odhadu,
shodnosti parametri riznych rozdéleni, nezéavislosti apod. V této prednésce si pouze
popiSeme obecny princip testovani hypotéz a jen pro ukazku jejich aplikace zde uvedeme
ty nejcastéji pouzivané testy.
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2.3.1 Princip testovani hypotéz

Necht X = (X1, X5...,X,,)T je ndhodny vybér z rozdéleni, které zévisi na parametru
0 € ©. Chceme-li zjistit, jestli € patii do néjaké uzsi podmnoziny parametri O, nazveme
tuto domnénku nulovou hypotézou, oznac¢me Hy : 6 € Oq, a na zakladé vybéru X =
(X1, X5...,X,)T testujeme tuto hypotézu proti alternativé Hy : 0 € © \ ©y. To se
zpravidla provede tak, ze se uréi mnozina W takova, ze pokud X € W, pak H, zamitame.

Poznamka 2.3 Vétsinou testujeme Hy @ 0 = 0y, kde 0y je néjakd konkrétni hodnota.
Prirozenou alternativou je pak H : 0 # 0y. Nékdy je vsak smysluplnéjsi testovat napr.
proti alternative Hy : 0 > 0y. I kdyZ totiZ teoreticky mize byt 0 < 6y, nemd smysl se
tou situact zabyvat, napt. pokud pri testovani stredni hodnoty Hy : = 3 z dat vime, Ze
X, =5, pak nemd smysl uwvaZovat situaci 1 < 3.

Pritom mohou nastat nésledujici situace:

e Hj ve skutecnosti plati a test ji nezamité. /
e Hj ve skutecnosti neplati a test ji zamita. /
e Hj ve skutecnosti plati, ale test ji zamitd — nastala chyba 1.druhu.

e Hj ve skutec¢nosti neplati, ale test ji nezamitd — nastala chyba 2.druhu.

Zvolime si tzv. hladinu testu « (obvykle 0.05, nékdy ale také 0.01 i méné) a W volime
tak, aby pravdépodobnost chyby 1.druhu nebyla vétsi nez o (obvykle tak, aby byla rovna
Q).

Definice 2.8 Nejmensi hladina o, pro kterou test hypotézu Hy ve prospéch H, zamitd,
se nazyvd p-hodnota.

2.3.2 Testovani pomoci intervalovych odhadi

Intervalové odhady uvedené v kapitole 2.2 lze vyuzit pro testovani hypotéz o stfedni hod-
noté rozdéleni, z néhoz nahodny vybér X = (X, X5 ..., X,,)? pochézi. Uvazujme hladinu
testu a a predpokladejme, Ze intervalovy odhad pro stfedni hodnotu p o spolehlivosti
1 — a vypocitany z vybéru X je (ur, pu). Pak hypotézu Hy : pn = o, kde g je libovolna
konstanta, zamitame ve prospéch hypotézy Ha : pu # po, jestlize o € (pp, pv)-

Podobné pak miizeme testovat také Hy : p = po oproti Hy : p > pg. V tomto pripadé
Hy zamitame ve prospéch hypotézy H 4, jestlize po ¢ (—oo, py), kde py je horni odhad
stfedni hodnoty pu. Analogicky se pak postupuje i pii testovani Hy : pu = pg oproti
Hy :p < po.
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2.3.3 Testovani stifedni hodnoty normalniho rozdéleni - {—testy

Obvykle se vSak ve statistice pouziva postup "opac¢ny", tj. misto hledani intervalt pro
testovany parametr se z dat a testované hodnoty vypocitd hodnota, kteréd je realizaci
néjaké nahodné veli¢iny, a ta se poté porovna s prislusnym kvantilem.

Timto postupem lze samoziejmé testovat také hypotézy o stfedni hodnoté normalniho
rozdéleni. Jelikoz k vypoc¢tu vyuZijeme vétu 2.1 o t—rozdéleni trasformace vybérového
primeéru, nazyvame tyto testy tzv. t—testy.

Jednovybérovy t—test

Necht (X1, X5 ..., X,)7 je ndhodny vybér z N(u,0?), kde 0 > 0, a predpokladejme, 7e
ani jeden parametr neni zndm. Testujeme-li Hy : u = g oproti Hu : p # g, je postup
nasledujici:

1. Vypoc¢teme hodnotu Ty = X"S—;“O\/ﬁ

2. Pokud |Tp| > ti—aj2,n—1, zamitdme Hy. V opacném pripadé pak Hy nezamitame.

Jednostranny test Hy : i = g oproti Ha : p > po pak probihé podobné:

1. Vypoc¢teme hodnotu Ty = X”S—;“O\/ﬁ

2. Pokud Ty > t1_4n—1, zamitdme Hy. V opacném pripadé pak H, nezamitame.

Hy : = pp oproti Hy @ pn < p9 pak zamitame v piipadé, ze Ty < tqpn_1.

Parovy t—test

Ve statistice se ¢asto vyskytuje situace, kdy u jednoho objektu sledujeme dva spolu sou-
visejici znaky najednou (napf. vynosy dvou riznych pobocek jedné firmy apod.). Mame
tedy nahodny vybér (Y1, Z1), (Ya, Zo) ..., (Y, Z,)" a chceme testovat Hy : EY; —EZ; = g
(nejcastéji po = 0, tj. stfedni hodnoty se rovnaji) oproti nékteré z vyse uvedenych alter-
nativ. Pak postupujeme tak, Ze utvorime rozdily

Xlz}/l_Zl)"')Xn:Yn_Zn

a pokud veli¢iny X, ..., X, pochézeji z normélniho rozdéleni, mizeme na né pouzit vyse
popsany jednovybérovy t—test.
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Dvouvybérovy t—test

Mé&jme dva ndhodné vybeéry (X, Xo..., X;)T 2 N(u1,0%) a (Y1, Ya ..., V)T 2 N(ps, 0?),
kde 02 > 0, a predpokladejme, Ze tyto vybéry na sobé& nezavisi.

Oznaé¢me X vybérovy primér vybéru (Xi, Xo...,X,,)T, Y vybérovy primér vybéru
(Y1,Yy. .., Y,)T, 8% vybérovy rozptyl vybéru (X1, Xa..., X)) a SZ vybérovy rozptyl
vybéru (Yy,Y, ..., Y,)T.

Plati, Ze nahodné veli¢ina

X-Y - mn(m +n — 2)

T:
V(m —1)52 n—152 m+n

mé t,,4,_o rozdéleni.

Chceme-li tudiz testovat Hy : 11 — s = o oproti H4 : i1 — s # po, je postup nasledujici:

X—Y—puo mn(m+n—2)
V/(m=1)8%+(n—1)S2 m+n

1. Vypocteme hodnotu 7)) =

2. Pokud |T| > t1—a/2mtn—2, zamitame Hy. V opacném piipadé pak H, nezamitame.

Testovani normality

Zakladnim pfedpokladem pro t-testy je normalita dat. Tu lze testovat
e analytickymi testy (napt. Shapiro-Wilkav test, D’Agostintiv test apod. - v této
prednasce vynechame)
e graficky (napf. histogram, Q-Q plot apod.)
Q-Q plot je graf, v némz jsou porovnavany teoretické kvantily testovaného - tj. v nasem
pfipadé normalniho - rozdéleni (vodorovna osa) s empirickymi kvantily ziskanymi z dat

(svisla osa). Data pak povazujeme povazujeme za vybér z normalniho rozdéleni, je-li graf
priblizné linearni.

Poznamka 2.4 Hodnoty parametri testovaného rozdéleni se pritom mohou lisit od para-
metri dat, dilezity je typ rozdélent.

Ukézka Q-Q plotu je na obrézku 2.3.
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Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

Sample Q
Sample Q

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

Obrazek 2.3: Q-Q plot pro data pochézejici z rozdéleni N (5,4) (vlevo) a Exp(1) (vpravo).
2.3.4 x? test dobré shody

Nejprve si uvedme zobecnéni binomického rozdéleni pro vice moznych vysledku jednoho
pokusu nez jen tispéch nebo netspéch.

Multinomické rozdéleni
Predpokladejme, 7ze v urc¢itém pokusu muze nastat pravé jeden z jeva A, Ay..., Ay a

oznacme pravdépodobnosti p; = P(A;). Opakujme tento pokus n—krat a oznaé¢me X;
pocet vyskytu jevu A; v téchto n pokusech. Pak

k k
n! .
P(Xlleaan:xk):mpflpkka szzl, ZQS’ZZH
14 . T Py Py
a rozdéleni vektoru (X, Xy ..., X;)T se nazyva multinomické.

Chceme-li testovat Hy, Ze skutecné hodnoty dil¢ich pravdépodobnosti jsou rovny pie-
dem zadanym ¢islam pq, ..., pg, oproti alternativé, Ze aspon jedna hodnota p; je jina,
postupujeme nésledovneé:

1. Vypoéteme hodnotu y? = Zle W_

2. Pokud x* > x7_, x_;, zamitame Hy. V opacném piipadé pak Hy nezamitame.
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2.3.5 Test nezavislosti v kontingenc¢ni tabulce

Tento test na rozdil od predeslych netestuje hodnotu parametru, nybrz vyhodnocuje, zda
je mozné dva vybéry z veli¢in s diskrétnim rozdélenim povazovat za nezavislé.

Predpokladejme, ze mame vybér (Y1, Z1), (Y2, Z3) ..., (Ya, Z,,), kde Y}, muze nabyvat hod-
not 1,...,7 a Z; muze nabyvat hodnot 1,...,c. Oznacime-li n;; pocet vyskyti dvojice
(Y =i, Z; = j), pak matici o rozméru r x ¢ s prvky n,; fikdme kontingen¢ni tabulka a
prvkim n;; fikdme sdruZzené cetnosti. Marginalni ¢etnosti jsou pak dany vztahy

n; — E Nij, n; = E Nij.
J %

K testovani Hy: "Y a Z jsou nezavislé" oproti H4: "Y a Z nejsou nezavislé" vypocteme

hodnotu
) e (g — E)?
=D
n

i=1 j=1

Pokud Xx* > x?_, (,_1)c_1)» Pak zamitame Hy ve prospéch H .

r—1



