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Výpočet brutto rezervy 1

Uvažujme situaci, kdy vlastńıme portfolio aktiv, z nichž pro nás
plyne povinnost v p̌ŕıpadě specifické události vyplatit nějakou
náhodnou finančńı částku (nap̌r. pojistné plněńı za vzniklé škody v
pojǐst’ovnictv́ı, výplaty cenových rozd́ıl̊u plynoućıch z općı na
finančńıch trźıch apod.)

Souhrnná výše plateb je tedy náhodná veličina S

Základ pro výpočet finančńı rezervy, kterou muśıme ḿıt k dispozici,
je sťredńı hodnota S , tj. ES - tzv. netto rezerva

Bezpečnostńı p̌rirážka - ochrana proti nep̌ŕıznivému pr̊uběhu

Brutto rezerva = netto rezerva + bezpečnostńı p̌rirážka
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Výpočet bezpečnostńı p̌rirážky 2

Nejběžněǰśı způsoby stanoveńı brutto rezervy:

1 princip sťredńı hodnoty: BR = (1 + a)ES , kde a > 0;

2 princip směrodatné odchylky: BR = ES + a
√
var S , kde a > 0;

3 princip rozptylu: BR = ES + a var S , kde a > 0.

Výhody metod:

V metodě 1 neńı nutné poč́ıtat rozptyl.

Metody 2 a 3 jsou p̌resněǰśı ⇐ berou v úvahu fluktuace (rizika).

Poznámka

Metoda 2, v ńıž a = 3, se nazývá metoda ťŕı sigma. Název je odvozen
ze skutečnosti, že často p̌redpokládáme S ∼ N(µ, σ2) (což je d̊usledek
CLV, nebot’ S vzniká součtem mnoha náhodných veličin) a pro
S ∼ N(µ, σ2) plat́ı

P(S ≤ µ+ 3σ)
.

= 0, 999,

což je považováno za velice bezpečnou brutto rezervu.
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Modelováńı celkové platby 3

Předpokládejme, že portfolio je homogenńı, tzn. že povinné výplaty,
které mohou nastat na jednotlivých smlouvách, jsou nezávislé stejně
rozdělené náhodné veličiny Xi .

Počet výplat je pak také náhodná veličina N.

Celkový úhrn výplat je tud́ıž náhodná veličina

S =
N∑
i=1

Xi

daná součtem náhodného počtu náhodných veličin (o ńıž ř́ıkáme, že
má složené rozděleńı), pro niž plat́ı

ES = ENEX1

var S = ENvar X1 + var N(EX1)2.
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Rozděleńı výš́ı jednotlivých plateb 4

Předpoklady:

nezáporné hodnoty

spojitost

pravděpodobnost extrémně velkých hodnot minimálńı

Př́ıklady takových rozděleńı:

Exponenciálńı - nejjednoduš̌śı splňuj́ıćı požadavky, ale nepraktické

Restringované normálńı (chvost normálńıho) s hustotou

f (x) = e−
(x−µ)2

2σ2 /
∫∞
c

e−
(x−µ)2

2σ2 dx pro x > c

Log-normálńı s hustotou f (x) = 1√
2πσx

e−(logx−µ)
2/2σ2

, x > 0, které

vzniklo transformaćı X = eY , kde Y ∼ N(µ, σ2)

Paretovo (log-exponenciálńı) s hustotou f (x) = αaαx−α−1, x ≥ a,
α > 0, a > 0, které vzniklo transformaćı X = aeY , kde Y ∼ Exp(α)

Weibullovo s hustotou f (x) = αkxk−1e−αx
k

, x ≥ 0, k > 0, α > 0,
které je k−tou odmocninou exponenciálńıho rozděleńı Exp(α)
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Rozděleńı počtu plateb 5

Předpoklady:

portfolio obsahuje n smluv,

pravděpodobnost škodńı události na jedné smlouvě je p,

sťredńı počet škod je np = λ.

⇓

Použ́ıvaná rozděleńı:

Binomické N ∼ Bi(n, p)

Pro hodně velký rozsah portfolia n a hodně malóu pravděpodobnost
výplaty p, kde np = EN =: λ

⇓

P(N = k) =
n(n − 1) . . . (n − k + 1)

k!
pk(1−λ

n
)n−k −→

n→∞,p→0

λk

k!
e−λ,

⇒ Poissonovo N ∼ Po(λ) (jednoduš̌śı výpočty)
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Trojúhelńıková schémata 6

Týká se tvorby rezerv na pozděǰśı plněńı = prosťredky k výplatě
událost́ı, které jsou nahlášeny v pozděǰśım obdob́ı, než se staly.
Označme Xj,s celkovou výši plateb, které vznikly v obdob́ı j a byly
uhrazeny do konce obdob́ı j + s (tedy s znač́ı zpožděńı).
Předpokládejme, že jsme v čase t.
Data, která máme k dispozici, můžeme sěradit do tzv. kumulativńıho
trojúhelńıku:

0 1 . . . s . . . t − 2 t − 1
1 X1,0 X1,1 . . . X1,s . . . X1,t−2 X1,t−1
2 X2,0 X2,1 . . . X2,s . . . X2,t−2
...

t − 1 Xt−1,0 Xt−1,1
t Xt,0

Poznámka

Někdy se ḿısto škod, které vznikly v roce j a byly urazeny do konce roku
j + s, pracuje s hodnotami Yj,s plateb, které vznikly v roce j a byly
urazeny právě v roce j + s. Pak mluv́ıme o nekumulativńım trojúhelńıku.
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Trojúhelńıková schémata - p̌ŕıklad 7

Výplaty pojistného plněńı v havarijńım pojǐstěńı (v milionech Kč):

nekumulativńı trojúhelńık:

0 1 2 3 4
prosinec 2 1.5 1.5 1 0.5

leden 2 2 0.5 1
únor 1.5 1 1

b̌rezen 2 1.5
duben 1.5

a p̌ŕıslušný kumulativńı trojúhelńık:

0 1 2 3 4
prosinec 2 3.5 5 6 6.5

leden 2 4 4.5 5.5
únor 1.5 2.5 3.5

b̌rezen 2 3.5
duben 1.5
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Trojúhelńıková schémata 8

Ćılem je pro každé j nalézt hodnotu X̂j,∞, která je odhadem celkové
výše výplat, jejichž povinnost vznikla v obdob́ı j . Rezervou na
výplatu za obdob́ı j je pak hodnota X̂j,∞ − Xj,t−j .

Samožrejmě se p̌redpokládá, že po nějakém konečném počtu let jsou
již všechny výplaty pro dané obdob́ı vyplaceny.

Za tuto dobu je považován právě čas t ⇒ metody odhadu X̂j,∞
spoč́ıvaj́ı v doplněńı kumulativńıho trojúhelńıku na čtverec.

Celkouvou rezervou pak je

R =
t∑

j=2

X̂j,t−1 − Xj,t−j .
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Metoda chain-ladder 9

Tato metoda p̌redpokládá, že sloupce jsou si úměrné, tj. že

Xj,s+1
.

= csXj,s , s = 0, . . . , t − 2, j = 1, . . . , t − s − 1.

Odhadem parametru cs je hodnota

ĉs =

∑t−s−1
j=1 Xj,s+1∑t−s−1
j=1 Xj,s

.

Trojúhelńık na čtverec pak tedy doplńıme pomoćı vztahu

X̂j,r = Xj,t−j ĉt−j · · · ĉr−1

a pro odhad konečné celkové výše výplaty tak dostáváme

X̂j,∞ = X̂j,t−1

a výše rezervy je tud́ıž
X̂j,t−1 − Xj,t−j .
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Zobecněńı metody chain-ladder 10

Předpokládejme, že tzv. vývojové faktory

dj,s = Xj,s+1/Xj,s , s = 0, . . . , t − 2, j = 1, . . . , t − 1,

závisej́ı na řádkovém indexu j , tj. máme

0 1 . . . s . . . t − 2
1 d1,0 d1,1 . . . d1,s . . . d1,t−2
...

t − 1 dt−1,0

a následně poč́ıtáme

d̂s =

∑t−s−1
j=1 ωj,sdj,s∑t−s−1

j=1 ωj,s

, s = 0, . . . , t − 2,

kde ωj,s jsou váhy pro dj,s (věťśı váhy pro nověǰśı hodnoty). Pak opět

X̂j,r = Xj,t−j d̂t−j · · · d̂r−1.

Poznámka

Klasickou metodu chain-ladder źıskáme, pokud voĺıme ωj,s = Xj,s .
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Londýnský řetězec 11

Tato metoda stejně jako klasická metoda chain ladder p̌redpokládá, že
sloupce na sobě závisej́ı bez ohledu na řádek, tentokrát vztahem

Xj,s+1
.

= as + csXj,s , s = 0, . . . , t − 2, j = 1, . . . , t − s − 1.

Parametry as a cs se urč́ı tzv. metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, tj.
minimalizaćı výrazu

t−s−1∑
j=1

(Xj,s+1 − as − csXj,s)2, s = 0, . . . , t − 3, (1)

(pro s = t − 2 pak voĺıme at−2 = 0 a ct−2 = X1,t−1/X1,t−2).

Matematika pro ekonomii



Londýnský řetězec 12

Řešeńım minimalizace je

âs =

∑t−s−1
j=1 Xj,s+1

∑t−s−1
j=1 X 2

j,s −
∑t−s−1

j=1 Xj,s

∑t−s−1
j=1 Xj,s+1Xj,s

(t − s − 1)
∑t−s−1

j=1 X 2
j,s − (

∑t−s−1
j=1 Xj,s)2

ĉs =
(t − s − 1)

∑t−s−1
j=1 Xj,s+1Xj,s −

∑t−s−1
j=1 Xj,s+1

∑t−s−1
j=1 Xj,s

(t − s − 1)
∑t−s−1

j=1 X 2
j,s − (

∑t−s−1
j=1 Xj,s)2

.

Na čtverec pak doplňujeme postupně poč́ıtáńım

X̂j,s+1 = âs + ĉs X̂j,s , s = t − j , . . . , t − 2, j = 2, . . . , t,

kde X̂j,t−j = Xj,t−j je známá hodnota na diagonále.
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