Matematika pro ekonomii

Modelovani finan¢nich rezerv
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Vypocet brutto rezervy 1

@ UvaZujme situaci, kdy vlastnime portfolio aktiv, z nichZ pro nds
plyne povinnost v p¥ipad& specifické uddlosti vyplatit n&jakou
ndhodnou finan¥ni &astku (nap¥. pojistné pln&ni za vzniklé 3kody v
pojidtovnictvi, vyplaty cenovych rozdilii plynoucich z opci na
finanZnich trzich apod.)

@ Souhrnnd vy%e plateb je tedy ndhodna veli¢ina S

@ Zaklad pro vypolet finanéni rezervy, kterou musime mit k dispozici,
je stfedni hodnota S, tj. ES - tzv. netto rezerva

o Bezpetnostni pfirazka - ochrana proti nepfiznivému prib&hu

o Brutto rezerva = netto rezerva + bezpelnostni pFirdzka
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Vypocet bezpecnostni prirazky 2

Nejb&Znéjsi zplsoby stanoveni brutto rezervy:
@ princip stfedni hodnoty: BR = (1 + a)ES, kde a > 0;
@ princip sm&rodatné odchylky: BR = ES + av/var S, kde a > 0;
© princip rozptylu: BR =ES + a var S, kde a > 0.
Vyhody metod:
@ V metod& 1 neni nutné potitat rozptyl.

@ Metody 2 a 3 jsou p¥esn&jsi < berou v lvahu fluktuace (rizika).

Poznamka

Metoda 2, v niZz a = 3, se nazyva metoda tfi sigma. Nazev je odvozen
ze skute&nosti, Ze Easto predpoklddime S ~ N(u,0?) (coZ je diisledek
CLV, nebot S vznikd sou¢tem mnoha nihodnych veli¢in) a pro
S ~ N(u,0?) plati

P(S < p+30) = 0,999,

coZ je povaZovano za velice bezpe¢nou brutto rezervu.
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Modelovani celkové platby 3

o PYedpokladejme, Ze portfolio je homogenni, tzn. Ze povinné vyplaty,
které mohou nastat na jednotlivych smlouvach, jsou nezavislé stejné
rozdélené ndhodné veliciny X;.

@ Potet vyplat je pak také ndhodna veli¢ina N.

@ Celkovy uhrn vyplat je tudiZ ndhodna veli¢ina

dand sou¢tem ndhodného pottu ndhodnych veli¢in (o niZ ¥ikdme, Ze

m3 slozené rozdé&leni), pro niZ plati

ES = ENEX;
var S = ENvar X; + var N(EX;)?.
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N/

Rozdéleni vysi jednotlivych plateb

P¥edpoklady:
@ nezaporné hodnoty
@ spojitost
@ pravdépodobnost extrémné velkych hodnot minimaln{
P¥iklady takovych rozdéleni:
e Exponencidlni - nejjednodussi spliiujici poZzadavky, ale nepraktické

° Restringované normélm’ (chvost normélniho) s hustotou

f(ix)=e" e /f _2a2 dx pro x > ¢
e Log-normalni s hustotou f(x) = ﬁe’("’gx’”y/z"z,x > 0, které

vzniklo transformaci X = eY, kde Y ~ N(u,0?)

e Paretovo (log-exponencialni) s hustotou f(x) = aa“x~*"1 x > a,
a > 0,a> 0, které vzniklo transformaci X = ae"’, kde Y ~ Exp(«)

o Weibullovo s hustotou f(x) = akxk~te=* x >0,k > 0,a > 0,
které je k—tou odmocninou exponenualmho rozdélenl' Exp(a)
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Rozdéleni poltu plateb 5

P¥edpoklady:
@ portfolio obsahuje n smluv,
@ pravdépodobnost $kodni udalosti na jedné smlouvé je p,
@ stfedni polet 3kod je np = A.

4

PouZivana rozdéleni:
e Binomické N ~ Bi(n, p)
@ Pro hodné velky rozsah portfolia n a hodn& maléu pravdépodobnost
vyplaty p, kde np = EN =: \

¢

oy nn=1)...(n—k+1) o A, Ay
P(N_k)_ k! p (17;) naooi,;ao ﬂe ’

= Poissonovo N ~ Po()\) (jednodussi vypotty)
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Trojuhelnikova schémata §)

@ Tyka se tvorby rezerv na pozdé&jsi plnéni = prostfedky k vyplaté
udalosti, které jsou nahlddeny v pozdé&jsim obdobi, neZ se staly.

@ Oznatme X; s celkovou vysi plateb, které vznikly v obdobi j a byly
uhrazeny do konce obdobi j + s (tedy s zna&i zpozdéni).

o Predpokladejme, Ze jsme v Case t.

@ Data, kterd mame k dispozici, miizeme sefadit do tzv. kumulativniho
trojihelniku:

0 1 o s . t—2 t—1
1 X1,0 Xi1 o oo Xis o oo X2 Xy

2 Xa0 Xo1 ... Xos ... Xopo2

Poznamka

Nékdy se misto Skod, které vznikly v roce j a byly urazeny do konce roku
J + s, pracuje s hodnotami Y s plateb, které vznikly v roce j a byly
urazeny pravé v roce j + s. Pak mluvime o nekumulativnim trojihelniku.
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Trojuhelnikova schémata - ptiklad 7

Vyplaty pojistného plnéni v havarijnim pojisténi (v milionech K&):

@ nekumulativni trojihelnik:

prosinec | 2 15 15 1 05
leden 2 2 05 1
tinor 15 1 1

bfezen 2 1.5

duben 1.5

@ a prislusny kumulativni trojihelnik:
0 1 2 3 4
prosinec | 2 35 b 6 6.5
leden 2 4 45 55
tnor 15 25 3.5
b¥ezen 2 35
duben 1.5
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Trojuhelnikova schémata 8

o Cilem je pro kazdé j nalézt hodnotu )A@oo kterd je odhadem celkové
vySe vyplat, jejichZ povinnost vznikla v obdobi j. Rezervou na
vyplatu za obdobf j je pak hodnota Xj o — Xj ;.

@ Samozifejmé se predpoklddd, Ze po n&jakém konetném pottu let jsou
jiz v8echny vyplaty pro dané obdobi vyplaceny.

@ Za tuto dobu je povaZovédn pravé ¢as t = metody odhadu )?j’oo
spodivaji v doplnéni kumulativniho trojdhelniku na &tverec.

o Celkouvou rezervou pak je

t
R=3"Ken— X
Jj=2
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Metoda chain-ladder 9

Tato metoda predpokladd, Ze sloupce jsou si tmérné, tj. Ze
Xis+1=CXjs, s=0,...,t—-2, j=1,...,t—s—1
Odhadem parametru ¢, je hodnota

t—s—1
A 721':1 X st1
- t—s—1 .
Zj:l Xj.s

Trojuhelnik na &tverec pak tedy doplnime pomoci vztahu
Xir = Xje—je—jr - &1

a pro odhad konecné celkové vyse vyplaty tak dostavame

Xjoo = Xjt-1
a vySe rezervy je tudiz
Xjt—1 = Xje—j-
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Zobecnéni metody chain-ladder

P¥edpokladejme, Ze tzv. vyvojové faktory
dis = Xjs41/Xjs, s=0,...,t—2, j=1,...,t—1
zaviseji na fadkovém indexu J, tj. mame
| o 1 ... s ... t=2
1 dio dix ... dis ... dio

)

t—1 dtfl}o

a nasledné& potitame

t—s—1
A 1 Wwjsd
d. = —Zﬁl_s_l”s . s=0,...,t-2,
Zj:l Wj,s
kde wj s jsou vahy pro dj, s (vetsi vahy pro noveJ5| hodnoty). Pak opé&t
Xj = JtJdtJ ’ drl

Poznamka

Klasickou metodu chain-ladder ziskame, pokud volime wj s = Xj s.
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Londynsky Fetézec

Tato metoda stejné jako klasickd metoda chain ladder predpoklada, Ze
sloupce na sobé zaviseji bez ohledu na ¥adek, tentokrat vztahem

Xist1=as+cXjs, s=0,...,t—=2, j=1,...,t—s—1

Parametry ag a ¢ se ur&i tzv. metodou nejmensich &tvercd, tj.
minimalizaci vyrazu

t—s—1

Z ()<J‘75+1*35*CS)<J‘75)2, 5207"'71:737 (1)
Jj=1

(pro s =t — 2 pak volime a;_» =0 a ¢;—2 = X1,1—1/X1,¢—2).
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Londynsky Fetézec

~

ReSenim minimalizace je

A _ th;ls 1 JS+1 Zt o 1 ZF_S_IX Zt . JS+1XJS
= (rfsfl)zf 3 1x2 (X XL

1 1 1
L (s =) X Xis =20 X i

(t_s_l)zt51X2_(Ztsl )
Na &tverec pak dopliiujeme postupn& po&itanim
Xisi1 =8+ 6&Xjs, s=t—j,...,t—=2 j=2,...t

kde )A(j,t,j = X; :—j je zndma hodnota na diagonale.
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