
26.11.2014, 1. skupina Jméno:

Zápočtový test z PSI

Nezapomeňte podepsat VŠECHNY paṕıry, které odevzdáváte. Škrtejte zřetelně a stejně zřetelně pǐste
i věci, které plat́ı. Co je škrtnuto, nebude bráno v úvahu a naopak. Jestliže něčemu nerozumı́te, zeptejte
se. Postup je třeba od̊uvodnit (okomentovat) nebo uvést výpočet. Výsledek bez uvedeńı jakéhokoliv
postup či výpočtu neńı akceptován. Abyste uspěli v testu, potřebujete źıskat alespoň 15 bod̊u.

(1) (10 bod̊u) Manžel neprǐsel včas (tj. v 18.00) ze zaměstnáńı. Manželka ze zkušenosti v́ı, že s
pravděpodobnost́ı 0.3 (resp. 0.6, 0.1) pracuje presčas (resp. odpoč́ıvá v hospodě; zdržel se z jiné př́ıčiny).
Pravděpodobnosti, že manžel bude ve 20.00 doma jsou (podle toho, kde se zdržel) 0.9, 0.2 a 0.9. Manžel
nakonec ve 20.00 doma byl. Jaká je pravděpodobnost, že byl v hospodě?

Řešeńı:
Označme jevy:

A1 = ”je v zaměstnáńı přesčas”,
A2 = ”odpoč́ıvá v hospodě”,
A3 = ”zdržel se z jiné př́ıčiny”,
D = ”přijde domů až v 20.00”.

Vı́me, že A1, A2, A3 je úplný disjunktńı systém jev̊u a

P (A1) = 0.3 P (A2) = 0.6 P (A3) = 0.1

P (D|A1) = 0.9 P (D|A2) = 0.2 P (D|A3) = 0.9

a zaj́ımá nás P (A2|D). Z Bayesových vět máme:

P (A2|D) =
P (D|A2) · P (A2)

P (D)

P (D) =

3∑
i=1

P (D|Ai) · P (Ai) = 0.9 · 0.3 + 0.2 · 0.6 + 0.9 · 0.1 = 0.48

a tedy

P (A2|D) =
0.2 · 0.6

0.48
= 0.25 .

(2) (10 bod̊u) Náhodná veličina X má rozděleńı dané hustotou

fX(t) =

 a · t2 , t ∈ (0, 3)

0 , jinak.

Určete konstantu a, distribučńı funkci náhodné veličiny X, středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny
Y = 3X − 1 a P (0 ≤ X < 2).

Řešeńı:



Pro určeńı konstanty a potřebujeme, aby

1 =

∫ ∞
−∞

fX(t) dt = a

∫ 3

0

t2 dt = a
[ t3

3

]3
0

= 9a

tedy a = 1
9 . Distribučńı funkce je rovna

FX(u) =

∫ u

−∞
fX(t) dt

a pro u ∈ (0, 3) tedy máme

FX(u) =

∫ u

0

t2

9
dt =

[ t3
27

]u
0

=
u3

27

celkově pak

FX(u) =


0 , u ≤ 0

u3

27 , u ∈ (0, 3)

1 , u ≥ 3.

Pro středńı hodnotu a rozptyl veličiny Y = 3X − 1 plat́ı

E(Y ) = E(3X − 1) = 3 · E(X)− 1

D(Y ) = D(3X − 1) = D(3X) = 32 ·D(X) = 9 ·
(
E(X2)−

(
E(X)

)2)
.

Pomoćı hustoty tud́ıž spoč́ıtáme momenty E(X) a E(X2):

E(X) =

∫ ∞
−∞

t · fX(t) dt =

∫ 3

0

t · t
2

9
dt =

[ t4
36

]3
0

=
9

4

E(X2) =

∫ ∞
−∞

t2 · fX(t) dt =

∫ 3

0

t2 · t
2

9
dt =

[ t5
45

]3
0

=
27

5
.

Tedy E(Y ) = 3 · 94 − 1 = 23
4 = 5.75 a D(Y ) = 9 · ( 27

5 − ( 9
4 )2) = 567

20 = 28.35.
A nakonec (d́ıky spojitosti veličiny X) máme:

P (0 ≤ X < 2) = P (X < 2)− P (X < 0) = FX(2)− FX(0) =
23

27
− 0 =

8

27

.
= 0.296

nebo alternativńı řešeńı:

P (0 ≤ X < 2) =

∫ 2

0

fX(t) dt =

∫ 2

0

t2

9
dt =

8

27
.

(3) (10 bod̊u) Předpokládejme, že politická strana má volebńı preference 13%. Jaká je pravděpodobnost,
že v pr̊uzkumu odhad jej́ıch preferenćı dosáhne alespoň 15%, je-li rozsah výběru (a) 500, (b) 1000 ?

Řešeńı:
Zadáńı si přelož́ıme tak, že jednotlivý volič voĺı danou stranu s pravděpodobnost́ı p = 0.13. Pro



i = 1, . . . , n si zavedeme veličiny

Xi =

 1 , i-tý volič zvoĺı danou stranu,

0 , i-tý volič nezvoĺı danou stranu.

Veličiny Xi považujeme za nezávislé, s alternativńım rozděleńı s parametrem p (protože P (Xi =
1) = p), středńı hodnotou E(Xi) = p = 0.13 a rozptylem D(Xi) = p(1− p) = 0.13 · 0.87 = 0.1131.

Preference strany se pak vyjádř́ı jako

X =
1

n

n∑
i=1

Xi

(tj. počet volič̊u dané strany ku počtu všech volič̊u). Máme ted’ určit P (X ≥ 0.15), což uděláme

za pomoci centrálńı limitńı věty použité na normovanou veličinu norm(X) = X−E(X)√
D(X)

. K tomu

potřebujeme znát:

E(X) =
1

n

n∑
i=1

E(Xi) = p = 0.13

D(X) =
1

n2

n∑
i=1

D(Xi) =
p(1− p)

n
=

0.1131

n

Takže

norm(X) =
X − E(X)√

D(X)
=

X − 0.13√
0.1131

·
√
n

a můžeme psát (pomoćı úprav nerovnost́ı):

P (X ≥ 0.15) = P
(X − 0.13√

0.1131
·
√
n ≥ 0.15− 0.13√

0.1131
·
√
n
)

= P
(

norm(X) ≥ 0.02
√
n√

0.1131

)
.
=

.
= 1− Φ

( 0.02
√
n√

0.1131

)
(a) Pro n = 500 dostáváme

P (X ≥ 0.15)
.
= 1− Φ

(0.02
√

500√
0.1131

)
.
= 1− Φ(1.33)

.
= 1− 0.9082 = 0, 0918 .

(b) Pro n = 1000 dostáváme

P (X ≥ 0.15)
.
= 1− Φ

(0.02
√

1000√
0.1131

)
.
= 1− Φ(1, 88)

.
= 1− 0.9699 = 0, 0301 .


