
26.11.2014, 2. skupina Jméno:

Zápočtový test z PSI

Nezapomeňte podepsat VŠECHNY paṕıry, které odevzdáváte. Škrtejte zřetelně a stejně zřetelně pǐste
i věci, které plat́ı. Co je škrtnuto, nebude bráno v úvahu a naopak. Jestliže něčemu nerozumı́te, zeptejte
se. Postup je třeba od̊uvodnit (okomentovat) nebo uvést výpočet. Výsledek bez uvedeńı jakéhokoliv
postup či výpočtu neńı akceptován. Abyste uspěli v testu, potřebujete źıskat alespoň 15 bod̊u.

(1) (10 bod̊u) Ve sb́ırce 50 obraz̊u je 5 padělk̊u. Jestliže je obraz falešný, znalec to pozná s pravděpodobnost́ı
80%. Je-li obraz originál, znalec ho mylně posoud́ı s pravděpodobnost́ı 5%. Určete

(a) pravděpodobnost, že obraz je originál, jestliže byl znalcem označen za originál,

(b) pravděpodobnost, že obraz je padělaný, jestliže byl znalcem označen za padělek.

Řešeńı:
Označme jevy:

O = ”obraz je originál”,
(doplňkový jev: O = ”obraz je padělek”)

Z = ”znalec obraz označ́ı za originál”,
(doplňkový jev: Z = ”znalec obraz označ́ı za padělek”).

Vı́me, že

P (O) =
5

50
= 0.1 P (Z|O) = 0.8 P (Z|O) = 0.05 .

(a) Zaj́ımá nás P (O|Z). Z Bayesových vět máme:

P (O|Z) =
P (Z|O) · P (O)

P (Z)
=

(
1− P (Z|O)

)
·
(
1− P (O)

)
1− P (Z)

P (Z) = P (Z|O) · P (O) + P (Z|O) · P (O) = 0.05 · 0.9 + 0.8 · 0.1 = 0.125

a tedy

P (O|Z) =
0.95 · 0.9

0.875
= 0.9771 .

(b) Zaj́ımá nás P (O|Z). Z Bayesovy věty a předchoźıho máme:

P (O|Z) =
P (Z|O) · P (O)

P (Z)
=

0.8 · 0.1
0.125

= 0.64 .

(2) (10 bod̊u) Náhodná veličina X má rozděleńı dané hustotou

fX(t) =

 c · et , t < 0

0 , jinak.

Určete konstantu c, distribučńı funkci, středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny X.



Řešeńı:
Pro určeńı konstanty c potřebujeme, aby

1 =

∫ ∞
−∞

fX(t) dt = c

∫ 0

−∞
et dt = c

[
et
]0
−∞

= c

tedy c = 1. Distribučńı funkce je rovna

FX(u) =

∫ u

−∞
fX(t) dt

a pro u < 0 tedy máme

FX(u) =

∫ u

−∞
et dt =

[
et
]u
−∞

= eu

celkově pak

FX(u) =

 eu , u < 0

1 , u ≥ 0.

Pomoćı hustoty spoč́ıtáme středńı hodnotu

E(X) =

∫ ∞
−∞

t · fX(t) dt =

∫ 0

−∞
t · et dt =

[
(t− 1)et

]0
−∞

= −1

a rozptyl

D(X) = E(X2)−
(
E(X)

)2
.

E(X2) =

∫ ∞
−∞

t2 · fX(t) dt =

∫ 0

−∞
t2 · et dt =

[
(t2 − 2t + 2)et

]0
−∞

= 2.

Tedy

D(X) = E(X2)−
(
E(X)

)2
= 2− (−1)2 = 1 .

(3) (10 bod̊u) Středńı hodnota chyby měřeńı je 5 a směrodatná odchylka je 36. Jaká je pravděpodobnost
toho, že chyba měřeńı nepřekroč́ı v absolutńı hodnotě 5? (Předpokládáme normálńı rozděleńı chyby.)

Řešeńı:
Veličina X představuj́ıćı chybu měřeńı má normálńı rozděleńı N(5, 362). Zaj́ımá nás pravděpodobnost
P (|X| ≤ 5). K jej́ımu výpočtu potřebujeme pracovat s normovanou veličinou

norm(X) =
X − 5

36

(protože k té jsou hodnoty v tabulkách, tj. hodnoty funkce Φ):

P (|X| ≤ 5) = P (−5 ≤ X ≤ 5) = P
(−5− 5

36
≤ X − 5

36
≤ 5− 5

36

)
= P

(
− 5

18
≤ norm(X) ≤ 0

)
=

= Φ(0)− Φ
(
− 5

18

)
.
= 0.5−

(
1− Φ

(
0.2778

))
.
= 0.6094− 0.5 = 0.1094 .


