
27.11.2014, 3. skupina Jméno:

Zápočtový test z PSI

Nezapomeňte podepsat VŠECHNY paṕıry, které odevzdáváte. Škrtejte zřetelně a stejně zřetelně pǐste
i věci, které plat́ı. Co je škrtnuto, nebude bráno v úvahu a naopak. Jestliže něčemu nerozumı́te, zeptejte
se. Postup je třeba od̊uvodnit (okomentovat) nebo uvést výpočet. Výsledek bez uvedeńı jakéhokoliv
postup či výpočtu neńı akceptován. Abyste uspěli v testu, potřebujete źıskat alespoň 15 bod̊u.

(1) (10 bod̊u) Student přǐsel na zkoušku na posledńı chv́ıli, ale nemůže si vzpomenout, který ze tř́ı
možných (stejně pravděpodobných) předmět̊u (analýza, pravděpodobnost, algebra) se vlastně zkouš́ı.
Vı́, že neumı́ 40% otázek z analýzy, 35% z pravděpodobnosti a 20% z algebry.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že zkoušku udělá?
(b) Jestliže zkoušku udělal, jaká je pravděpodobnost toho, že to bylo z pravděpodobnosti?

Řešeńı:
Označme jevy:

A1 = ”zkouška je z analýzy”,
A2 = ”zkouška je z pravděpodobnost́ı”,
A3 = ”zkouška je z algebry”,
Z = ”student udělá zkoušku”.

Vı́me, že A1, A2, A3 je úplný disjunktńı systém jev̊u a

P (A1) = P (A2) = P (A3) =
1

3

P (Z|A1) = 0.4 P (Z|A2) = 0.35 P (Z|A3) = 0.2 .

(a) Zaj́ımá nás P (Z). Z Bayesovy věty máme:

P (Z) =

3∑
i=1

P (Z|Ai) · P (Ai) =
1

3
(0.4 + 0.35 + 0.2) =

19

60

.
= 0.3167

P (Z) = 1− P (Z) =
41

60

.
= 0.6833 .

(b) Zaj́ımá nás P (A2|Z). Opět z Bayesovy věty máme

P (A2|Z) =
P (Z|A2) · P (A2)

P (Z)
=

(
1− P (Z|A2)

)
· P (A2)

P (Z)
=

0.65 · 1/3

41/60

.
= 0.3171 .

(2) (10 bod̊u) Náhodná veličina X má rozděleńı dané hustotou

fX(t) =

 c(t− 1)2 , t ∈ (0, 1)

0 , jinak.

Určete konstantu c, distribučńı funkci, středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny X.



Řešeńı:
Pro určeńı konstanty c potřebujeme, aby

1 =

∫ ∞
−∞

fX(t) dt = c

∫ 1

0

(t− 1)2 dt = c
[ (t− 1)3

3

]1
0

=
c

3

tedy c = 3. Distribučńı funkce je rovna

FX(u) =

∫ u

−∞
fX(t) dt

a pro u ∈ (0, 1) tedy máme

FX(u) =

∫ u

0

3(t− 1)2 dt =
[
(t− 1)3

]u
0

= (u− 1)3 + 1

celkově pak

FX(u) =


0 , u ≤ 0

(u− 1)3 + 1 , u ∈ (0, 1)

1 , u ≥ 1.

Pomoćı hustoty spoč́ıtáme středńı hodnotu

E(X) =

∫ ∞
−∞

t · fX(t) dt =

∫ 1

0

t · 3(t− 1)2 dt = 3
[ t4

4
− 2t3

3
+

t2

2

]1
0

=
1

4
= 0.25

a rozptyl

D(X) = E(X2)−
(
E(X)

)2
.

E(X2) =

∫ ∞
−∞

t2 · fX(t) dt =

∫ 1

0

t2 · 3(t− 1)2 dt = 3
[ t5

5
− 2t4

4
+

t3

3

]1
0

=
1

10
= 0.1 .

Tedy

D(X) = E(X2)−
(
E(X)

)2
=

1

10
−
(1

4

)2
=

3

80
= 0.0375 .

(3) (10 bod̊u) Náhodná veličina X nabývá hodnot z množiny {0, 1, 2} a pravděpodobnostmi P (X =
j) = a+ bj pro všechna j ∈ {0, 1, 2}. Odhadněte metodou moment̊u parametry a, b na základě četnost́ı

podle následuj́ıćı tabulky:
hodnota 0 1 2
pozorovaná četnost 17 15 8

Řešeńı:
Protože P (X = j) = a + bj jsou pravděpodobnosti, dostáváme podmı́nky

a + b · 0 ≥ 0 a + b · 1 ≥ 0 a + b · 2 ≥ 0

1 = (a + b · 0) + (a + b · 1) + (a + b · 2) = 3a + 3b

Dále budeme cht́ıt, aby se rovnal prvńı moment a jeho odhad:

E(X) = mX



Pro středńı hodnotu dostáváme

E(X) = 0 · (a + b · 0) + 1 · (a + b · 1) + 2 · (a + b · 2) = 3a + 5b .

Pro výběrový pr̊uměr (tj. odhad prvńıho momentu) pak máme

mX =
0 · 17 + 1 · 15 + 2 · 8

17 + 15 + 8
=

31

40
.

Celkově máme soustavu rovnic
3a + 3b = 1

3a + 5b =
31

40

s řešeńım b = − 9
80 = −0.1125 a a = 1

3 − b = 107
240

.
= 0.4458. Jednotlivé pravděpodobnosti pak

vycházej́ı jako

P (X = 0) = a =
107

244

.
= 0.4459

P (X = 1) = a + b =
1

3

.
= 0.3333

P (X = 2) = a + 2b =
53

240

.
= 0.2208

takže všechny podmı́nky máme splněny a našli jsme skutečně odhad parametru.


