
2. cvičeńı z PSI

5. - 9. ř́ıjna 2015

2.1 (Kolmogor̊uv model) Zjistěte, zda (Ω,A, P ) je Kolmogor̊uv model pravděpodobnosti, je-li dáno:

(i) Ω = {1, 2, 3},
A =

{
∅, {1, 2}, {1, 3}, {2}, {3}, {1, 2, 3}

}
,

P (A) = 1
3 |A|, A ∈ A (kde |A| je počet prvk̊u množiny A).

(ii) Ω = {+, ◦,�},
A =

{
∅, {+}, {◦,�}, {+, ◦,�}

}
,

P (A) = 1
3 |A|, A ∈ A.

Řešeńı:
Pro Kolmogor̊uv model je potřeba ověřit, že A je σ-algebra:

• ∅ ∈ A,

• A ∈ A ⇒ A ∈ A,

• {An | n ∈ N} ⊆ A ⇒
⋃

n∈NAn ∈ A,

a že P : A → 〈0, 1〉 je pravděpodobnost:

• P (Ω) = 1,

• {An | n ∈ N} ⊆ A & An jsou navzájem disjunktńı ⇒ P
(⋃

n∈NAn

)
=
∑

n∈N P (An),

(i) Prvńı dvě podmı́nky pro σ-algebru jsou zřejmě splněny, posledńı ne, protože {2}, {3} ∈ A, ale
{2} ∪ {3} /∈ A. Množina A tedy neńı σ-algebra a (Ω,A, P ) neńı Kolmogor̊uv model. Tuto nedokonalost,
ale můžeme spravit tak, že přidáme prvky, které chyb́ı: tedy prvek {2} ∪ {3} = {2, 3} a {2, 3} = {1}.
Dostaneme tak celou potenčńı množinu A′ = exp(Ω), která σ-algebrou určitě je. Ted’ ještě ukážeme, že
P : A′ → 〈0, 1〉 je pravděpodobnost. Zřejmě P (Ω) = 3

3 = 1 a dále pro {An | n ∈ N} ⊆ exp(Ω) navzájem
disjunktńı máme P

(⋃
n∈NAn

)
= 1

3 |
⋃

n∈NAn

∣∣ = 1
3

∑
n∈N |An| =

∑
n∈N P (An).

Uspořádané množiny (v našem př́ıpadě inkluźı) můžeme zakreslit tzv. Hasseovým diagramem (větš́ı
prvky se zakresluj́ı nad menš́ı a spojuj́ı se čárkou, pokud už mezi nimi žadné daľśı prvky nejsou).
Dostáváme tak:

A :
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�
�

@
@
@

@
@
@

�
�
�
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∅

exp(Ω) :

t{1, 2, 3}
@
@
@

@
@
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�
�

�
�
�
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�
�

@
@
@

@
@
@
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t{2} t{3}
{1}
t
t

{2, 3}

t
∅

To, že jsme dostali obrázek, který vypadá jako krychle, neńı náhoda. Každá konečná σ-algebra B je
totiž izomorfńı (tj. ”chová se jako”) potenčńı množina nějaké konečné množiny {1, . . . , n}. Konkrétně
existuje bijektivńı zobrazeńı ϕ : B → exp({1, . . . , n}), že

ϕ(A ∩B) = ϕ(A) ∩ ϕ(B), ϕ(A ∪B) = ϕ(A) ∪ ϕ(B), ϕ(A) = ϕ(A)



pro libovolné A,B ∈ B. Množinu X ⊆ {1, . . . , n} ted’ můžeme jednoznačně charakterizovat vektorem
aX = (a1, . . . , an) ∈ Rn, kde ai = 0 pokud i /∈ X a ai = 1 pokud i ∈ X. Dostaneme tak právě všechny
vrcholy n-rozměrné krychle a hrany této krychle odpov́ıdaj́ı právě všem spojeńım v Hasseově diagramu
množiny exp({1, . . . , n}). Speciálně, každá konečná σ-algebra muśı mı́t velikost 2n pro nějaké n ∈ N0

(což např. zadaná A neměla).
(ii) Budeme postupovat podobně jako v předchoźım př́ıpadě. Systém A je zřejmě uzavřen na sjed-

noceńı (stač́ı testovat jen dvojice množin a to nav́ıc takových, které jsou r̊uzné od Ω a ∅) i na doplňky.
Tedy A je σ-algebra, která je nav́ıc podalgebrou exp({1, 2, 3}) při vhodném přejmenováńı prvk̊u, např.

+ 7→ 1, ◦ 7→ 2, � 7→ 3.

Z tohoto d̊uvodu budou splněny i požadavky na pravděpodobnost, protože ta má stejný předpis jako
v př́ıpadě (i), kde už to, jak v́ıme, funguje. T́ım sṕı̌se to muśı platit i pro menš́ı systém množin. Tedy
(Ω,A, P ) je Kolmogor̊uv model. Zakresĺıme ještě Hasse̊uv diagram:

A :

t{+, ◦,�}
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2.2 (Náhodná veličina) Zjistěte, zda X : Ω→ R je náhodná veličina, pokud (Ω,A) jsou jako v předchoźım
př́ıkladě 2.1 (2) a plat́ı-li, že

(i) X(+) = 1, X(◦) = 2, X(�) = 3,

(ii) X(+) = −2, X(◦) = 1, X(�) = 1.

Řešeńı:
Označme (R,B) dvojici, kde B je tzv. borelovská σ-algebra. To je nejmenš́ı σ-algebra na R, která obsahuje
všechny intervaly. Jej́ı prvky se nazývaj́ı borelovské množiny. Náhodná veličina je pak takové zobrazeńı,
že pro každou borelovskou množinu B ∈ B je X−1(B) ∈ A (tedy vzorem borelovské množiny - neboli
měřitelné množiny v R - je opět měřitelná množina, tentokrát v Ω). Tuto vlastnost stač́ı ověřit jen pro
určité typy interval̊u v R:

X je náhodná veličina ⇔ (∀t ∈ R) X−1
(

(−∞, t〉
)
∈ A

(i) X neńı náhodná veličina, protože např. X−1
(

(−∞, 2.5〉
)

= {a ∈ Ω | X(a) ≤ 2.5} = {+, ◦} /∈ A.

(ii) Máme

X−1
(

(−∞, t〉
)

=

 ∅ , t ∈ (−∞,−2)
{+} , t ∈ 〈2, 1)
{+, ◦,�} , t ∈ 〈1,+∞)

takže X je náhodná veličina. Můžeme si všimnout, že pokud A je konečná σ-algebra a prvek ∅ 6= A ∈ A
je v Hasseově diagramu těsně nad prázdnou množinou, pak každá náhodná veličina muśı být na A
konstantńı (jinak by bylo možné prvky v A ještě dále oddělovat, viz část (i)). V tomto př́ıpadě tedy
σ-algebra udává ”hrubost”prostoru Ω.

2.3 (Geometrická pravděpodobnost) Dva přátelé A a B si domluv́ı sch̊uzku mezi 9.00 a 10.00. Jejich
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př́ıchody na dané mı́sto jsou náhodné v rámci smluveného časového intervalu. Každý bude čekat 10 minut a
pak odcháźı. Jaká je pravděpodobnost, že dojde k setkáńı?

Řešeńı:
V rámci geometrické pravděpodobnosti pracujeme vždy v Rn, kde máme obvyklý n-rozměrný objem
vol(·) (a tud́ıž pracujeme s množinami, kterým nějaký objem přǐradit lze - tzv. borelovské). Kolmogo-
rovým modelem pak bude (Ω,B, P ), kde Ω ⊆ Rn je borelovská množina taková, že vol(Ω) < ∞, B je

σ-algebra tvořena všemi borelovskými množinami obsaženými v Ω a P (A) = vol(A)
vol(Ω) .

V našem konkrétńım př́ıpadě si jako elementárńı jev zvoĺıme dvojici (tA, tB), která znamená př́ıchody
jednotlivých osob. Tedy Ω = 〈9, 10〉 × 〈9, 10〉. Jev S ⊆ Ω setkáńı obou přátel bude pak S = {(tA, tB) ∈
Ω | |tA − tB | ≤ 1

6} (za jednotku jsme si zvolili hodinu, takže 10 min = 1
6 hod). Z grafického znázorněńı

množin v R2 snadno zjist́ıme, že vol(S) = 1− ( 5
6 )2 = 11

36 a vol(Ω) = 1, takže P (S) = 11
36 .

Na tomto př́ıkladě je vidět, že pojmu σ-algebra (a daľśım definićım spojeným s pravděpodobnost́ı)
se prostě nelze vyhnout, pokud máme pracovat s objemem množin (a později s integrováńım funkćı).

2.4 (Nezávislé jevy) Revizor že zkušenosti v́ı, že zhruba v 26% tramvaj́ı při kontrole najde alespoň jednoho
černého pasažéra. Kolik tramvaj́ı muśı zkontrolovat, aby s pravděpodobnost́ı alespoň 95% našel alespoň
jednoho černého pasažéra?

Řešeńı:
Nejdř́ıve je potřeba správně interpretovat zadáńı: pravděpodobnost, že revizor v dané tramvaji najde
alespoň jednoho černého pasažéra je 0.26. Mějme ted’ jevy

An = ”revizor v n-té tramvaji najde alespoň jednoho černého pasažéra”

Bn = ”revizor v prvńıch n tramvaj́ıch najde alespoň jednoho černého pasažéra”

Dále budeme předpokládat, že všechny jevy An jsou navzájem nezávislé pro n ∈ N (bez tohoto vcelku
přirozeného předpokladu bychom neměli dost informace pro daľśı výpočet). Tedy plat́ı

P
( m⋂

k=1

(Ajk)ik
)

=

m∏
k=1

P
(

(Ajk)ik
)

pro libovolná j1 < j2 < · · · < jm a i1, . . . , im ∈ {−1, 1}, kde použ́ıváme zápis A1 := A a A−1 := A.
Chceme tedy znát nejmenš́ı n ∈ N takové, že P (Bn) ≥ 0.95. Vı́me, že P (An) = 0.26 a Bn =

⋃n
k=1Ak.

Jednodušš́ı bude pracovat s doplňkovým jevem:

P (Bn) = P
( n⋃
k=1

Ak

)
= P

( n⋂
k=1

Ak

)
=

n∏
k=1

P (Ak) = (1− 0.26)n

0.05 = 1− 0.95 ≥ 1− P (Bn) = P (Bn) = (0.74)n

log 0.05 ≥ n log 0.74

9.95
.
=

log 0.05

log 0.74
≤ n

Pozor, logaritmus je záporný pro hodnoty menš́ı než 1. Revizor tedy muśı proj́ıt alespoň 10 tramvaj́ı.
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V tomto př́ıkladě jsme pracovali pouze s jevy, aniž bychom znali konkrétńı Kolmogor̊uv model.
Taková situace je poměrně běžná - Kolmogor̊uv model se většinou nesestavuje, protože neńı k samotnému
výpočtu potřeba. Slouž́ı vlastně jen k tomu, abychom se ujistili, že v zadáńı nejsou rozpory - tj. existuje
(alespoň jeden) model, ve kterém je zadáńı splněno.

Přesto si ho cvičně sestav́ıme. Jako množinu Ω všech elementárńıch jev̊u si vezmeme všechny možné
posloupnosti nul a jedniček. Jednička na n-tém mı́stě posloupnosti znamená nalezeńı alespoň jednoho
černého pasažéra v n-té tramvaji a nula znamená, že tam nalezen nebyl. Posloupnosti budou nekonečné,
protože neńı d̊uvod omezovat je nějakým společným konkrétńım č́ıslem ani brát pouze všechny konečné
posloupnosti (neměli bychom interpretaci toho, co znamená, že posloupnost konč́ı).

Množina An pak sestává právě z těch posloupnost́ı, které maj́ı na n-tém mı́stě jedničku a An z těch,
které tam maj́ı nulu. Pro An chceme, aby to byly jevy. Jako A si tedy jednoduše zvoĺıme nejmenš́ı
σ-algebru, která obsahuje všechny množiny An, n ∈ N. Ř́ıkáme pak, že An generuj́ı A. Tato σ-algebra je
poměrně složitá struktura, která se nedá nějak jednoduše popsat. Nyńı je potřeba zjistit (což je nejtěžš́ı
část konstrukce), jestli jsme v̊ubec schopni definovat pravděpodobnost na celém A tak, aby P (An) = p
(kde 0 < p < 1) byla předepsaná hodnota. Pomůžeme si t́ım, co už známe - borelovskými množinami a
pravděpodobnost́ı na R.

Nejdř́ıve si všimneme, že za předpokladu, že pravděpodobnost P : A → 〈0, 1〉 existuje, pro každé
ω ∈ Ω plat́ı {ω} ∈ A a P ({ω}) = 0 (protože {ω} se dá vyjádřit jako nekonečný pr̊unik množin An a
jejich doplňk̊u a protože hodnoty pravděpodobnosti konečných pr̊unik̊u klesaj́ı k nule). Nyńı si vezmeme
zobrazeńı ϕ : 〈0, 1〉 → Ω, které prvku a ∈ 〈0, 1〉 přǐrad́ı jeho rozvoj ve dvojkové soustavě, kde kv̊uli
jednoznačnosti neuvažujeme rozvoje s periodickou jedničkou. Prvk̊u s nejednoznačným rozvojem je ale
pouze spočetně mnoho. Protože ϕ−1(An) je borelovská množina, plat́ı že i ϕ−1(A) je borelovská pro každé
A ∈ A (nebot’ An generuj́ı A). Tedy ϕ je meřitelně zobrazeńı a nyńı stač́ı už jen naj́ıt na borelovských
podmnožinách intervalu 〈0, 1〉 takovou pravděpodobnost P̃ , že P̃ (ϕ−1(An)) = p. Pokud toto budeme
mı́t, hledanou pravděpodobnost pak můžeme korektně definovat jako P (A) := P̃

(
ϕ−1(A)

)
pro A ∈ A.

Pravděpodobnost P̃ urč́ıme (na 〈0, 1〉) pomoćı funkce

F (x) =

∞∑
n=0

an

( n∏
i=1

(ai + (−1)aip)
)

kde x ∈ 〈0, 1〉 a x =
∑∞

n=0
an

2n je zápis ve dvojkové soustavě (ne nutně jednoznačný), tj. an ∈ {0, 1}.
Funkce F je spojitá, ostře rostoućı, F (0) = 0 a F (1) = 1. Takže můžeme pravděpodobnost P̃ zavést
jako P̃

(
〈0, x〉

)
= F (x), tedy ve smyslu distribučńı funkce. Ověřeńı toho, že P̃ (ϕ−1(An)) = p je pak

technickou záležitost́ı (kde využijeme i to, že bod̊u s nejednoznačným rozvojem je jen spočetně mnoho).
Všimněme si ještě, že pro p = 1

2 dostáváme prostě F (x) = x, tedy obvyklou ”velikost množin”v R.
Jak je vidět z této konstrukce, i na prvńı pohled jednoduché zadáńı př́ıkladu může vést k netriviálńım

σ-algebrám a vlastnostem nekonečné aditivity funkce pravděpodobnosti.
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