
16.12.2015, 1. skupina (16:15 - 17:45) Jméno:

Zápočtový test z PSI

Nezapomeňte podepsat VŠECHNY paṕıry, které odevzdáváte. Škrtejte zřetelně a stejně zřetelně pǐste
i věci, které plat́ı. Co je škrtnuto, nebude bráno v úvahu a naopak. Jestliže něčemu nerozumı́te, zeptejte
se. Postup je třeba od̊uvodnit (okomentovat) nebo uvést výpočet. Výsledek bez uvedeńı jakéhokoliv
postup či výpočtu neńı akceptován. Abyste uspěli v testu, potřebujete źıskat alespoň 15 bod̊u.

(1) (10 bod̊u) V d́ılně pracuje 10 dělńık̊u rozdělených do skupin A, B a C, přičemž každý z dělńık̊u
vyrob́ı stejný počet výrobk̊u. Skupina A se skládá z pěti dělńık̊u, skupina B ze tř́ı a skupina C ze dvou
dělńık̊u. Z výrobk̊u skupiny A je jich 96% standardńıch, ze skupiny B je to 90% a z výrobk̊u skupiny C
je jich jen 85% standardńıch. Všechny výrobky jdou do skladu, ze kterého jsme náhodně vybrali jeden
výrobek, a zjistili, že je standardńı. Jaká je pravděpodobnost, že ho vyrobil někdo ze skupiny A?

Řešeńı:
Skupiny si pro přehlednost oč́ısluje 1 až 3.

Označme jevy:

Ai = ”vybraný výrobek je vyrobený i-tou skupinou”,
S = ”vybraný výrobek je standardńı”.

Vı́me, že A1, A2 a A3 je úplný disjunktńı systém jev̊u a vzhledem k tomu, že každý dělńık
přispěje do skladu stejným počtem výrobk̊u, je pravděpodobnost P (Ai) úměrná počtu dělńık̊u v
i-té skupině. Tedy

P (A1) = 0, 5 P (A2) = 0.3 P (A3) = 0.2

P (S|A1) = 0.96 P (S|A2) = 0.9 P (S|A3) = 0.85

a zaj́ımá nás P (A1|S). Z Bayesovy věty máme:

P (A1|S) =
P (S|A1) · P (A1)

P (S)

P (S) =

3
∑

i=1

P (S|Ai) · P (Ai) = 0.96 · 0.5 + 0.9 · 0.3 + 0.85 · 0.2 = 0.92

a tedy

P (A1|S) =
0.96 · 0.5
0.92

=
12

23

.
= 0.5217 .

Ještě je dobré uvědomit si, jak vypadá Kolmogor̊uv model, speciálně jaké jsou pravděpodobnosti elementárńıch
jev̊u:

• Ω = ”sklad výrobk̊u”, počet výrobk̊u ve skladu je n := |Ω|

• elementárńı jev ω ∈ Ω je tedy vytažeńı daného výrobku ze skladu

• pravděpodobnost vytažeńı daného výrobku ze skladu bude dána Laplaceovou pravděpodobnosti, tj. P ({ω}) =
1

n

• Ai = {ω ∈ Ω | vytažeńı ω takového výrobku, který byl vyroben i-tou skupinou}

• pokud každý dělńık vyrob́ı právě K výrobk̊u a počet dělńık̊u v i-té skupině je mi a celkový počet dělńık̊u je
m = 10, pak je n = K ·m a |Ai| = K ·mi a tedy P (Ai) =

∑
ω∈Ai

1

K·m
= K·mi

K·m
= mi

m

Zásadńı věćı je tedy to, že ”sesypáńım”výrobk̊u do skladu jsme zp̊usobili, že každý výrobek má stejnou šanci, že
ho vybereme.

(2) (10 bod̊u) Náhodná veličina X představuje hodnoty, které padaj́ı na pravidelné hraćı kostce. Pro
veličinu Y = 2X − 1 určete jej́ı středńı hodnotu, rozptyl a distribučńı funkci.



Řešeńı:
Veličina X má hodnoty i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 a pravděpodobnostńı funkćı

pX(i) =







1
6 , i = 1, 2, 3, 4, 5, 6

0 , jinak.

Protože E(Y ) = E(2X − 1) = 2E(X) − 1 a D(Y ) = D(2X − 1) = D(2X) = 22D(X), stač́ı
zjistit středńı hodnotu a rozptyl pro veličinu X :

E(X) =
∑

i∈R

i · pX(i) =
1

6

(

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6
)

=
1

2
(1 + 6) =

7

2
= 3.5

E(X2) =
∑

i∈R

i2 · pX(i) =
1

6

(

12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62
)

=
91

6

.
= 15.166

D(X) = E(X2)−
(

E(X)
)2

=
91

6
−
(7

2

)2

=
35

12

.
= 2.9167 .

Takže máme

E(Y ) = 6 a D(Y ) =
35

3

.
= 11, 67 .

Veličina Y nabývá hodnot 1, 3, 5, 7, 9, 11 se stejnou pravděpodobnost́ı, takže distribučńı funkce
bude

FY (t) =























0 , t < 1

1
6 i , t ∈ 〈2i− 1, 2i+ 1), i = 1, 2, 3, 4, 5

1 , t ≥ 11

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
t

FY (t)

(3) (10 bod̊u) Hod́ıme 420 krát pravidelnou šestistěnnou hraćı kostkou a výsledky hod̊u sč́ıtáme.
Pomoćı centrálńı limitńı věty odhadněte pravděpodobnost, že součet bude ležet mezi č́ısly 1400 a
1550.

Řešeńı:
Pro i = 1, . . . , n (kde n = 420) si zavedeme diskrétńı veličiny

Xi = ”hodnota, která padne na kostce při i-tém hodu”

VeličinyXi považujeme za nezávislé. Středńı hodnotu a rozptyl už máme spoč́ıtánu z předchoźıho
př́ıkladu:

E(Xi) = 3.5 D(Xi) =
35

12
.

Součet hodnot se vyjádř́ı jako

X =

n
∑

i=1

Xi .



Máme ted’ určit P (1400 ≤ X ≤ 1550), což uděláme za pomoci centrálńı limitńı věty použité na

normovanou veličinu norm(X) = X−E(X)√
D(X)

. K tomu potřebujeme znát:

E(X) =

n
∑

i=1

E(Xi) = 420 · 3.5 = 1470

D(X) =

n
∑

i=1

D(Xi) = 420 · 35
12

= 1225 = (35)2

Takže

norm(X) =
X − E(X)
√

D(X)
=

X − 1470

35

a můžeme psát (pomoćı úprav nerovnost́ı):

P (1400 ≤ X ≤ 1550) = P
(1400− 1470

35
≤ X − 1470

35
≤ 1550− 1470

35

)

=

= P
(

− 2 ≤ norm(X) ≤ 16

7

)

.
= Φ

(16

7

)

− Φ(−2)
.
=

.
= Φ(2.2857)− 1 + Φ(2)

.
= 0.98886 + 0.97725− 1 = 0.96611 .


