
17.12.2015, 3. skupina (14:30 - 16:00) Jméno:

Zápočtový test z PSI

Nezapomeňte podepsat VŠECHNY paṕıry, které odevzdáváte. Škrtejte zřetelně a stejně zřetelně pǐste
i věci, které plat́ı. Co je škrtnuto, nebude bráno v úvahu a naopak. Jestliže něčemu nerozumı́te, zeptejte
se. Postup je třeba od̊uvodnit (okomentovat) nebo uvést výpočet. Výsledek bez uvedeńı jakéhokoliv
postup či výpočtu neńı akceptován. Abyste uspěli v testu, potřebujete źıskat alespoň 15 bod̊u.

(1) (10 bod̊u) Máme testovaćı metodu pro výrobek, která ale nefunguje vždy. Pokud je výrobek
defektńı, test ukáže, že je defektńı s pravděpodobnost́ı 0.9. Pokud je výrobek funkčńı, test řekne, že
je defektńı s pravděpodobnost́ı 0.2. Daný výrobek je funkčńı s pravděpodobnost́ı 0.7. Nyńı nezávisle
otestujeme 3 výrobky s výsledkem testu: funkčńı. Jaká je pravděpodobnost, že všechny výrobky jsou
skutečně funkčńı?

Řešeńı:
Označme jevy:

Ti = ”test ukáže, že i-tý výrobek je funkčńı”,
(doplňkový jev: Ti = ”test ukáže, že i-tý výrobek je defektńı”)

Vi = ”i-tý výrobek je funkčńı”,
(doplňkový jev: Vi = ”i-tý výrobek je defektńı”).

Vı́me, že
P (Ti|Vi) = 0.9 P (Ti|Vi) = 0.2 P (Vi) = 0.7 .

Nejdř́ıve si spoč́ıtáme pravděpodobnost, že i-tý výrobek je funkčńı, pokud test ř́ıká, že by
funkčńı být měl. Bude nás tedy zaj́ımat P (Vi|Ti). Z Bayesovy věty máme:

P (Vi|Ti) =
P (Ti|Vi) · P (Vi)

P (Ti)
=
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)

· P (Vi)

1− P (Ti)

P (Ti) = P (Ti|Vi) · P (Vi) + P (Ti|Vi) · P (Vi) = 0.2 · 0.7 + 0.9 · 0.3 = 0.41

a tedy

P (Vi|Ti) =
0.8 · 0.7
0.59

=
56

59

.
= 0.9492 .

Pro nezávislé testováńı 3 výrobk̊u pak pravděpodobnost, že všechny výrobky jsou funkčńı za
předpokladu, že test o všech ukázal, že jsou funkčńı je
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Zde jsme předpokládali, že jevy týkaj́ıćı se vždy výhradně i-tého výrobk̊u jsou navzájem
nezávislé (tedy T1, T2, T3 jsou nezávislé a V1∩T1, V2∩T2, V3∩T3 jsou nezávislé). Tedy dle očekáváńı
je to třet́ı mocnina podmı́něné pravděpodobnosti pro jeden výrobek.



(2) (10 bod̊u) Náhodná veličina X má distibučńı funkci

FX(t) =







1− e−t−2 , t ≥ −2

0 , t < −2

Načrtněte graf distribučńı funkce, určete hustotu fX a spoč́ıtejte středńı hodnotu veličiny Y = X

2
.

Řešeńı:
Pro veličinu Z := X + 2 máme

FZ(t) = P (X + 2 ≤ t) = P (X ≤ t− 2) = FX(t− 2) =







1− e−t , t ≥ 0

0 , t < 0

takže Z má exponenciálńı rozděleńı a graf FZ je
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pro X = Z − 2 tedy graf FX bude posunutý o 2 směrem doleva:
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Hustotu fX źıskáme jako derivaci FX :

fX(t) =







e−t−2 , t ≥ −2

0 , t < −2

Pomoćı hustoty spoč́ıtáme středńı hodnotu

E(X) =

∫

∞
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t · fX(t) dt =

∫
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t · e−t−2 dt =
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]
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= −1

a tud́ıž E(Y ) = E(X
2
) = − 1

2
.

(3) (10 bod̊u) Výška muž̊u (určitého věku) je náhodná veličina o středńı hodnotě 180 cm a směrodatnou
odchylkou 10 cm. Určete pravděpodobnost, že pr̊uměrná výška n = 20 muž̊u bude v intervalu 175 cm
a 185 cm



(a) pomoćı centrálńı limitńı věty,

(b) pomoćı Čebyševovy nerovnosti.

Řešeńı:
Výšku i-tého může (pro i = 1, . . . , n) si označ́ıme jako Xi. Veličiny Xi považujeme za nezávislé,
se středńı hodnotou E(Xi) = 180 cm a směrodatnou odchylkou σi =

√

D(Xi) = 10 cm.
Pr̊uměrná výška se pak vyjádř́ı jako

X =
1

n

n
∑
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Xi .

Zaj́ımá nás P (175 ≤ X ≤ 185). Budeme potřebovat:

E(X) =
1

n

n
∑

i=1

E(Xi) = 180

D(X) =
1

n2

n
∑

i=1

D(Xi) =
1

n2

n
∑

i=1

σ2

i =
102

n
=

100

20
= 5

Takže

norm(X) =
X − E(X)
√
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=

X − 180√
5

.

(a) Odhad pomoćı centrálńı limitńı věty - úpravami nerovnost́ı dostaneme:
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= 2 · 0.98733− 1 = 0.97466

Tedy asi 97.5%.

(b) Odhad pomoćı Čebyševovy nerovnosti - použijeme tvar, který už máme:
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Dostáváme tedy sice spodńı odhad 80%, zato přesný.


