
2. cvičeńı z PSI

10. - 14. ř́ıjna 2016

2.1 (Laplaceova definice pravděpodobnosti)
Do výtahu 8-patrové budovy nastoupilo 5 osob. Každá z nich vystouṕı se stejnou pravděpodobnost́ı v

libovolném poschod́ı nezávisle na ostatńıch osobách. Jaká je pravděpodobnost, že

(a) všichni lidé vystouṕı v 6. poschod́ı,

(b) všichni lidé vystouṕı ve stejném poschod́ı,

(c) každý vystouṕı v jiném poschod́ı?

Řešeńı:
Pravděpodobnost daného jevu je definována podle Laplace jako

p =
počet př́ıznivých možnost́ı

počet všech možnost́ı
.

Všechny možnosti můžeme popsat jako uspořádané 5-tice nad 8 prvky, tj. jako prvky množiny
množiny

Ω = {(a1, . . . , a5) | ai ∈ {1, . . . , 8}} .

Všech možnost́ı je tak |Ω| = 85. Pro jev A ⊆ Ω tak máme p(A) = |A|
|Ω| (tj. pod́ıly počt̊u prvk̊u daných

množin).
(a) Jev je popsán jako A = {(6, 6, 6, 6, 6)} a tedy

P (A) =
1

85
.

(b) Jev je popsán jako A = {(1, 1, 1, 1, 1), . . . , (8, 8, 8, 8, 8)} a tedy

P (A) =
8

85
=

1

84
.

(c) Jev poṕı̌seme jako A = {(a1, . . . , a5) ∈ Ω | ai jsou navzájem r̊uzné}. Počet př́ıznivých možnost́ı
je tedy počet všech variaćı 5-té tř́ıdy nad 8 prvky bez opakováńı. Takže

P (A) =
8 · 7 · 6 · 5 · 4

85
=

7 · 3 · 5
83

=
105

512
.

2.2 (Laplaceova definice pravděpodobnosti)
Mějme n ≥ 1 krabic a mějme n + k ≥ 1 kouĺı, kde k ∈ Z. Všechny tyto koule rozmı́st́ıme náhodně do

krabic. Jaká je pravděpodobnost toho, že prvńı krabice z̊ustala prázdná? K čemu se tato hodnota bĺıž́ı při
n→∞ (a pevném k)?



Řešeńı:
Každou kouli z n + k umı́st́ıme do jedné z n krabic. Počet všech umı́stěńı jsou tedy variace (n + k)-té
tř́ıdy z n prvk̊u s opakováńım, tj. nn+k. Podobně počet umı́stěńı vynechávaj́ıćı 1. krabici je (n− 1)n+k.
Pravděpodobnost tak je

p =
(n− 1)n+k

nn+k
=

1(
1 + 1

n−1

)n+k

n→∞−→ 1

e
.

Pokud tedy máme velmi mnoho předmět̊u, které umist’ujeme do srovnatelně velkého počtu pozic (tj.
|k| << n, kde k může být i záporné), pak pravděpodobnost, že danou pozici vynecháme, je přibližně
e−1 .

= 0.368.

2.3 (výběr bez vraceńı)
V urně je n b́ılých a m černých kouĺı, kde m ≥ n. Provedeme n-krát výběr dvou kouĺı bez vraceńı. Určete

pravděpodobnost toho, že pokaždé se vytáhnou dvě koule r̊uzných barev.

Řešeńı:
Ve výsledném tahu koule sice rozlǐsujeme jen podle barev, ale na fyzickém počtu kouĺı jednotlivých barev
samozřejmě zálež́ı. Proto budeme během výpočtu jednotlivé koule rozlǐsovat. Necht’ K je množina všech
kouĺı. Jako množinu všech možných výsledk̊u (tj. jevové pole) si (kv̊uli jednodušš́ımu výpočtu) zvoĺıme

Ω = {(D1, . . . , Dn) | Di jsou navzájem disjunktńı podmnožiny množiny K} .

Množiny představuj́ı jednotlivé výběry dvou kouĺı. Kv̊uli jednodušš́ımu výpočtu uvažujeme také
uspořádaný výběr, kdy zálež́ı na tom, kterou dvojićı kouĺı kdy vytáhneme.

(Rozmyslete si, že pokud bychom nerozlǐsovali pořad́ı, výsledná pravděpodobnost bude stejná! Jen
výpočet by byl náročněǰśı...)

Postupným vyb́ıráńım 2 kouli tak zřejmě pro počet prvk̊u Ω máme vztah

|Ω| =
(
m+ n

2

)
·
(
m+ n− 2

2

)
·
(
m+ n− 4

2

)
· · ·
(
m+ n− 2(n− 2)

2

)
·
(
m+ n− 2(n− 1)

2

)
=

=
(m+ n)!

(m+ n− 2)! · 2!
· (m+ n− 2)!

(m+ n− 4)! · 2!
· · · (m+ n− 2(n− 2))!

(m+ n− 2(n− 1))! · 2!
· (m+ n− 2(n− 1))!

(m+ n− 2n)! · 2!
=

=
(m+ n)!

(m− n)! · 2n
=

(
m+ n

2n

)
(2n)!

2n
.

Výsledek jsem mohli dostat také tak, že z m + n kouĺı jich vybereme 2n a ty pak uspořádáme.
Přitom ztotožńıme ty 2n-tice, které dostaneme prohozeńım sousedńıch kouĺı na mı́stech 2i+ 1 a 2i (kde
i = 1, . . . , n).

Necht’ A ⊆ Ω je jev, kdy vždy vybereme dvě koule r̊uzných barev. Prvky A si můžeme tedy jed-
noznačně vyjádřit jako n-tici b́ılých kouĺı (těch je n!) a n-tici černých kouĺı (těch je m!

(m−n)! ). Tud́ıž

máme

|A| = n! · m!

(m− n)!
.

A pravděpodobnost tak je

P (A) =
|A|
|Ω|

=
n! ·m! · 2n

(m+ n)!
=

2n(
m+n
n

) .
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2.4 (výběr bez vraceńı)
Série, kterou tvoř́ı 100 výrobk̊u, obsahuje 5% vadných součástek. Jestliže je při kontrole mezi 5 náhodně

vytaženými součástkami nějaká vadná, celá série se nepřijme. Jaká je pravděpodobnost, že k tomu dojde?

Řešeńı:
Spoč́ıtáme pravděpodobnost doplňkového jevu:

A =”všech 5 vytažených součástek je v pořádku”

Podle zadáńı máme 100 součástek a z nich 5 vadných. Takže s použit́ım variaćı 5-té tř́ıdy bez
opakováńı dostaneme

P (A) = 1− P (A) = 1− 95 · 94 · 93 · 92 · 91

100 · 99 · 98 · 97 · 96

.
= 1− 0, 7696 = 0, 2304 .

Všimněte si, že pravděpodobnost jevu A můžeme také zapsat pomoćı součinu (podmı́něných) pravděpodobnost́ı v
každém kroku výběru jako P (A) = 95

95+5
· 94
94+5

· 93
93+5

· 92
92+5

- viz postup v následuj́ıćım př́ıkladu.

2.5 (výběr s proměnnými podmı́nkami, Stirling̊uv vzorec)
V urně jsou dvě koule, b́ılá a černá. Provád́ı se vyber po jedné kouli do doby, než se vytáhne černá koule.

Kdykoliv se vytáhne b́ılá koule, vrát́ı se do urny a přidaj́ı se ještě dvě b́ılé koule. Určete pravděpodobnost
toho, že se při prvńıch 50 taźıch černá koule nevytáhne.

Řešeńı:
Použijeme následuj́ıćı vztah, který si obecně hod́ı, pokud provád́ıme sérii pokus̊u:

Mějme posloupnost jev̊u A1 ⊇ A2 · · · ⊇ An kde P (An) 6= 0. Protože máme rovnost Ai = Ai ∩ Ai−1,
tak dostáváme

P (Ai) =
P (Ai ∩Ai−1)

P (Ai−1)
· P (Ai−1) = P (Ai|Ai−1) · P (Ai−1) .

Postupně tak iteraćı dostaneme

P (An) = P (A1) · P (A2|A1) · · ·P (An|An−1) .

Při praktickém použit́ı pak jev Ai znamená výsledky série prvńıch i pokus̊u. Podmı́něné pravděpo-
dobnosti P (Ai|Ai−1) pak znamenaj́ı, jaká je pravděpodobnost výsledk̊u i-tého pokusu za předpokladu,
že už nastaly dané výsledky prvńıch i− 1 pokus̊u.

V našem př́ıpadě budeme mı́t

Ai = ”v prvńıch i taźıch se vytáhne b́ılá koule”,

podmı́něné pravděpodobnosti pak budou

P (Ai|Ai−1) =
2i− 1

2i

protože po prvńıch i − 1 pokusech v urně je 2i − 1 b́ılých kouĺı a 1 černá koule. A samozřejmě
P (A1) = 1

2 . Pro n = 50 tedy máme

P (An) =
1

2
· 3

4
· 5

6
· · · 2n− 3

2n− 2
· 2n− 1

2n
=

1 · 2 · · · (2n− 1) · 2n(
2 · 4 · · · (2n− 2) · 2n

)2 =
(2n)!

(n!)2 · 22n
=

(
2n

n

)
·
(

1

2

)2n

.
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Použit́ım Stirlingova vzorce n! ∼
√

2πn
(
n
e

)n
dostaneme přibližnou hodnotu

P (An) =
(2n)!

(n!)2 · 22n

.
=

√
4πn

(
2n
e

)2n
2πn

(
n
e

)2n · 22n
=

1√
πn

,

tedy pro n = 50 to je

P (A50) =
100!

(50!)2 · 2100

.
=

1√
50π

.
= 0.0798 .

Současně je vidět, že pro n → ∞ se P (An) bĺıž́ı k nule (přestože se podmı́něná pravděpodobnost
P (Ai|Ai−1) = 2i−1

2i vytažeńı b́ılé koule v daľśım tahu postupně bĺıž́ı k jedné pro i→∞.)

2.6 (podmı́něná pravděpodobnost)
Pravděpodobnost toto, že napět́ı v elektrické śıti překroč́ı standardńı hodnotu, je rovna p1 > 0. Při

přepět́ı je pravděpodobnost poruchy elektrického spotřebiče rovná p2. K poruše př́ıstroje může doj́ıt jen při
přepět́ı. Určete pravděpodobnost poruchy př́ıstroje.

Řešeńı:
Označme si

A = ”napět́ı překroč́ı standardńı hodnotu”,

B = ”dojde k poruše př́ıstroje”.

Ze zadáńı v́ıme, že P (A) = p1, P (B|A) = p2 a B ⊆ A. Zaj́ımá nás hodnota P (B). Ze vztahu B ⊆ A
plyne, že B ∩A = B. Pomoćı definice relativńı pravděpodobnosti ted’ můžeme psát

P (B) = P (B ∩A) =
P (B ∩A)

P (A)
· P (A) = P (B|A) · P (A) = p2 · p1 .

2.7 (nezávislé jevy)
Dva střelci stř́ıĺı na terč po jedné ráně. Pravděpodobnost, že se prvńı tref́ı je p1 = 0.7. Pravděpodobnost,

že se tref́ı druhý střelec je p2 = 0.8. Jaká je pravděpodobnost, že

(a) alespoň jeden střelec zasáhne ćıl?

(b) prvńı střelec se tref́ı a druhý ne?

Řešeńı:
Uvažujme jevy

S1 = ”prvńı střelec se tref́ı”,

S2 = ”druhý střelec se tref́ı”.

Tyto jevy jsou nezávislé, P (S1) = 0.7 a P (S2) = 0.8.

(a) Pro jev

A = ”alespoň jeden střelec zasáhne ćıl”
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máme A = S1 ∪ S2 a tedy

P (A) = P (S1 ∪ S2) = P (S1) + P (S2)− P (S1 ∩ S2)
(nezav.)

=

(nezav.)
= P (S1) + P (S2)− P (S1) · P (S2) = 0.7 + 0.8− 0.7 · 0.8 = 0.94 .

(a) Pro jev

B = ”prvńı střelec se tref́ı a druhý ne”

máme B = S1 ∩ S2 a tedy

P (B) = P (S1 ∩ S2)
(nezav.)

= P (S1) · P (S2) = 0.7 · (1− 0.8) = 0.14 .

2.8 (nezávislé jevy)
Revizor že zkušenosti v́ı, že zhruba v 26% tramvaj́ı při kontrole najde alespoň jednoho černého pasažéra.

Kolik tramvaj́ı muśı zkontrolovat, aby s pravděpodobnost́ı alespoň 95% našel alespoň jednoho černého
pasažéra?

Řešeńı:
Nejdř́ıve je potřeba správně interpretovat zadáńı: pravděpodobnost, že revizor v dané tramvaji najde
alespoň jednoho černého pasažéra je 0.26. Mějme ted’ jevy

An = ”revizor v n-té tramvaji najde alespoň jednoho černého pasažéra”

Bn = ”revizor v prvńıch n tramvaj́ıch najde alespoň jednoho černého pasažéra”

Dále budeme předpokládat, že všechny jevy An jsou navzájem nezávislé pro n ∈ N (bez tohoto vcelku
přirozeného předpokladu bychom neměli dost informace pro daľśı výpočet). Pak plat́ı

P
( m⋂

k=1

(Ajk)ik
)

=

m∏
k=1

P
(

(Ajk)ik
)

pro libovolná j1 < j2 < · · · < jm a i1, . . . , im ∈ {−1, 1}, kde použ́ıváme zápis A1 := A a A−1 := A.
Chceme tedy znát nejmenš́ı n ∈ N takové, že P (Bn) ≥ 0.95. Vı́me, že P (An) = 0.26 a Bn =

⋃n
k=1Ak.

Jednodušš́ı bude pracovat s doplňkovým jevem:

P (Bn) = P
( n⋃
k=1

Ak

)
= P

( n⋂
k=1

Ak

)
=

n∏
k=1

P (Ak) = (1− 0.26)n

0.05 = 1− 0.95 ≥ 1− P (Bn) = P (Bn) = (0.74)n

log 0.05 ≥ n log 0.74

9.95
.
=

log 0.05

log 0.74
≤ n

Pozor, logaritmus je záporný pro hodnoty menš́ı než 1. Revizor tedy muśı proj́ıt alespoň 10 tramvaj́ı.

V tomto př́ıkladě jsme pracovali pouze s jevy, aniž bychom znali konkrétńı Kolmogor̊uv model. Taková situace je
poměrně běžná - Kolmogor̊uv model se většinou nesestavuje, protože neńı k samotnému výpočtu potřeba. Slouž́ı pak jen
k tomu, abychom se ujistili, že v zadáńı nejsou rozpory - tj. existuje (alespoň jeden) model, ve kterém je zadáńı splněno.
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2.9 (geometrická pravděpodobnost)
Dva přátelé A a B si domluv́ı sch̊uzku mezi 9.00 a 10.00. Jejich př́ıchody na dané mı́sto jsou náhodné v

rámci smluveného časového intervalu. Každý bude čekat 10 minut a pak odcháźı. Jaká je pravděpodobnost,
že dojde k setkáńı?

Řešeńı:
V rámci geometrické pravděpodobnosti pracujeme vždy v Rn, kde máme obvyklý n-rozměrný objem
vol(·) (a tud́ıž pracujeme s množinami, kterým nějaký objem přǐradit lze - tzv. borelovské). Kolmogo-
rovým modelem pak bude (Ω,B, P ), kde Ω ⊆ Rn je borelovská množina taková, že vol(Ω) < ∞, B je

σ-algebra tvořena všemi borelovskými množinami obsaženými v Ω a P (A) = vol(A)
vol(Ω) .

V našem konkrétńım př́ıpadě si jako elementárńı jev zvoĺıme dvojici (t1, t2), která znamená př́ıchody
jednotlivých osob v jednotkách hodin. Tedy Ω = 〈9, 10〉 × 〈9, 10〉. Jev A ⊆ Ω setkáńı obou přátel bude
pak

A = {(t1, t2) ∈ Ω | |t1 − t2| ≤ 1/6}

(za jednotku jsme si zvolili hodinu, takže 10 min = 1
6 hod). Z grafického znázorněńı množin v R2

t1

109

t2

10

A

︸ ︷︷ ︸
1
6

︷︸︸
︷

1
6

snadno zjist́ıme, že vol(A) = 1− ( 5
6 )2 = 11

36 a vol(Ω) = 1, takže

P (A) =
11

36
.

Na tomto př́ıkladě je vidět, že pojmu σ-algebra (a daľśım definićım spojeným s pravděpodobnost́ı) se prostě nelze
vyhnout, pokud máme pracovat s plochou nebo objemem množin (a později s integrováńım funkćı).

2.10 (geometrická pravděpodobnost)
Dva parńıky přij́ıžděj́ı jednou denně do př́ıstavu a muśı přirazit ke stejnému kotvǐsti. Př́ıjezdy obou

parńık̊u jsou nezávislé a stejně možné během celého dne (tj. 24 hodin). Prvńı parńık z̊ustává v př́ıstavu 1
hodinu a druhý 2 hodiny. Určete pravděpodobnost, že jeden z parńıku bude muset čekat na uvolněńı kotvǐstě.
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Řešeńı:
Př́ıklad je podobný jako předchoźı, ale tentokrát muśıme uvažovat to, že př́ıjezdy prob́ıhaj́ı každý

den.
Opět si jako elementárńı jev zvoĺıme dvojici (t1, t2), která znamená př́ıjezdy jednotlivých parńık̊u v

jednotkách hodin. Jevové pole bude tentokrát Ω = 〈0, 24〉 × 〈0, 24〉.
Protože uvažujeme to, že př́ıjezdy prob́ıhaj́ı každý den a události na sebe mohou navazovat, jev

A ⊆ Ω představuj́ıćı to, že jeden z parńıku muśı čekat, tak budou takové dvojice (t1, t2) ∈ Ω, že

(∃k, ` ∈ Z)
(
t1 + 24 · k ≤ t2 + 24 · ` ≤ (t1 + 24 · k) + 1

)
nebo(

t2 + 24 · k ≤ t1 + 24 · ` ≤ (t2 + 24 · k) + 2
)

V podstatě máme vždy (nekonečný) pás o pevné š́ı̌rce, který je posunutý o násobky 24 ve směru os
a d́ıváme se, jak se nám tato posunut́ı protnou s množinou Ω. Výsledek jsou jen tyto 4 př́ıpady:

A :
(
t1 ≤ t2 ≤ t1 + 1

)
nebo(

t2 ≤ t1 − 23
)

nebo(
t2 ≤ t1 ≤ t2 + 2

)
nebo(

t1 + 22 ≤ t2
)
.

Z grafického znázorněńı množiny A v R2

0

t1

2 23 24

t2

1

22

24

A

snadno zjist́ıme, že plocha A je vlastně plocha kosodélńıku se základnou 3 a výškou 24. Tedy

P (A) =
3 · 24

(24)2
=

1

8
= 0.125 .

Pro názorněǰśı představu cykličnosti událost́ı si můžeme představit, že okraje intervalu 〈0, 24〉 × 〈0, 24〉 jsou slepené
tak, že vznikne povrch toru neboli ”pneumatika”.

Page 7


