
6. cvičeńı z PSI

7. - 11. listopadu 2016

6.1 (kvantil, středńı hodnota, rozptyl - pokračováńı př́ıkladu z minula)
Náhodná veličina X má distribučńı funkci

FX(t) =







































et

4 , t < 0

1
2 , t ∈ 〈0, 1

2 )

t+1
3 , t ∈ 〈12 , 1)

1 , 1 ≤ t

a je směśı diskrétńı náhodné veličiny U a spojité náhodné veličiny V , konkrétně X = Mix 7

12

(U, V ).
Pro X , U a V najděte kvantilové funkce, středńı hodnoty a rozptyly.

Řešeńı:

Kvantilová funkce pro veličinu X je definována jako

qX(α) =
1

2

(

sup{x ∈ R | F (x) ≤ α}+ inf{x ∈ R | F (x) ≥ α}
)

pro α ∈ (0, 1). Tato definice vypadá poněkud složitě, ale je to jen kv̊uli př́ıpadným bod̊um nespo-
jitosti funkce F (x). Pro zbylé body plat́ı následuj́ıćı:

Věta: Distribučńı funkce FX a kvantilová funkce qX jsou v̊uči sobě navzájem inverzńı tam,

kde jsou spojité a ostře rostoućı.

Obecněji pak plat́ı následuj́ıćı: graf kvantilové funkce qX źıskáme z grafu distribučńı funkce
FX takto

• graf FX doplńıme na ”souvislou čáru”, tj. skoky funkce FX nahrad́ıme spojitou svislou
úsečkou,

• tento útvar převrát́ıme podle osy 1. a 3. kvadrantu (tj. podle př́ımky ”x = y”),

• tam, kde převrácený útvar neńı funkćı (tj. obsahuje svislé čáry) tyto úseky odstrańıme a
nahrad́ıme jedinou hodnotou, a sice pr̊uměrem limit z práva a zleva (př́ıpadné krajńı úseky
v bodech α = 0 a α = 1 odstrańıme úplně, protože tam se kvantil nedefinuje).

V našem př́ıpadě tedy graf FX :

1

1 2−1−2
t

FX(t)



přejde na

1

−1

1−1

a dostaneme graf qX :

1

−1

1

u

qX(u)

Kvantilovou funkci urč́ıme také explicitně a to tak, že najdeme př́ıslušné inverze, tj. vyjádř́ıme
u z rovnic et

4 = u a t+1
3 = u:

qX(u) =























































ln(4u) , u ∈ (0, 1
4 )

0 , u ∈ 〈14 , 12 )

1
4 , u = 1

2

3u− 1 , u ∈ (12 ,
2
3 )

1 , u ∈ 〈23 , 1).

Jestliže nyńı budeme uvažovat Kolmogor̊uv model na intervalu Ω = (0, 1) s rovnoměrným rozděleńım pravdě-
podobnosti, můžeme kvantilovou funkci qX : Ω → R chápat jako jeden ze zp̊usob̊u, jak si představit veličinu X,
tj. qX je nyńı náhodná veličina se stejnou distribučńı funkci jako má X (skutečně je FqX = FX) - tj. qX je jeden
z model̊u veličiny X. Tato představa má tu výhodu, že na Ω = (0, 1) můžeme ”běžně”integrovat. Dı́ky tomu, že
interval (0, 1) má délku jedna, bude sťredńı hodnota z qX jednoduše integrál z této funkce. Dostáváme tak jiný

pohled na to, proč je E(X) =
∫ 1
0 qX(u) du.

Nav́ıc pro každou integrabilńı (tj. ”rozumnou”) funkci h : R → R máme, že E(h(X)) =
∫ 1
0 h(qX(u)) du. Neboli

s kvantilem můžeme zacházet opravdu úplně stejně jako s p̊uvodńı veličinou.

Protože máme určen kvantil, můžeme ho využ́ıt pro výpočet středńı hodnoty E(X):
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E(X) =

∫ 1

0

qX(u) du =

∫ 1

4

0

ln(4u) du+

∫ 2

3

1

2

3u− 1 du+

∫ 1

2

3

1 du =

=
1

4

∫ 1

0

ln v dv +
[3u2

2
− u

]
2

3

1

2

+
(

1− 2

3

)

=
1

4

[

v(ln v − 1)
]1

0
+

11

24
= −1

4
+

11

24
=

5

24

.
= 0.208 .

Středńı hodnota odpov́ıdá tedy ploše určené kvantilem a ta se dá při překlopeńı podle osy 1.
a 3. kvadrantu spoč́ıtat i z distribučńı funkce jako

E(X) = −
∫ 0

−∞
FX(t) dt+

∫ ∞

0

(

1− FX(t)
)

dt .

To má tu výhodu, že nemuśıme určovat kvantil, ani veličinu rozkládat na diskrétńı a spojitou
složku.

Pro rozptyl plat́ı

D(X) = E
(

(

X − E(X)
)2
)

= E(X2)−
(

E(X)
)2

.

Můžeme sice opět využ́ıt kvantil, ale tentokrát si vyzkouš́ıme jiný vzorec:

E(X2) = −
∫ 0

−∞
2t · FX(t) dt+

∫ ∞

0

2t ·
(

1− FX(t)
)

dt =

= −
∫ 0

−∞
2t · e

t

4
dt+

∫ 1

2

0

2t ·
(

1− 1

2

)

dt+

∫ 1

1

2

2t ·
(

1− t+ 1

3

)

dt+

∫ ∞

1

0 dt =

= −
[(t− 1)et

2

]0

−∞
+
[ t2

2

]
1

2

0
+
[2

3

(

t2 − t3

3

)]1

1

2

=
1

2
+

1

8
+

4

9
− 2

3

(1

4
− 1

24

)

=
67

72

.
= 0.931 .

a rozptyl tedy bude

D(X) = E(X2)−
(

E(X)
)2

=
67

72
−
( 5

24

)2

=
511

576

.
= 0.887 .

Výpočet pro diskrétńı část U : z distribučńı funkce FU

1

1 2−1−2
t

FU (t)

urč́ıme graf qU :
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1

1

u

qU (u)

Explicitńı tvar qU :

qU (u) =























0 , u ∈ (0, 3
7 )

1
2 , u = 3

7

1 , u ∈ (37 , 1).

Středńı hodnotu E(U) a rozptyl D(U) ted’ pro změnu spoč́ıtáme zp̊usobem, který je obvykleǰśı
pro diskrétńı veličiny, tedy přes pravděpodobnostńı funkci (která má nenulové hodnoty pU (0) =

3
7

a pU (1) =
4
7 ):

E(U) =
∑

t∈R

t · pU (t) = 0 · 3
7
+ 1 · 4

7
=

4

7

E(U2) =
∑

t∈R

t2 · pU (t) = 02 · 3
7
+ 12 · 4

7
=

4

7

D(U) = E(U2)−
(

E(U)
)2

=
4

7
−
(4

7

)2

=
12

49
.

Výpočet pro spojitou část V : z distribučńı funkce FV

1

1 2−1−2
t

FV (t)

urč́ıme graf qV :
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1

−1

1

u

qV (u)

Explicitńı tvar qV :

qV (u) =























ln(53u) , t ∈ (0, 3
5 )

1
4 , t = 3

5

5u−1
4 , t ∈ (35 , 1).

Středńı hodnotu E(V ) a rozptyl D(V ) opět spoč́ıtáme obvyklým zp̊usobem přes hustotu (která
má nenulové hodnoty fV (t) =

3
5e

t pro t ≤ 0 a fV (t) =
4
5 pro t ∈ 〈12 , 1〉):

E(V ) =

∫ ∞

−∞
t · fV (t) dt =

∫ 0

−∞
t · 3

5
et dt+

∫ 1

1

2

t · 4
5
dt =

3

5

[

(t− 1)et
]0

−∞
+
[2t2

5

]1

1

2

=

= −3

5
+

3

10
= − 3

10
= −0.3

E(V 2) =

∫ ∞

−∞
t2 · fV (t) dt =

∫ 0

−∞
t2 · 3

5
et dt+

∫ 1

1

2

t2 · 4
5
dt =

3

5

[

(t2 − 2t+ 2)et
]0

−∞
+
[4t3

15

]1

1

2

=

=
6

5
+

7

30
=

43

30

.
= 1.433

D(V ) = E(V 2)−
(

E(V )
)2

=
43

30
−
( 3

10

)2

=
403

300

.
= 1.343 .

Opět si můžeme názorně interpretovat středńı hodnotu E(V ) spojité veličiny V , která má
hustotu fV , jako x-ovou souřadnici (zelený bod) těžǐstě plochy, která je určena grafem hustoty fV :

1

1 2−1−2
t

fV (t)
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Celkově si výsledky ještě můžeme překontrolovat pomoćı vztahu pro středńı hodnotu a rozptyl
směsi X = Mixc(U, V ):

E(X) = cE(U) + (1− c)E(V )

D(X) = cD(U) + (1− c)D(V ) + c(1 − c)
(

E(U)− E(V )
)2

Odvozeńı pro rozptyl:

D(X) = E(X2)−
(
E(X)

)2
= cE(U2) + (1− c)E(V 2)−

(
cE(U) + (1− c)E(V )

)2
=

= c
(
D(U) +

(
E(U)

)2)
+ (1− c)

(
D(V ) +

(
E(V )

)2)
−

[
c2
(
E(U)

)2
+ 2c(1− c)E(U)E(V ) + (1 − c)2

(
E(V )

)2]
=

= cD(U) + (1 − c)D(V ) + c(1− c)
(
E(U)− E(V )

)2
.

V našem př́ıpadě tedy skutečně pro c = 7
12 dostaneme:

veličina X U V

E(·) 5
24

4
7 - 3

10

D(·) 511
576

12
49

403
300

E(X) =
7

12
· 4
7
+

5

12
·
(

− 3

10

)

=
5

24

D(X) =
7

12
· 12
49

+
5

12
· 403
300

+
7

12
· 5

12

(4

7
+

3

10

)2

=

=
1

7
+

403

122 · 5 +
612

122 · 35 · 4 =
511

576
.

6.2 (Hypergeometrické rozděleńı)
Mezi M výrobky je K vadných. Jaká je pravděpodobnost, že mezi m náhodně vybranými výrobky

je právě k vadných?
Určete, k čemu se bĺıž́ı hodnota pravděpodobnosti pro pevné k a m pokud M → ∞ a K/M → q,

kde 0 ≤ q ≤ 1. Jak byste tento výsledek interpretovali?

Řešeńı:

Pravděpodobnost bude dána pod́ılem př́ıznivých možnost́ı ku všem. Př́ıznivé jsou dány počtem
zp̊usob̊u jak vybrat k výrobk̊u z K vadných násobeno počtem zp̊usob̊u jak vybrat zbytek, tj. m−k
výrobk̊u z M −K bezvadných. Celkem tedy

pK,M (k,m) =

(

K
k

)

·
(

M−K
m−k

)

(

M

m

)

Rozděleńı náhodné veličiny X , která označuje počet vadných výrobk̊u ve vybraném vzorku m
výrobk̊u (z množiny M obsahuj́ıćı K vadných výrobk̊u), se nazývá hypergeometrické. Tedy

P (X = k) = pK,M (k,m).
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Urč́ıme ještě limitu ze zadáńı:

lim
M→∞

pK,M (k,m) = lim
M→∞

m!

k!(m− k)!

∏k−1
i=0 (K − i) ·∏m−k−1

j=0 (M −K − j)
∏m−1

i=0 (M − i)
=

=

(

m

k

)

· lim
M→∞

k−1
∏

i=0

K − i

M − i
·
m−k−1
∏

j=0

M −K − j

M − k − j
=

(

m

k

)

qk(1− q)m−k

protože uvažujeme, ze k a m jsou pevné a předpokládáme, ze K/M → q pro M → ∞.
Dostáváme tedy známe binomické rozděleńı, které v tomto př́ıpadě odpov́ıdá limitńı situaci,

kdy taháme výrobky z nekonečného množstv́ı s určeným pod́ılem q vadných. Při n pokusech
jsme předpokládali, ze výrobky NEVRACÍME (anebo je prostě vytáhneme všechny naraz). Jak
ale vid́ıme, i přesto jsme dostali rozděleńı pravděpodobnosti, které použ́ıváme, když opakovaně
uskutečňujeme tentýž pokus vždy za STEJNÝCH podmı́nek (např. opakovaně vytahujeme z osud́ı
koule a VRACÍME je vždy zpátky). To je t́ım, ze v obrovském množstv́ı výrobk̊u M se už v limite
ztrat́ı to, jestli tam těch pár výrobk̊u m vrát́ıme nebo ne (protože m << M).

6.3 (Poissonovo rozděleńı)
Kolem okna proj́ıžd́ı auta. Pr̊uměrně jich projede 6 za minutu. Určete pravděpodobnost, že

(a) jich za minutu projede méně než 3,

(b) během dvou minut neprojede žádné.

(c) Pokud pr̊uměrný počet aut bude 6.8 za minutu, která celoč́ıselná hodnota k ∈ N0 počtu aut bude
nejpravděpodobněǰśı?

Řešeńı:

Máme tedy veličinu
X = “počet událost́ı v daném časovém úseku′′,

U této veličiny můžeme předpokládat Poissonovo rozděleńı

P (X = k) =
λk

k!
· e−λ

s (bezrozměrným) parametrem λ > 0, pokud jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky

• události je možné oddělit intervaly stejné délky (tj. pravděpodobnost, ze nastane v́ıce než
jedna událost v těchto malých interválćıch je nulová),

• výskyt dané události je nezávislý na minulých výskytech,

• události pocházej́ı z velkého poctu zdroj̊u.

V praxi jde např. o př́ıchod zákazńıka do fronty, chytáńı ryb, pr̊ujezd aut atd. během nějaké předem
určené doby.

Parametr λ pak představuje středńı hodnotu (tj. E(X) = k). Poissonovo rozděleńı je vetšinou
sṕı̌se limitńı př́ıpad a použ́ıvá se jako aproximace binomického rozděleńı Bi(n, p) u kterého neznáme
n a p a kde n je dostatečně velké.

V našem př́ıpadě je tedy λ = 6 (jde o bezrozměrné č́ıslo).
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(a)

P (X < 3) = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) = e−λ
(

1 + λ+
λ2

2!

)

=

= e−6
(

1 + 6 +
62

2

)

= 25e−6 .
= 0.062

(b) Zde je interval deľśı a během něj je očekávaná středńı hodnota λ′ = 12. Takže

P (X ′ = 0) = e−λ′

= e−12 .
= 6.14 · 10−6.

(c) Protože pro rozděleńı pravděpodobnost́ı plat́ı

P (X = k) =
λk

k!
· e−λ =

λ

k
· P (X = k − 1)

pro k = 1, 2, . . . , tak hodnoty s nejvyšš́ı pravděpodobnost́ı budou:

k =

{

⌊λ⌋ , λ ∈ R \ N
λ, λ− 1 , λ ∈ N

Pokud tedy máme λ = 6.8, tak kupodivu hodnota, která má nejvyšš́ı pravděpodobnost bude
k = ⌊6.8⌋ = 6 a nikoliv bližš́ı zaokrouhlena středńı hodnota E(X)

.
= 7. To ale neńı žádný rozpor.

Středńı hodnota prostě nemuśı odpov́ıdat (v zaokrouhleńı) hodnotě s nejvyšš́ı pravděpodobnost́ı.

Zd̊uvodńıme si ještě, proč má Poissonovo rozděleńı takový zápis, jaký má. Časový interval si rozděĺıme na n

d́ılk̊u tak malých, aby v každém byla maximálně jedna událost se stejnou pravděpodobnost́ı pn. Dostaneme tak
binomické rozděleńı veličiny

Xn = “počet událost́ı v daném časovém úseku rozděleném na n d́ılk̊u′′

se sťredńı hodnotou λ = E(Xn) = n · pn, kterou si vezmeme jako pevnou a Poissonovo rozděleńı si definujeme jako
limitu:

P (X = k) = lim
n→∞

P (Xn = k) = lim
n→∞

(n
k

)
(pn)

k(1 − pn)
n−k = lim

n→∞

n!

k!(n− k)!

(λ

n

)k(
1−

λ

n

)n−k

=

=
λk

k!
lim

n→∞

(
1−

λ

n

)n(
1−

λ

n

)
−k

k∏

i=0

(n− i

n

)
=

λk

k!
· e−λ .

Odsud je i vidět, kdy se dá Poissonovo rozděleńı použ́ıt jako aproximace binomického. Poťrebujeme, aby:

1−
λ

n

.
= 1, 1−

i

n

.
= 1 pro 0 ≤ i ≤ k a

(
1−

λ

n

)n .
= e−λ (neboli n · ln

(
1−

λ

n

)
.
= −λ)

tedy stručně řečeno, aby
λ << n a k << n .

Pokud tedy kolem okna projede za celý den velké množstv́ı aut n, pak během krátké doby bude jejich sťredńı
počet λ malý. Pokud nás budou zaj́ımat jen pravděpodobnosti malých počt̊u k, můžeme s klidem použ́ıt Poissonovo
rozděleńı.

6.4 (aproximace binomického rozděleńı Poissonovým)
Na telefonńı ústřednu je napojeno n = 300 účastńık̊u. Každý z nich bude volat během hodiny s

pravděpodobnost́ı p = 0.01. Jaká je pravděpodobnost toho, že během hodiny zavolaj́ı právě 4 účastńıci?

Řešeńı:

Budeme předpokládat, ze účastńıci volaj́ı nezávisle. Jde o binomické rozděleńı a pravděpodobnost
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bude

P (X = 4) =

(

n

4

)

· p4 · (1− p)n−4 =

(

300

4

)

· 0.014 · 0.99296 .

Protože zde násob́ıme velká č́ısla malými, př́ıpadně poč́ıtáme vysoké mocniny, nab́ıźı se pro výpočet
použ́ıt aproximaci pomoci Poissonova rozděleńı. Parametrem bude středńı hodnota binomického
rozděleńı, tj. λ = E(X) = n · p = 300 · 0.01 = 3.

Hodnoty λ = 3 i k = 4 jsou malé ve srovnáńı s n = 300. To nás opravňuje použ́ıt tuto
aproximaci.

Dostáváme tak

P (X = 4)
.
=

λ4

4!
· e−λ =

34

4!
· e−3 .

= 0.168 .

6.5 (exponenciálńı rozděleńı, transformace veličiny)
Náhodná veličina X má exponenciálńı rozděleńı s distribučńı funkćı

FX(t) =







0 , t ≤ 0

1− e−2t , t > 0 .

Popǐste rozděleńı náhodné veličiny Y = 2− 2X a stanovte jej́ı středńı hodnotu a rozptyl.

Řešeńı:

Najdeme rozděleńı veličiny Y = 2− 2X :

FY (t) = P (Y ≤ t) = P (2 − 2X ≤ t) = P
(

1− t

2
≤ X

)

= 1− P
(

X < 1− t

2

)

= 1− FX

(

1− t

2

)

Pro 1 − t
2 ≤ 0 je tedy FY (t) = 1 a pro 1 − t

2 > 0 máme FY (t) = 1 − (1 − e−2(1− t

2
)) = et−2.

Celkově tedy dostáváme

FY (t) =







et−2 , t < 2

1 , t ≥ 2 .

Graf FY si snadno nakresĺıme:

1

1 2−1−2
t

FY (t)

ale je dobré si uvědomit, že pro tvar FY (t) = 1− FX

(

− 1
2 (t− 2)

)

lze FY źıskat z grafu FX :
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1

1 2−1−2
t

FX(t)

následuj́ıćı posloupnost́ı transformaćı:

• g0(a) := FX(a)

• g1(b) := g0(− 1
2b) = FX(− 1

2b) (graf g0 se otoč́ı kolem osy y a 2-krát se roztáhne podle středu
0 ve směru osy x)

• g2(c) := g1(c− 2) = FX(− 1
2 (c− 2)) (graf g1 se posune o vektor (2, 0), tj. doprava o 2)

• g3(d) := 1 − g2(d) = 1 − FX

(

− 1
2 (d − 2)

)

= FY (d) (graf g2 se otoč́ı kolem osy x a posune

nahoru o 1)

Protože transformace nezávisle t proměnné lze vyjádřit také jako FX

(
− 1

2
(t − 2)

)
= FX

(
1 + (− 1

2
t)
)
, můžeme

na začátku alternativně použ́ıt tento postup:

• g̃1(b) := g0(1 + b) = FX(1 + b) (graf g0 se posune o vektor (−1, 0), tj. doleva o 1)

• g̃2(c) := g̃1(−
1
2
c) = FX

(
1 + (− 1

2
c)
)
(graf g̃1 se otoč́ı kolem osy y a 2-krát se roztáhne podle sťredu 0 ve

směru osy x)

Evidentně máme g̃2(c) = g2(c). Posledńı transformace (tj. že graf g2 se otoč́ı kolem osy x a posune nahoru o 1)
z̊ustává stejná.

Protože veličina Y se źıská z X jako Y = h(X), kde h(x) = 2 − 2x je (osťre) klesaj́ıćı spojitá funkce, mohli
jsme k odvozeńı FY a jej́ıho grafu použ́ıt také vztahu známého z přednášky, a sice:

FY (t) = Fh(X)(t) = 1− FX(h−1(t))

kde h−1(y) = 1− 1
2
y je inverze k h (tj. vypoč́ıtaná ze vztahu y = 2− 2x.)

Urč́ıme ještě středńı hodnotu (tentokrát pro změnu z distribučńı funkce):

E(Y ) = −
∫ 0

−∞
FY (t) dt+

∫ ∞

0

(

1−FY (t)
)

dt = −
∫ 0

−∞
et−2 dt+

∫ 2

0

(

1−et−2
)

dt = 2−
[

et−2
]2

−∞
= 1

Mohli jsme také využ́ıt, že X má exponenciálńı rozděleńı s parametrem τ = 1
2 a středńı

hodnotou E(X) = τ . Pak bychom opět měli

E(Y ) = E(2− 2X) = 2− 2E(X) = 1 .

Pro rozptyl můžeme jednoduše využ́ıt, že D(X) = τ2 = 1
4 , takže

D(Y ) = D(2− 2X) = D(−2X) = (−2)2D(X) = 1 .

Exponenciálńı rozděleńı popisuje pravděpodobnost veličiny

X = “doba mezi dvěma následnými výskyty události”,
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pokud události nemaj́ı pamět’. Tedy to, co se stane od určitého okamžiku nezáviśı na tom, co bylo předt́ım. V
praxi jde např. o to, že zař́ızeńı, které se ”neopoťrebovává”(např. polovodičové součástky), bude mı́t poruchu nebo
o dobu radioaktivńıho rozpadu atd. Exponenciálńı rozděleńı je jediné, které splňuje následuj́ıćı rovnici:

P (X > x+ y|X > y) = P (X > x)

pro všechna x, y > 0. Rovnice vyjadřuje to, že pravděpodobnost, že zař́ızeńı bude bez poruchy pracovat x hodin
je stejná v př́ıpadě, že jsme jej právě zapnuli jako za předpokladu, že předt́ım už bez poruchy pracovalo y hodin.

Exponenciálńı rozděleńı je charakterizováno parametrem τ > 0 (s fyzikálńım rozměrem času), který představuje
sťredńı dobou čekáńı, tedy E(X) = τ a dále ještě plat́ı D(X) = τ2. Hustota je pak dána jako

fX(t) =






0 , t ≤ 0

1
τ
e−

t

τ , t > 0 .

Diskrétńı analogíı exponenciálńıho rozděleńı je geometrické rozděleńı, které neměř́ı čas spojitě ale pouze diskrétně.
Lze ho také chápat jako:

X = ”počet neúspěšných pokus̊u než nastane prvńı úspěch”,

např. házeńı mı́če na koš atd. Je to opět jediné takové diskrétńı rozděleńı splňuj́ıćı analogickou rovnici:

P (X > k + n|X > n) = P (X > k)

pro všechna k, n ∈ N0 s podobným významem jako u exponenciálńıho rozděleńı.

6.6 (transformace spojité veličiny)
Náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (−2, 2). Zobraźıme ji funkci h, defino-

vanou následovně:

h(x) =







0 , x < 0
x2 , 0 ≤ x ≤ 1
1 , x > 1.

Nalezněte rozděleńı náhodné veličiny Y = h(X).

Řešeńı:

(a) Krátké řešeńı: Protože 0 ≤ Y = h(X) ≤ 1, tak

FY (t) = P (h(X) ≤ t) =

{

0 , t < 0
1 , t ≥ 1.

Pro t ∈ 〈0, 1) máme

h(X) ≤ t ⇔
(

X < 0 ∨
(

X ∈ 〈0, 1〉 & X2 ≤ t
)

)

⇔

⇔
(

X < 0 ∨
(

X ∈ 〈0, 1〉 & X ≤
√
t
)

)

⇔ X ≤
√
t

a tud́ıž

FY (t) = P (h(X) ≤ t) = P (X ≤
√
t) = FX(

√
t) .

Ted’ už stač́ı jen dosadit za FX . Protože veličinaX je spojitá s konstantńı hustotou na intervalu
(−2, 2), tak jej́ı distribučńı funkce FX bude lineárńı na tomto intervalu. Jinak bude konstantńı a
celkově spojitá:
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1

1 2−1−2
t

FX(t)

Tedy

FX(t) =







0 , t < −2
t+2
4 , t ∈ 〈−2, 2〉

1 , t > 2.

a po dosazeńı dostaneme:

FY (t) =







0 , t < 0
√
t+2
4 , t ∈ 〈0, 1)

1 , t ≥ 1.

1

1 2−1−2
t

FY (t)

Veličina Y = h(X) tedy kupodivu nemá spojité rozděleńı ale smı́̌sené, přestože veličina X je (absolutně) spojitá
a i funkce h je spojitá. Abychom tomu porozuměli, pod́ıváme se na kvantil. Kvantil qX je spojitý:

1

2

−1

−2

1

u

qX(u)

A tedy i kvantil qY = qh(X) = h(qX) je spojitý:
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1

1

u

qY (u)

Ale protože je mı́sty konstantńı, tak FY má skoky.

(b) Řešeńı použitelné i pro obecněǰśı př́ıpady: Pro distribučńı funkci veličiny Y = h(X)
máme

FY (t) = P (Y ≤ t) = P (h(X) ≤ t) = P
(

h(X) ∈ (−∞, t〉
)

= P
(

X ∈ h−1(−∞, t〉
)

Pod́ıváme se proto, jak vypadaj́ı množiny h−1(−∞, t〉. To snadno uvid́ıme z grafu funkce h:

1

1 2−1−2

x

h(x)

Když ”uř́ızneme”z grafu všechno, co je nad danou hladinou t a zbytek promı́tneme na vodo-
rovnou osu, dostaneme právě hledanou množinu. Tedy:

h−1(−∞, t〉 =







R , t ≥ 1

(−∞,
√
t〉 , 0 ≤ t < 1

∅ , t < 0.

Takže můžeme psát:

FY (t) = P
(

X ∈ h−1(−∞, t〉
)

=











P (X ∈ R) = 1 , t ≥ 1

P
(

X ∈ (−∞,
√
t〉
)

= FX(
√
t) , 0 ≤ t < 1

P (X ∈ ∅) = 0 , t < 0.

Zbytek postupu už pak bude stejný jako v předchoźım př́ıpadě.

6.7 (nezávislé diskrétńı veličiny)
Náhodné veličiny X a Y jsou nezávislé a maj́ı diskrétńı rozděleńı s pravděpodobnostńımi funkcemi

a -1 2
pX(a) 0.3 0.7

b 0 1 3
pY (b) 0.2 0.45 0.35

Vypočtete středńı hodnotu součinu E(XY ), pravděpodobnostńı funkci náhodné veličiny Z = X+Y
a koeficient korelace ρ(X,Y ).
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Řešeńı:

Veličiny jsou nezávislé, proto můžeme psát:

E(XY ) = E(X) ·E(Y )

E(X) =
∑

a∈R

a · pX(a) = (−1) · 0.3 + 3 · 0.7 = 1.8

E(Y ) = 0 · 0.2 + 1 · 0.45 + 3 · 0.35 = 1.5

takže E(XY ) = 1.8 · 1.5 = 2.7 .
Pro pravděpodobnostńı funkci náhodné veličiny Z = X + Y máme:

pZ(c) = P (X + Y = c) =
∑

a+b=c

P (X = a & Y = b) =
∑

a+b=c

pX(a) · pY (b)

Hodnoty c, kterých nabývá veličina Z, jsou všechny možné součty hodnot od veličiny X a od
veličiny Y . Takže dostáváme

c -1 0 2 3 5
možné rozklady a+ b = c -1+0 -1+1 2+0, -1+3 2+1 2+3

∑

pX(a)pY (b) 0.3 · 0.2 0.3 · 0.45 0.7 · 0.2 + 0.3 · 0.35 0.7 · 0.45 0.7 · 0.35
pZ(c) 0.06 0.135 0.245 0.315 0.245

Protože veličiny jsou nezávislé, koeficient korelace je ρ(X,Y ) = 0 (plyne ihned ze vztahu

ρ(X,Y ) = E(XY )−E(X)·E(Y )√
D(X)·D(Y )

).
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