
3. cvičeńı z PST

18. ř́ıjna 2017

3.1 (výběr s proměnnými podmı́nkami, Stirling̊uv vzorec)
V urně jsou dvě koule, b́ılá a černá. Provád́ı se výběr po jedné kouli do doby, než se vytáhne

černá koule. Kdykoliv se vytáhne b́ılá koule, vrát́ı se do urny a přidaj́ı se ještě dvě b́ılé koule. Určete
pravděpodobnost toho, že se při prvńıch 50 taźıch černá koule nevytáhne.

Řešeńı:

Použijeme následuj́ıćı vztah, který si obecně hod́ı, pokud provád́ıme sérii pokus̊u:

Mějme posloupnost jev̊u A1 ⊇ A2 · · · ⊇ An kde P (An) 6= 0. Protože máme rovnost Ai =
Ai ∩ Ai−1, tak dostáváme

P (Ai) =
P (Ai ∩ Ai−1)

P (Ai−1)
· P (Ai−1) = P (Ai|Ai−1) · P (Ai−1) .

Postupně tak iteraćı dostaneme

P (An) = P (A1) · P (A2|A1) · · ·P (An|An−1) .

Při praktickém použit́ı pak jev Ai znamená výsledky série prvńıch i pokus̊u. Podmı́něné
pravděpodobnosti P (Ai|Ai−1) pak znamenaj́ı, jaká je pravděpodobnost výsledk̊u i-tého pokusu
za předpokladu, že už nastaly dané výsledky prvńıch i− 1 pokus̊u.

V našem př́ıpadě budeme mı́t

Ai = ”v prvńıch i taźıch se vytáhne b́ılá koule”,

podmı́něné pravděpodobnosti pak budou

P (Ai|Ai−1) =
2i− 1

2i

protože po prvńıch i− 1 pokusech v urně je 2i− 1 b́ılých kouĺı a 1 černá koule. A samozřejmě
P (A1) =

1
2 . Pro n = 50 tedy máme

P (An) =
1

2
· 3
4
· 5
6
· · · 2n− 3

2n− 2
· 2n− 1

2n
=

1 · 2 · · · (2n− 1) · 2n
(
2 · 4 · · · (2n− 2) · 2n

)2 =
(2n)!

(n!)2 · 22n =

(
2n

n

)

·
(
1

2

)2n

.

Použit́ım Stirlingova vzorce n! ∼
√
2πn

(
n
e

)n
dostaneme přibližnou hodnotu

P (An) =
(2n)!

(n!)2 · 22n
.
=

√
4πn

(
2n
e

)2n

2πn
(
n
e

)2n · 22n
=

1√
πn

,

tedy pro n = 50 to je

P (A50) =
100!

(50!)2 · 2100
.
=

1√
50π

.
= 0.0798 .

Současně je vidět, že pro n → ∞ se P (An) bĺıž́ı k nule (přestože se podmı́něná pravděpodobnost
P (Ai|Ai−1) =

2i−1
2i vytažeńı b́ılé koule v daľśım tahu postupně bĺıž́ı k jedné pro i → ∞.)



3.2 ((ne)závislost jev̊u)
Pro hod dvěma mincemi uvažujme jevy:

A = ”na prvńı minci padl ĺıc”,
B = ”na druhé minci padl ĺıc”,
C = ”na minćıch padly r̊uzné výsledky”.

Jak je to s nezávislost́ı jev̊u A,B,C?

Řešeńı:

Jevové pole bude Ω = {ĺıc, rub}×{ĺıc, rub} a každý elementárńı jev bude stejně pravděpodobný.
Pak máme

P (A) = P (B) = P (C) =
1

2

P (A ∩B) = P (A ∩ C) = P (B ∩C) =
1

4
a

P (A ∩B ∩ C) = 0

protože A ∩B ∩ C = ∅.
Tedy

P (A ∩B) =
1

4
=

1

2
· 1
2
= P (A) · P (B)

a podobně je to pro ostatńı př́ıpady, zat́ımco

P (A ∩B ∩ C) = 0 6= 1

2
· 1
2
· 1
2
= P (A) · P (B) · P (C).

Jevy jsou tak po dvou nezávislé, ale ne celkově nezávislé.

3.3 (podmı́něná nezávislost)
Necht’ Ω = {1, . . . , 6} je pravděpodobnostńı prostor s Laplaceovou pravděpodobnost́ı.

(i) Položme A = {1, 2, 6}, B = {1, 3, 5} a C = {1, 2, 3, 4}. Ukažte, že jevy A a B jsou závislé a
přitom podmı́něně nezávislé za podmı́nky C.

(ii) Položme A′ = {1, 4}, B′ = {1, 2, 3} a C′ = A∪B. Ukažte, že jevy A′ a B′ jsou nezávislé a přitom
podmı́něně závislé za podmı́nky C′.

Řešeńı:
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Máme A ∩B = {1} a |Ω| = 6 takže

P (A ∩B) =
1

6
6= 3

6
· 3
6
= P (A) · P (B)

a jevy A a B tud́ıž jsou závislé.
Pro podmı́něnou pravděpodobnost v Laplaceově modelu plat́ı, že

P (X |C) =
P (X ∩C)

P (C)
=

|X ∩ C|
|C| .

Protože máme

A ∩B ∩C = {1}, A ∩C = {1, 2} a B ∩ C = {1, 3}

dostaneme

P (A ∩B|C) =
1

4
=

2

4
· 2
4
= P (A|C) · P (B|C) .

Jevy A a B jsou tedy podmı́něně nezávislé za podmı́nky C.

(ii)
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Opět máme A′ ∩B′ = {1} takže

P (A′ ∩B′) =
1

6
=

2

6
· 3
6
= P (A′) · P (B′)

a jevy A′ a B′ tud́ıž jsou nezávislé.
A dále máme |C| = 4

A ∩B ∩C = A ∩B = {1}, A ∩ C = A a B ∩ C = B

dostaneme

P (A ∩B|C) =
1

4
=

2

4
· 2
4
= P (A|C) · P (B|C) .

Jevy A a B jsou tedy podmı́něně závislé za podmı́nky C.

3.4 (operace s nezávislými jevy)
Čtyři sṕınače v zabezpečovaćım zař́ızeńı pracuj́ı nezávisle, každý s pravděpodobnost́ı p ∈ (0, 1).

Jsou zapojeny (viz obrázek)
(a) po dvou sériově a pak paralelně
(b) po dvou paralelně a pak sériově.
S jakou pravděpodobnost́ı bude zař́ızeńı propouštět proud v jednotlivých př́ıpadech? Pro které

zapojeńı je tato pravděpodobnost větš́ı?
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Řešeńı:

Pro i = 1, 2, 3, 4 si označme jevy

Ai= ”i-tý sṕınač je zapnutý”

B= ”zař́ızeńım procháźı proud”

Vı́me, že jevy A1, . . . , A4 jsou nezávislé a P (Ai) = p.

(a) Aby proud procházel zař́ızeńım, muśı j́ıt bud’ horńı větv́ı nebo spodńı větv́ı:

B = (A1 ∩ A2) ∪ (A3 ∩ A4) .

Pro pravděpodobnost pak (d́ıky nezávislosti) máme

P (B) = P
(

(A1 ∩ A2) ∪ (A3 ∩ A4)
)

= P (A1 ∩ A2) + P (A3 ∩ A4)− P (A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4) =

= p2 + p2 − p4 = p2(2− p2) .

(b) Aby proud procházel zař́ızeńım, muśı proj́ıt levou část́ı a současně pravou část́ı:

B = (A1 ∪ A3) ∩ (A2 ∪ A4) .

Z nezávislosti jev̊u Ai vyplývá, že jevy A1∪A3 a A2∪A4 jsou také nezávislé. Můžeme tak psát

P (B) = P
(

(A1 ∪A3) ∩ (A2 ∪A4)
)

= P (A1 ∪A3) · P (A2 ∪ A4) =

=
(

P (A1) + P (A3)− P (A1) · P (A3)
)

·
(

· · ·
)

= (2p− p2)2 = p2(2− p)2 .

Už ze schématu zapojeńı je jasné, že obecně větš́ı pravděpodobnost pr̊uchodu proudu zař́ızeńım
je v př́ıpadě (b), kde je jeden spoj nav́ıc. To lze potvrdit i z vypočtené pravděpodobnosti:

p2(2 − p2) < p2(2− p)2 ⇔ 0 < 2p2(p− 1)2 .

Použili jsme to, že pokud jevy A1, . . . , An jsou nezávislé, pak také jevy A1 ∪ A2, A3, . . . , An jsou nezávislé.
Nezávislé jevy tedy můžeme libovolně sdružovat (daný jev vždy sjednot́ıme vždy jen s jednou skupinou jevu) a
výsledek jsou opět nezávislé jevy.

3.5 (operace s nezávislými jevy)
Zař́ızeńı na obrázku se tvořeno zapojeńım blok̊u, které pracuj́ı nezávisle na sobě a pravděpodobnost́ı

výskytu poruch jsou zadány. Vypočtěte pravděpodobnost P (A) funkčnosti systému a pravděpodobnost
P (A) poruchy funkce zař́ızeńı.



• •

p1

p2

p4

p3 p5

Pravděpodobnosti vyč́ıslete pro p1 = 0.2, p2 = p3 = 0.4, p4 = 0.3 a p5 = 0.1.

Řešeńı:

Př́ıklad 19: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv2.pdf

3.6 (geometrické rozděleńı)
Bob a Alice házej́ı stř́ıdavě na koš, dokud se jeden z nich netref́ı. Zač́ıná Alice. Pravděpodobnost,

že se při hodu tref́ı Alice je a, pravděpodobnost, že se při hodu tref́ı Bob je b.
Jaká je pravděpodobnost, že vyhraje Alice a jaká je pravděpodobnost, že vyhraje Bob?

Řešeńı:

Pořad́ı, jak jednotliv́ı hráči háźı mı́č, je toto (samozřejmě, pokud k hodu v̊ubec dojde):

1.hod: Alice, 2.hod: Bob, 3.hod: Alice, 4.hod: Bob, atd.

Označme si jevy

• A= ”vyhraje Alice”

• B= ”vyhraje Bob”

• Ti= ”proběhlo i hod̊u a při i-tém hodu se hráč, který zrovna háźı, tref́ı”

• Ni= ”proběhlo i hod̊u a při i-tém hodu se hráč, který zrovna háźı, netref́ı”

Současně v́ıme, že

A =

∞⋃

k=1

T2k−1, B =

∞⋃

k=1

T2k

a {Ti | i ∈ N} je disjunktńı systém jev̊u.

Pozor, Ti nejsou v d̊usledku toho nezávislé (protože P (Ti ∩ Tj) = P (∅) = 0 pro i 6= j)!

K výpočtu pravděpodobnosti P (Ti) využijeme už známý trik, tj. klesaj́ıćı posloupnosti jev̊u:

N1 ⊇ N2 ⊇ · · · ⊇ Ni−1 ⊇ Ti

a toho, že známe podmı́něné pravděpodobnosti mezi jednotlivými členy této posloupnosti (to
jsou přesně ty pravděpodobnosti, že se při konkrétńım hodu daný hráč netref́ı, př́ıpadně tref́ı):

P (Ti) = P (N1) · P (N2|N1) · · ·P (Ni−1|Ni−2) · P (Ti|Ni−1) .

Dostaneme tak
P (T2k−1) = (1− a)(1 − b) · · · (1− a)(1 − b)

︸ ︷︷ ︸

2(k−1) člen̊u

· a



P (T2k) = (1− a)(1 − b) · · · (1− a)(1 − b)
︸ ︷︷ ︸

2(k−1) člen̊u

· (1− a)b

Výsledné pravděpodobnosti výher jsou tedy

P (A) = P

(
∞⋃

k=1

T2k−1

)

=

∞∑

k=1

P (T2k−1) =

∞∑

k=1

(

(1− a)(1 − b)
)k−1

· a =

=
a

1− (1 − a)(1− b)
=

a

a+ b− ab
.

a

P (B) = P

(
∞⋃

k=1

T2k

)

=

∞∑

k=1

P (T2k) =

∞∑

k=1

(

(1− a)(1 − b)
)k−1

· (1− a)b =

=
(1− a)b

1− (1 − a)(1− b)
=

b− ab

a+ b− ab
.

Současné vid́ıme, že P (A) + P (B) = 1 a tedy pravděpodobnost toho, že hra neskonč́ı a bude
se házet nekonečněkrát, je nulová.

A kde se objevuje to geometrické rozděleńı? Uvažujme Alici a Boba jako jednu skupinu a hru
rozdělme na kola, kde kolo bude znamenat, že vždy seskuṕıme dohromady nejdř́ıve hod Alice a
pak hod Boba. Pravděpodobnost q, že (pokud se kolo uskutečńı) tak se alespoň jeden ze skupiny
v daném kole tref́ı, je zřejmé q = a+ (1 − a)b = a+ b − ab (bud’ se tref́ı Alice anebo ne a pak se
muśı trefit Bob).

Uvažujme ted’ náhodnou veličinu X : Ω → R definovanou jako

X =”počet neúspěšných kol před prvńım úspěšným kolem”.

Pak je
P (X = k) = (1− q)kq

což znamená, že veličina X má geometrické rozděleńı s kvocientem q.
(Ve skutečnosti jsme při definici veličiny X vynechali př́ıpad, kdy hra neskonč́ı. Tento př́ıpad

má ale nulovou pravděpodobnost, takže na definici veličiny zde nezálež́ı - na jakékoliv výpočty s
X to nebude mı́t vliv.)

Úloha se dá ještě řešit následuj́ıćım zp̊usobem:

Pokud se uskutečńı prvńı dva neúspěšné hody (tj. nastane jev N2), můžeme si představit, že hra vlastně zač́ıná
znovu. To vyjádř́ıme takto:

P (A|N2) = P (A) a P (B|N2) = P (B) .

Dı́ky disjunktnosti jev̊u Ti máme

P (A) = P (T1) + P

(

∞
⋃

k=2

T2k−1

)

a zřejmě plat́ı
∞
⋃

k=2

T2k−1 = “Alice vyhraje při jiném než 1. hodu” = A ∩N2

Takže můžeme psát

P

(

∞
⋃

k=2

T2k−1

)

= P (A ∩N2) = P (A|N2) · P (N2) =

= P (A) · (1 − a)(1 − b) .

Dosazeńım tak dostáváme poměrně intuitivńı vztah

P (A) = a+ P (A) · (1− a)(1 − b) ,



ze kterého vypoč́ıtáme

P (A) =
a

a+ b− ab
.

Podobně urč́ıme druhou pravděpodobnost z rovnice

P (B) = (1 − a)b + P (B) · (1 − a)(1 − b)

jako

P (B) =
b− ab

a+ b− ab
.

3.7 (bayesovská pravděpodobnost)
Máme 4 krabice stejného vzhledu. V prvńı jsou 3 b́ılé a 2 černé koule, ve druhé jsou 2 b́ılé a 2 černé

koule, ve třet́ı je 1 b́ılá a 4 černé koule, ve čtvrté 5 b́ılých a 1 černá koule. Pokud nám někdo řekl, že
náhodně vybral jednu z krabic a vytáhl 1 kouli, která byla b́ılá, s jakou pravděpodobnost́ı můžeme
usuzovat, že v téže krabici se nacháźı alespoň 3 černé koule?

Řešeńı:

Označme jevy:

Ai = ”byla vybrána i-tá krabice”,
B = ”koule vytažená z vybrané krabice je b́ılá”.

pro i = 1, 2, 3, 4. Vı́me, že A1, A2, A3 a A4 je úplný disjunktńı systém jev̊u, o kterých
předpokládáme, že jsou stejně pravděpodobné. Tedy

P (A1) = P (A2) = P (A3) = P (A4) =
1

4

P (B|A1) =
3

5
P (B|A2) =

2

4
P (B|A3) =

1

5
P (B|A4) =

5

6
.

Protože jediná krabice obsahuj́ıćı alespoň 3 černé koule je třet́ı krabice, zaj́ımá nás P (A3|B).
Z Bayesovy věty máme:

P (A3|B) =
P (B|A3) · P (A3)

P (B)

P (B) =
4∑

i=1

P (B|Ai) · P (Ai) =
1

4
·
(3

5
+

2

4
+

1

5
+

5

6

)

=
8

15

.
= 0.5333

a tedy

P (A3|B) =
1/5 · 1/4
8/15

=
3

32
= 0.09375 .

Ještě je dobré uvědomit si, jak vypadá Kolmogor̊uv model, speciálně jaké jsou pravděpodobnosti elementárńıch
jev̊u:

• elementárńı jev ω bude dvojice ”(výběr krabice, vytažeńı koule z této krabice)”a Ω bude tedy množina všech
takových ω,

• Ai = {ω ∈ Ω | ω = (výběr i-té krabice, vytažeńı koule z této krabice)},

• pro počet krabic k = 4 a počet kouĺı ki v i-té krabici pak pro ω ∈ Ai máme P ({ω}) = 1

k·ki
,

• pravděpodobnost jevu Ai, tedy výběr i-té krabice, pak je P (Ai) =
∑

ω∈Ai

1

k·ki
= ki

k·ki
= 1

k
.



Můžeme si tedy všimnout, že pravděpodobnost vytažeńı koule z dané vybrané krabice nejsou všechny stejné, zat́ımco
pravděpodobnosti výběru dané krabice ano.

Jak by situace vypadala, kdybychom v zadáńı předpokládali, že koule nevyb́ıráme z krabic, ale sesypeme je do
jedné nádoby, přičemž si na každou z nich naṕı̌seme z jaké krabice pocháźı? Pravděpodobnost́ı se pak změńı:

• elementárńı jev ω′ bude dvojice ”(č́ıslo krabice, koule pocházej́ıćı z krabice s t́ımto č́ıslem)”a Ω′ bude tedy
množina všech takových ω′,

• jev A′

i = {ω′ ∈ Ω′ | ω′ = (i, koule pocházej́ıćı z i-té krabice)} představuje všechny koule, které pocházej́ı z
i-té krabice,

• protože nyńı taháme koule z nádoby, budeme považovat pravděpodobnost jejich vytažeńı za stejnou pro
všechny koule, tj. P ({ω}) = 1

K
, kde K =

∑

j kj ,

• pravděpodobnost jevu A′

i, tedy pod́ıl počtu kouĺı z i-té krabice, pak bude P (A′

i) =
∑

ω∈A′

i

1

K
= ki

K
.

Sesypáńım kouĺı jsme tak zp̊usobili to, že šance na vytažeńı kterékoliv koule se ted’ vyrovnaly a naopak
pravděpodobnosti ”př́ıslušej́ıćı krabićım”jsou r̊uzné. Pokud bychom tedy řešili takto pozměněné zadáńı, tak pro
jev

B′ = ”koule vytažená z nádoby je b́ılá”

a úplný disjunktńı systém jev̊u A′

1
, A′

2
, A′

3
a A′

4
dostáváme (s celkovým počtem kouĺı 5 + 4 + 5 + 6 = 20), že

P (A′

1) =
5

20
P (A′

2) =
4

20
P (A′

3) =
5

20
P (A′

4) =
6

20

P (B′|A′

1) =
3

5
P (B′|A′

2) =
2

4
P (B′|A′

3) =
1

5
P (B′|A′

4) =
5

6
.

Opět jediná krabice obsahuj́ıćı alespoň 3 černé koule je ťret́ı krabice, takže nás bude zaj́ımat P (A′

3|B
′). Z

Bayesovy věty máme:

P (A′

3|B
′) =

P (B′|A′

3) · P (A′

3)

P (B′)

P (B′) =
4
∑

i=1

P (B′|A′

i) · P (A′

i) =
3

5
·
5

20
+

2

4
·
4

20
+

1

5
·
5

20
+

5

6
·
6

20
=

11

20
= 0.55

(což se snadněji dalo spoč́ıtat prostě pod́ılem b́ılých kouĺı v nádobě jako P (B′) = 3+2+1+5

20
= 11

20
) a tedy

P (A′

3|B
′) =

1/5 · 5/20

11/20
=

1

11

.
= 0.0909

(což se opět snadněji dalo spoč́ıtat prostě pod́ılem b́ılých kouĺı pocházej́ıćıch ze 3. krabice v rámci všech b́ılých

kouĺı, tj. P (A′

3
|B′) = 1

3+2+1+5
= 1

11
).

3.8 (bayesovská pravděpodobnost)
Po skončeńı aktivńı služby odcháźı do d̊uchodu 60 námořńıch kapitán̊u. Z této skupiny jich 5 zažilo

ztroskotáńı. Podle statistiky při ztroskotáńı zahyne třetina kapitán̊u. Odhadněte pravděpodobnost, že
kapitán během své aktivńı služby zažije ztroskotáńı. (Možnost opakovaného ztroskotáńı a úmrt́ı z jiné
př́ıčiny během aktivńı služby zanedbáváme.)

Řešeńı:

Uvažujme jevy:

A = ”kapitán se dožije d̊uchodu”,
B = ”kapitán zažije ztroskotáńı” .

Ze zadáńı máme vztahy

P (B|A) = 5

60
=

1

12
, P (A|B) =

1

3
a A ⊆ B



kde posledńı vztah odpov́ıdá tomu, že během aktivńı služby nemůže nastat úmrt́ı z jiné př́ıčiny
než kv̊uli ztroskotáńı. Z posledńıho vztahu plyne také B ⊆ A a tud́ıž dostáváme tyto podmı́něné
pravděpodobnosti

P (B|A) =
P (B ∩ A)

P (A)
= 1 a P (A|B) =

P (A ∩B)

P (B)
= 1 .

Nás zaj́ımá P (B). Z Bayesovy věty máme:

P (B) =
P (B|A)
P (A|B)

· P (A) =
1
12

1− 1
3

· P (A) =
1

8
· P (A) .

Pomoćı věty o úplné pravděpodobnosti můžeme ted’ zase P (A) vyjádřit pomoćı P (B):

P (A) = P (A|B) · P (B) + P (A|B) · P (B) =
(

1− 1

3

)

· P (B) + 1 ·
(

1− P (B)
)

=

= 1− 1

3
P (B) .

Celkem tedy

P (B) =
1

8

(

1− 1

3
P (B)

)

a P (B) =
3

25
= 0.12 .

Použitý vzorec je obecně:

P (B) =
P (B|A)

P (A|B)
· P (A) =

P (B|A)

P (A|B)
·
[

P (A|B) · P (B) + P (A|B) ·
(

1− P (B)
)

]

neboli

P (B) =
P (B|A) · P (A|B)

P (B|A) · P (A|B) +
(

1− P (B|A)
)

· P (A|B)
=

=
P (B|A) · P (A|B)

P (B|A) · P (A|B) + P (B|A) · P (A|B)
=

=
1

12
· 1

1

12
· 1 + 11

12
· 2

3

=
3

25
.

Můžeme také použ́ıt intuitivněǰśı př́ıstup:

✟✟ Ω
✩

✥

✟✟
A

✟✟

B60− 5

5

0

b

kde č́ısla znamenaj́ı velikost dané množiny ve smyslu geometrické pravděpodobnosti (např. vol(A ∩ B) = 5
apod.). Přitom v́ıme ještě, že

1

3
= P (A|B) =

b

5 + b
takže

vol(B \A) = b = 2.5 .

Proto máme

P (B) =
5 + b

60 + b
=

5 + 2.5

60 + 2.5
=

3

25
.



3.9 (bayesovská pravděpodobnost)
U 10% řidič̊u, kteř́ı zp̊usobili dopravńı nehodu, bylo prokázáno požit́ı alkoholu. Rozsáhlý pr̊uzkum

ukázal, že riziko nehody se požit́ım alkoholu zvyšuje 7×. Odhadněte, kolik procent řidič̊u požilo alkohol.

Řešeńı:

Označme jevy

A = “požil alkohol,”

H = “zp̊usobil nehodu.”

Pak máme P (A|H) = 0.1 a P (H |A) = 7 · P
(
H |A

)
. Tud́ıž

0.1 = P (A|H) =
P (H |A) · P (A)

P (H |A) · P (A) + P
(
H |A

)
· P
(
A
) =

7 · P (A)

7 · P (A) + (1− P (A))
.

Výsledek je

P (A) =
1

64
.

3.10 (bayesovská pravděpodobnost v informačńım kanálu se šumem)
Binárńı komunikačńı kanál přenáš́ı symboly 0 a 1 ze vstupu (jevy A0 a A1) na výstup (jevy B0 a

B1) podle uvedeného schématu, kdy je vlivem šumu s určitou pravděpodobnost́ı zaměněn symbol 1 za
symbol 0 nebo naopak.

✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏PPPPPPPPPPPP•

•

•

•

Vstup (A) Výstup (B)

1

0

1

0

p

q

1− p

1− q

✲

✲

✏✏✏✏✶

PPPPq

Jestliže je q = P (B0|A0) = 0.9, p = P (B1|A1) = 0.8 a P (A0) = 0.7, P (A1) = 0.3, určete:

(a) pravděpodobnosti P (B0) a P (B1) výskytu symbol̊u na výstupu;

(b) pravděpodobnost toho, že vyslaný symbol bude přenesen správně.

Řešeńı:

Pro i = 0, 1 máme jevy:

Ai = “byl vyslán znak i,”

Bi = “byl přijat znak i.”

(a) Pravděpodobnosti výskytu symbol̊u na výstupu urč́ıme pomoćı vzorce pro úplnou pravdě-
podobnost. Je tedy

[
P (B0) P (B1)

]
=
[
P (A0) P (A1)

]
·
[
P (B0|A0) P (B1|A0)
P (B0|A1) P (B1|A1)

]

=

=
[
0.7 0.3

]
·
[
0.9 0.1
0.2 0.8

]

=
[
0.69 0.31

]



(b) Pravděpodobnost P správného přenosu je rovna součtu pravděpodobnost́ı správného přenosu
symbol̊u 0 a 1, tedy

P = P (A0∩B0)+P (A1∩B1) = P (B0|A0)·P (A0)+P (B1|A1)·P (A1) = 0.9·0.7+0.8·0.3 = 0.87 .

3.11 (bayesovská pravděpodobnost v informačńım kanálu se šumem)
Na vstupu informačńıho kanálu jsou pośılány znaky ”0”a ”1”, přitom znak ”1”je pośılán s prav-

děpodobnost́ı p. Na výstupu je daný znak přečten s pravděpodobnost́ı chyby r = 0.1, která nezáviśı
na frekvenci s jakou znak chod́ı (tj. na hodnotě p). Určete podmı́něné pravděpodobnosti vstupu při
známém výstupu, je-li

(a) p = 0.4,

(b) p = 0.1.

Řešeńı:

Máme jevy

Vi = ”vyšleme znak i”,
Zi = ”zachyt́ıme znak i”,

kde i je nula nebo jednička. Vı́me, že

V0 = V1 Z0 = Z1 a P (V1) = p (Toto je vlastnost zprávy.)

Pravděpodobnost r chyby znaku ”1”na výstupu je dána procentem zachycených znaku ”0”v
množině odeslaných znaku ”1”, tj.

r =
P (Z0 ∩ V1)

P (V1)
= P (Z0|V1) (Toto je vlastnost přij́ımaćıho zař́ızeńı.)

Podobně r = P (Z1|V0). Pro zjednodušeńı si uvědomı́me, že funkce P̃ (A) := P (A|B) je pravděpo-
dobnost v proměnné A, speciálně tedy

P (Z0|V0) = 1− P (Z1|V0) = 1− r

a
P (Z1|V1) = 1− P (Z0|V1) = 1− r.

Zaj́ımaj́ı nás podmı́něné pravděpodobnosti

P (Vi|Zj) pro i, j ∈ {0, 1} (Toto zaj́ımá toho, kdo zprávy přij́ımá.)

Opět stač́ı spoč́ıtat jen některé z nich (pro zbylé máme vztahy jako např. P (V0|Z1) = 1−P (V1|Z1).)
Dále pro snadněǰśı zápis ještě použijeme, že znak 1− i je odlǐsný od znaku i.

Podle Bayesových vět ted’ máme

P (Vi|Zj) =
P (Zj |Vi)P (Vi)

P (Zj)
=

P (Zj |Vi)P (Vi)

P (Zj |Vi)P (Vi) + P (Zj|V1−i)P (V1−i)
=

=
1

1 +
P (Zj |V1−i)P (V1−i)

P (Zj |Vi)P (Vi)



takže

P (V0|Z0) =
1

1 + P (Z0|V1)P (V1)
P (Z0|V0)P (V0)

=
1

1 + r·p
(1−r)·(1−p)

a

P (V1|Z1) =
1

1 + P (Z1|V0)P (V0)
P (Z1|V1)P (V1)

=
1

1 + r·(1−p)
(1−r)·p

.

Vzorce uvád́ıme v tomto výsledném tvaru, aby se zvýraznila závislost na jednotlivých parame-
trech. Při praktickém poč́ıtáńı je ale vhodněǰśı to nechat v p̊uvodńım zápisu a nepřevádět na tvar

1
1+něco .

(a) Pro p = 0.4 tak máme

P (V0|Z0) =
1

1 + 0.1·0.4
0.9·0.6

=
27

29

.
= 0.93

P (V1|Z0) = 1− 27

29
=

2

29

.
= 0.07

P (V1|Z1) =
1

1 + 0.1·0.6
0.9·0.4

=
6

7

.
= 0.86

P (V0|Z1) = 1− 6

7
=

1

7

.
= 0.14

Tedy poměrně vysoká spolehlivost pro oba znaky.
(b) Pro p = 0.1 bude situace podstatně jiná:

P (V0|Z0) =
1

1 + 0.1·0.1
0.9·0.9

=
81

82

.
= 0.99

P (V1|Z0) = 1− 81

82
=

1

82

.
= 0.01

P (V1|Z1) =
1

1 + 0.1·0.9
0.9·0.1

=
1

2
= 0.5

P (V0|Z1) = 1− 1

2
=

1

2
= 0.5

Pokud procento vyśılaných znaku ”1”dosáhne hladiny šumu, tj. p = r, nedá se pak při zachyceni
znaku ”1”určit, jestli pocháźı z vyslaného signálu (tj. znaku ”1”) nebo naopak ze šumu (tj. chyby
při vysláńı znaku ”0”).

Situaci si ještě můžeme znázornit obrázkem:

a0

b1

a1

b0

odeslané
jedničky (V1)

odeslané
nuly (V0)

chybně
zachyceno

správně
zachyceno



Zde ai a bj znamenaj́ı počty daných znak̊u v rámci daného jevu (např. b1 je počet odeslaných znak̊u 0, které
byly zachyceny jako znaky 1, neboli |V0 ∩Z1| = b1). Dale je např. |V0| = b1 + b0 a |Z1| = a1 + b1. Speciálně máme

P (V0|Z1) =
|V0 ∩ Z1|

|Z1|
=

b1

a1 + b1

a

P (V1|Z1) =
|V1 ∩ Z1|

|Z1|
=

a1

a1 + b1
.

Problém s rozpoznáńım znaku 1 nastane právě když

a1

a1 + b1
= P (V0|Z1) = P (V1|Z1) =

b1

a1 + b1

tedy když
a1 = b1 .

3.12 (stochastické matice)
Při korektuře dat se oprav́ı 80% chybných položek. Při následném přepisováńı dat se do 1% položek

dostanou nové chyby. Pro jaké počátečńı procento chyb se po přepisu jejich počet sńıž́ı?

Řešeńı:

Př́ıklad 21: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv2.pdf


