
5. cvičeńı z PST

1. listopadu 2017

5.1 (diskrétńı veličina - geometrické rozděleńı)
Sdělovaćı kanál přenáš́ı symboly a při přenosu je pravděpodobnost výskytu chyby p ∈ (0, 1).

Náhodná veličina X je rovna délce úsek̊u bezchybně přenesených symbol̊u mezi jednotlivými chy-
bami, tj. jakmile se vyskytne chyba, zač́ınáme poč́ıtat, kolik se za ńı vyskytne bezchybně přenesených
symbol̊u než nastane daľśı chyba (a to bude hodnota X).

(a) Určete rozděleńı náhodné veličiny X a vypočtěte jej́ı středńı hodnotu E(X).

(b) Pro p = 10−3 vypočtěte minimálńı n takové, že P (X ≤ n) ≥ 0.9.

Řešeńı:

Př́ıklad 5: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv3.pdf

5.2 (diskrétńı veličina - hypergeometrické rozděleńı)
V osud́ı máme 3 b́ılé, 4 modré a 2 červené koule. Náhodně vytáhneme 4 z nich. Náhodná veličina

X je určena počtem b́ılých kouĺı.

(a) Určete pravděpodobnostńı funkci náhodné veličiny X .

(b) Vypočtěte jej́ı středńı hodnotu E(X).

Řešeńı:

Př́ıklad 2: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv3.pdf

Poznámka: Náhodná veličiny X v tomto př́ıkladu má tzv. hypergeometrické rozděleńı Hyp(K,M,m), kde M
je počet prvk̊u dané množiny (např. výrobk̊u), která obsahuje K prvk̊u dané vlastnosti (např. vadné výrobky), a
z ńıž vyb́ıráme m prvk̊u (kde m ≤ M). Zaj́ımá nás, jaká je pravděpodobnost, že z vybraných m prvk̊u je právě k
prvk̊u uvedené vlastnosti.

Pravděpodobnost je opět dána pod́ılem př́ıznivých možnost́ı ku všem. Př́ıznivé jsou dány počtem zp̊usob̊u jak
vybrat k výrobk̊u z K vadných násobeno počtem zp̊usob̊u jak vybrat zbytek, tj. m−k výrobk̊u z M−K bezvadných.
Celkem tedy

pHyp(K,M,m)(k) =

(
K
k

)
·
(
M−K
m−k

)

(
M
m

)

přičemž obor hodnot pro k je
max{0, m+K −M} ≤ k ≤ min{m,K} .

Tuto podmı́nku dostaneme ihned z nerovnost́ı

k ≤ K, m− k ≤ M −K,

k ≤ m, m− k ≤ m .

Současně ale použ́ıváme dohodu, že pro i, j ∈ Z definujeme kombinačńı č́ısla jako

(i

j

)

=







i(i−1)···(i−j+1)
j!

pro 0 ≤ j

0 pro 0 > j

takže pro rozděleńı Hyp(K,M,m) můžeme uvažovat pro jednoduchost obor hodnot všechna celá č́ısla Z. Speciálně
tedy plat́ı, že

∑

k∈Z

pHyp(K,M,m)(k) = 1 .



Dı́ky tomuto si můžeme ještě snadno spoč́ıtat sťredńı hodnotu veličiny X ∼ Hyp(K,M,m):

E(X) =
∑

k∈Z

k · pHyp(K,M,m)(k) =
∑

k∈Z

k ·

(
K
k

)
·
(
M−K
m−k

)

(
M
m

) = {zd̊uvodněńı ńıže} =
∑

k∈Z

K ·

(
K−1
k−1

)
·
(
M−K
m−k

)

(
M
m

) =

=
K ·

(
M−1
m−1

)

(
M
m

)

∑

k∈Z

(
K−1
k−1

)
·
((M−1)−(K−1)
(m−1)−(k−1)

)

(
M−1
m−1

)

︸ ︷︷ ︸

pHyp(K−1,M−1,m−1)(k−1)

=
K ·

(
M−1
m−1

)

(
M
m

)

∑

k∈Z

pHyp(K−1,M−1,m−1)(k − 1)

︸ ︷︷ ︸

=1

= K ·

(
M−1
m−1

)

(
M
m

) =

= K ·
(M − 1) · · · (M −m+ 1)

(m − 1)!
·

m!

M(M − 1) · · · (M −m+ 1)
= m ·

K

M

Použili jsme přitom, že pro k ≥ 1 je

k ·
(K

k

)

= k ·
K(K − 1) · · · (K − k + 1)

k!
= K ·

(K − 1) · · · (K − k + 1)

(k − 1)!
= K ·

(K − 1

k − 1

)

přičemž rovnost k ·
(
K
k

)
= K ·

(
K−1
k−1

)
zřejmě plat́ı pro všechna k ∈ Z podle naš́ı úmluvy.

Výsledný tvar sťredńı hodnoty je tedy velmi jednoduchý

E(X) = m ·
K

M
a intuitivně odpov́ıdá i následuj́ıćı limitńı situaci M → ∞, kdy k a m považujeme za pevné a předpokládáme,

že K/M → q (tj. poměr počtu vadných výrobk̊u K ku všem výrobk̊um M se bĺıž́ı ke konstantńı hodnotě q ∈ (0, 1)):

lim
M→∞

pHyp(K,M,m)(k) = lim
M→∞

m!

k!(m− k)!

∏k−1
i=0 (K − i) ·

∏m−k−1
j=0 (M −K − j)

∏m−1
i=0 (M − i)

=

=
(m

k

)

· lim
M→∞

k−1∏

i=0

K − i

M − i
·

m−k−1∏

j=0

M −K − j

M − k − j
=
(m

k

)

qk(1− q)m−k = pBi(m,q)(k) .

Dostáváme tedy známe binomické rozděleńı Bi(m, q), které v tomto př́ıpadě odpov́ıdá limitńı situaci, kdy
taháme výrobky z nekonečného množstv́ı s určeným pod́ılem q vadných. Při m pokusech jsme předpokládali, ze
výrobky NEVRACÍME (anebo je prostě vytáhneme všechny naraz). Jak ale vid́ıme, i přesto jsme dostali rozděleńı

pravděpodobnosti, které použ́ıváme, když opakovaně uskutečňujeme tentýž pokus vždy za STEJNÝCH podmı́nek
(např. opakovaně vytahujeme z osud́ı koule a VRACÍME je vždy zpátky). To je t́ım, že v obrovském množstv́ı
výrobk̊u M se už v limite ztrat́ı to, jestli tam těch pár výrobk̊u m vrát́ıme nebo ne (protože m << M).

Kromě toho vid́ıme, že limita plat́ı i pro sťredńı hodnoty, tj.

E
(

Bi(m, q)
)

= mq = lim
M→∞

m ·
K

M
= lim

M→∞

E
(

Hyp(K,M,m)
)

.

Celkově tedy hypergeometrické rozděleńı přecháźı TÍMTO ZPŮSOBEM limitně v binomické.

5.3 (smı́̌sené rozděleńı)
Náhodná veličina X má rozděleńı určené distribučńı funkćı FX kde

FX(t) =











0 pro t < 0,

t+ 1
2 pro 0 ≤ t < 1

2 ,

1 pro t ≥ 1
2 .

(a) Nakreslete graf funkce FX a určete obor hodnot náhodné veličiny X .

(b) Vypočtěte pravděpodobnosti P (0 < X < 1/3) a P (0 ≤ X ≤ 1/3).

(c) Vypočtěte středńı hodnotu E(X), rozptyl D(X) a směrodatnou odchylku σ(X).
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(d) Vyjádřete náhodnou veličinu X jako směs spojité a diskrétńı náhodné veličiny.

(e) Vypočtěte středńı hodnotu E(X) ze směsi náhodných veličin a kvantilové funkce qX .

Řešeńı:

Př́ıklad 6: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv3.pdf

Poznámka: Sťredńı hodnotu E(X) a rozptyl D(X) také můžeme spoč́ıtat podle vzorce

E(Xn) = −

∫ 0

−∞

ntn−1 · FX(t) dt+

∫
∞

0
ntn−1 ·

(
1− FX(t)

)
dt

(

=

∫ 1

0

(

qX(α)
)n

dα

)

.

Konkrétně

E(X) = −

∫ 0

−∞

FX(t) dt +

∫
∞

0
1− FX(t) dt =

∫ 1
2

0

(
1
2
− t
)

dt = 1
4
− 1

8
= 1

8

a

E(X2) = −

∫ 0

−∞

2t · FX(t) dt+

∫
∞

0
2t ·

(
1− FX(t)

)
dt =

∫ 1
2

0
t− 2t2 dt = 1

8
− 1

12
= 1

24

tedy

D(X) = E(X2)−
(

E(X)
)2

= 1
24

−
(
1
8

)2
= 5

192

.
= 0.02604 .

5.4 (Poissonovo a exponenciálńı rozděleńı)
Do pojǐst’ovny přijdou pr̊uměrně 2 hlášeńı škody denně. Jaká je pravděpodobnost, že do pojǐst’ovny

přijde nejbližš́ı hlášeńı škody nejdř́ıve třet́ı den?

Řešeńı:

Tuto úlohu můžeme řešit jak s využit́ım exponenciálńıho rozděleńı, tak Poissonova rozděleńı.

Exponenciálńı rozděleńı popisuje pravděpodobnost veličiny

X = “doba mezi dvěma následnými výskyty události”,

pokud události nemaj́ı pamět’. Tedy to, co se stane od určitého okamžiku nezáviśı na tom, co bylo předt́ım. V
praxi jde např. o to, že zař́ızeńı, které se ”neopoťrebovává”(např. polovodičové součástky), bude mı́t poruchu nebo
o dobu radioaktivńıho rozpadu atd. Exponenciálńı rozděleńı je jediné, které splňuje následuj́ıćı rovnici:

P (X > x+ y|X > y) = P (X > x)

pro všechna x, y > 0. Rovnice vyjadřuje to, že pravděpodobnost, že zař́ızeńı bude bez poruchy pracovat x hodin
je stejná v př́ıpadě, že jsme jej právě zapnuli jako za předpokladu, že předt́ım už bez poruchy pracovalo y hodin.

Exponenciálńı rozděleńı je charakterizováno parametrem τ > 0 (s fyzikálńım rozměrem času), který představuje
sťredńı dobou čekáńı, tedy E(X) = τ a dále ještě plat́ı D(X) = τ2. Hustota je pak dána jako

fX(t) =







0 , t ≤ 0

1
τ
e−

t
τ , t > 0 .

a distribucni funkce je

FX(t) =







0 , t ≤ 0

1− e−
t
τ , t > 0 .

Diskrétńı analogíı exponenciálńıho rozděleńı je geometrické rozděleńı, které neměř́ı čas spojitě ale pouze diskrétně.
Lze ho také chápat jako:
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X = ”počet neúspěšných pokus̊u než nastane prvńı úspěch”,

např. házeńı mı́če na koš atd. Je to opět jediné takové diskrétńı rozděleńı splňuj́ıćı analogickou rovnici:

P (X > k + n|X > n) = P (X > k)

pro všechna k, n ∈ N0 s podobným významem jako u exponenciálńıho rozděleńı.

Věta: Necht’

X = “doba čekáńı na událost”

je veličina s exponenciálńım rozděleńım Exp(τ) se sťredńı hodnotou E(X) = τ (s jednotkou “čas”).
Pak veličina

Y = “počet událost́ı během doby T”

má Poissonovo rozděleńı Poiss(λ) se sťredńı hodnotou E(Y ) = λ (s bezrozměrnou jednotkou) a plat́ı T
λ

= τ .

V našem př́ıpadě máme

X=“doba čekáńı na př́ıchod daľśıho hlášeńı”

Y=“počet hlášeńı během 1 dne”

Y ′=“počet hlášeńı během 2 dn̊u”

(a) Pomoćı exponenciálńıho: Podle zadáńı má veličina Y Poissonovo rozděleńı s parametrem
λ = 2. Tud́ıž náhodná veličina X s exponenciálńım rozděleńım ma parametr τ = T

λ = 1
2 , kde

T = 1. Hledaná pravděpodobnost je pak

P (X > 2) = 1− P (X ≤ 2) = 1− F (2) = 1−
(

1− e−
2
τ

)

= e−4

nebo také poč́ıtáno jako

P (X > 2) =

∫

∞

2

f(x)dx =

∫

∞

2

1
τ · e−

x
τ dx =

∫

∞

2

2e−2xdx = e−4.

(b) Pomoćı Poissonova: Hledaná pravděpodobnost je dána jako

P (Y ′ = 0) =
(λ′)0

0!
· e−λ′

kde λ′ je parametr veličiny Y ′ s Poissonovým rozděleńım. K určeńı parametru λ′ můžeme
použ́ıt

• bud’ vztah mezi veličinami X a Y ′ a už známou hodnotu parametru veličiny X , tj. plat́ı
λ′ = T ′

τ , kde T ′ = 2 a τ = 1
2 a tud́ıž je λ′ = 4,

• nebo to, ze plat́ı Y ′ = Z1 + Z2, kde veličiny

Z1=“počet hlášeńı během prvńıho dne”

Z2=“počet hlášeńı během druhého dne”

maj́ı Poissonovo rozděleńı s parametry λ1 = 2 = λ2 a tudiz

λ′ = E(Y ′) = E(Z1) + E(Z2) = λ1 + λ2 = 2 + 2 = 4 .

Hledaná pravděpodobnost je pak

P (Y = 0) =
40

0!
· e−4 = e−4.
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5.5 (rozklad na směs)
Náhodná veličina X má distribučńı funkci

FX(t) =































0 , t < 0 ,
1
12 + 4t2

3 , 0 ≤ t < 1/2 ,

11
12 − 4(1−t)2

3 , 1/2 ≤ t < 1 ,

1 , t ≥ 1 .

Vyjádřete ji jako směs náhodných veličin U, V , z nichž U je diskrétńı a V spojitá; popǐste a znázorněte
jejich rozděleńı.

Řešeńı:

1

1 2−1
t

FX(t)

Nespojitosti distribučńı funkce jsou v bodech 0, 1/2, 1,

FX(0)− FX(0−) = FX(1)− FX(1−) =
1

12
,

FX(1/2)− FX(1/2−) =
1

6
,

c FU (t) =































0 , t < 0 ,
1
12 , 0 ≤ t < 1

2 ,

1
4 ,

1
2 ≤ t < 1 ,

1
3 , t ≥ 1 ,

c = lim
t→∞

FU (t) =
1

3
,

FU (t) =































0 , t < 0 ,
1
4 , 0 ≤ t < 1

2 ,

3
4 ,

1
2 ≤ t < 1 ,

1 , t ≥ 1 ,
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1

1 2−1
t

FU (t)

pU (t) =























1
4 , t ∈ {0, 1} ,

1
2 , t = 1

2 ,

0 , jinde .

(1 − c)FV (t) = FX(t)− cFU (t) =































0 , t < 0 ,
4 t2

3 , 0 ≤ t < 1/2 ,

2
3 − 4 (1−t)2

3 , 1/2 ≤ t < 1 ,

2
3 , t ≥ 1 ,

FV (t) =



















0 , t < 0 ,

2t2 , 0 ≤ t < 1/2 ,

1− 2 (1− t)
2
, 1/2 ≤ t < 1 ,

1 , t ≥ 1 ,

1

1 2−1
t

FV (t)

fV (t) =











4 t , 0 ≤ t < 1/2 ,

4 (1− t) , 1/2 ≤ t < 1 ,

0 , jinak .

5.6 (rozděleńı veličiny vytvořené jako směs)
Náhodná veličina X má alternativńı rozděleńı (s hodnotami 0, 1), P (X = 1) = 2/3. Náhodná

veličina Y má spojité rovnoměrné rozděleńı na intervalu 〈0, 2〉. Popǐste rozděleńı jejich směsi Z =
Mix2/3(X,Y ).
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Řešeńı:

FX(t) =















0 , t < 0 ,
1
3 , 0 ≤ t < 1 ,

1 , t ≥ 1 ,

1

1 2−1
t

FY (t)

FY (t) =















0 , t < 0 ,
t
2 , 0 ≤ t < 2 ,

1 , t ≥ 2 ,

1

1 2−1
t

FX(t)

FZ(t) =
2

3
FX(t) +

1

3
FY (t) =































0 , t < 0 ,
2
9 + t

6 , 0 ≤ t < 1 ,

2
3 + t

6 , 1 ≤ t < 2 ,

1 , pro t ≥ 2 .

1

1 2−1
t

FZ(t)
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5.7 (rozděleńı veličiny vytvořené jako směs)
Diskrétńı náhodná veličinaX má rovnoměrné rozděleńı na množině {0, 1} a spojitá náhodná veličina

Y má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [0, 1]. Veličiny X a Y jsou nezávislé. Určete rozděleńı veličiny
W = X + Y a veličiny Z = XY .

Řešeńı:

Protože X nabývá pouze konečně mnoha hodnot, bude výhodné použ́ıt větu o úplné pravděpo-
dobnosti:

FW (t) = P (X + Y ≤ t) = P (X + Y ≤ t|X = 0) · P (X = 0) + P (X + Y ≤ t|X = 1) · P (X = 1)

Dı́ky nezávislosti veličin X a Y máme

P (X + Y ≤ t|X = 1) = P (1 + Y ≤ t|X = 1) = P (Y ≤ t− 1) = FY (t− 1)

a podobně
P (X + Y ≤ t|X = 0) = P (Y ≤ t) = FY (t).

Protože ještě v́ıme, že P (X = 0) = 1
2 = P (X = 1), tak můžeme psát

FW (t) =
1

2

(

FY (t) + FY (t− 1)
)

.

Nyńı jen vyjádř́ıme distribučńı funkci veličiny Y

FY (t) =























0 , t < 0

t , t ∈ 〈0, 1〉

1 , t > 1 .

1

1 2−1−2
t

FY (t)

a dosad́ıme spolu s jej́ım posunut́ım do vzorce pro FW , č́ımž źıskáme:

FW (t) =























0 , t < 0

t
2 , t ∈ 〈0, 2〉

1 , t > 2 .
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1

1 2−1−2
t

FW (t)

Veličina W je tedy spojitá s rovnoměrným rozděleńım na intervalu 〈0, 2〉 a hustotou:

fW (t) =







1
2 , t ∈ 〈0, 2〉

0 , jinak .

1

1 2−1−2
t

fW (t)

Pro veličinu Z = XY budeme postupovat obdobně

FZ(t) = P (XY ≤ t) = P (XY ≤ t|X = 0) · P (X = 0) + P (XY ≤ t|X = 1) · P (X = 1) =

=
1

2

(

P (Z = 0 ≤ t|X = 0) + P (Y ≤ t|X = 1)
)

Na množině A = X−1({0}) je veličina Z konstantně nulová, takže výraz P (Z = 0 ≤ t|X = 0)
je bud’ roven 1, když 0 ≤ t anebo roven 0, když t < 0. Na množině A jde tedy o Diracovo rozděleńı
s distribučńı funkci formálně psanou jako P (0 ≤ t).

1

1 2−1−2
t

Diracovo rozděleńı:

Nyńı tedy máme

FZ(t) =
1

2

(

P (0 ≤ t) + FY (t)
)

=























0 , t < 0

x+1
2 , t ∈ 〈0, 1〉

1 , t > 1 .

takže veličina Z má smı́̌sené rozděleńı a graf FZ je:
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1

1 2−1−2
t

FZ(t)

Na začátku jsme také mohli veličiny vyjádřit jako směsi, kde by jedna ze složek odpov́ıdala př́ıpadu X = 0 a
druhá př́ıpadu X = 1 (tj. šlo by o zúžeńı veličin W a Z za daných podmı́nek). Pro A = X−1({0}) a c = P (A) =
P (X = 0) = 1

2
tak máme

W |A = Y |A, W |
A

= Y + 1|
A

Z|A = 0|A, Z|
A

= Y |
A

a pro vyjádřeńı směsi tak dostáváme

W = Mixc(W |A,W |
A
) = Mix 1

2
(Y |A, Y + 1|

A
)

Z = Mixc(Z|A, Z|
A
) = Mix 1

2
(0|A, Y |

A
)

Zbytek postupu by pak už ale byl stejný.
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