
6. cvičeńı z PST

8. listopadu 2017

6.1 (rozděleńı veličiny vytvořené jako směs)
V urně je 15 hraćıch kostek, z toho 10 správných, na nichž padaj́ı všechna č́ısla se stejnou pravdě-

podobnost́ı, a 5 vadných, na nichž padá šestka s pravděpodobnost́ı 1
2 , ostatńı č́ısla s pravděpodobnost́ı

1
10 . Náhodně vybereme jednu kostku a hod́ıme. Jaká je pravděpodobnost možných výsledk̊u?

Řešeńı:

Použijeme jev

A = ”vytažená kostka je správná”,

a veličinu

X = ”hodnota, která padla na vytažené kostce”.

Pak pro i ∈ {1, . . . , 6} dostáváme z věty o úplné pravděpodobnosti

P (X = i) = P (X = i|A) · P (A) + P (X = i|A) · P (A).

Z předpokladu pak máme

P (A) =
10

15
=

2

3
, P (X = i|A) = 1

6
pro všechna i

a

P (X = i|A) =







1
2 , i = 6

1
10 , i 6= 6 .

Celkem tedy dostáváme pro i = 6:

P (X = i) =







1
6 · 2

3 + 1
2 · 1

3 = 5
18 , i = 6

1
6 · 2

3 + 1
10 · 1

3 = 13
90 , i 6= 6 .

Veličina X je vlastně směs dvou veličin

X1 : A → R a X2 : A → R

které znamenaj́ı

X1 = ”hodnota, která padla na správné vytažené kostce”

X2 = ”hodnota, která padla na vadné vytažené kostce”

Tedy X = Mixc(X1,X2), kde koeficient c odpov́ıdá poměru správných kostek ku všem kostkám, tj. c = 10
15

=
P (A). Z definice směsi pak máme

P (X = i) = c · P1(X1 = i) + (1 − c) · P2(X2 = i)

kde
P1(·) = P ( · |A) a P2(·) = P ( · |A)

jsou pravděpodobnosti na prostorech Ω1 = A a Ω2 = A (přitom je Ω = Ω1 ∪ Ω2).

Opět tedy máme větu o úplné pravděpodobnosti.



6.2 (normálńı rozděleńı)
Systematická chyba měřeńı je 5 a směrodatná odchylka je 36. Jaká je pravděpodobnost toho, že

chyba měřeńı nepřekroč́ı v absolutńı hodnotě 5? (Předpokládáme normálńı rozděleńı chyby.)

Řešeńı:

Máme veličinu

X = ”chyba měřeńı”,

s normálńım rozděleńım N(5, 362). Tedy FX(t) = Φ( t−5
36 ) pro t ∈ R, takže

P (−5 ≤ X ≤ 5) = FX(5)− FX(−5) = Φ(5−5
36 )− Φ(−5−5

36 ) =

= Φ(0)− Φ(− 5
18 )

.
= 0.5−

(

1− Φ(0.2778)
)

.
= 0.5− 0.391 = 0.109 .

Použ́ıváme, že Φ(−x) = 1− Φ(x) pro všechna x ∈ R.

6.3 (normálńı rozděleńı)
Délka zubńıho kartáčku se ř́ıd́ı normálńım rozděleńım o středńı hodnotě 14 cm a rozptylu 6 cm.

Pouzdro je dlouhé 13.5 cm. Jaká je pravděpodobnost, že vezmeme-li libovolný jeden kartáček, že se do
pouzdra akorát vejde, tj. nebude o v́ıce než 1 cm kratš́ı?

Řešeńı:

Označ́ıme-li délku zubńıho kartáčku X , potom plat́ı X ∼ N(14, 6) a FX(t) = Φ
(

t−14√
6

)

pro t ∈ R

(tedy hlavně pro t z okoĺı středńı hodnoty veličiny X). Chceme znát

P (12.5 < X < 13.5) .

Takže

P (12.5 < X < 13.5) = FX(13.5)− FX(12.5) = Φ
(

13.5−14√
6

)

− Φ
(

12.5−14√
6

)

=

=
(

1− Φ
(

0.5√
6

))

−
(

1− Φ
(

1.5√
6

))

= Φ
(

1.5√
6

)

− Φ
(

0.5√
6

)

= 0.729− 0.579 = 0.15.

Pravděpodobnost, že se kartáček do pouzdra akorát vejde, čińı 15%.

Poznámka: Jak může veličina X označuj́ıćı délku (tj. nezáporná) mı́t normálńı rozděleńı? Samozřejmě nemůže,

ale v našem př́ıpadě tento předpoklad uplatňujeme pouze v rozumném okoĺı kolem sťredńı hodnoty E(X) = 14

cm. Zde konkrétně v intervalu 〈12.5 cm, 13.5 cm〉. Tedy v rámci těchto výchylek od sťredńı hodnoty, je distribučńı

funkce FX popsána přibližně distribučńı funkćı normálńıho rozděleńı a jak je to dál už nás nezaj́ımá. Při výpočtech

ale obvykle toto explicitně nezmiňujeme.

6.4 (normálńı rozděleńı)
Oštěpařky Anna a Barbora maj́ı středńı hodnoty hod̊u po řadě 67m a 75m a směrodatné odchylky

6m a 3m. Předpokládejme nezávislá normálńı rozděleńı. Odhadněte pravděpodobnost, že při jednom
hodu hod́ı Anna dál.
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Řešeńı:

Náhodná veličina

A =“délka hodu Anny”

má rozděleńı N
(
67, 62

)
a veličina

B =“délka hodu Barbory”

má rozděleńı N
(
75, 32

)
. Zaj́ımá nás P (A > B) = P (A − B > 0). Protože veličiny A a B jsou

nezávislé, tak veličina A−B má také normálńı rozděleńı, a sice N
(
67− 75, 62 + 32

)
= N(−8, 45).

Takže
P (A > B) = P (A−B > 0) = 1− FN(−8,45) (0) = 1− Φ

(
0−(−8)√

45

)
.
=

.
= 1− Φ (1.1926)

.
= 1− 0.883 = 0.117 .

6.5 (transformace spojité veličiny)
Náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (−2, 2). Zobraźıme ji funkci h, defino-

vanou následovně:

h(x) =







0 , x < 0
x2 , 0 ≤ x ≤ 1
1 , x > 1.

Nalezněte rozděleńı náhodné veličiny Y = h(X).

Řešeńı:

(a) Krátké řešeńı: Protože 0 ≤ Y = h(X) ≤ 1, tak

FY (t) = P (h(X) ≤ t) =

{
0 , t < 0
1 , t ≥ 1.

Pro t ∈ 〈0, 1) máme

h(X) ≤ t ⇔
(

X < 0 ∨
(
X ∈ 〈0, 1〉 & X2 ≤ t

))

⇔

⇔
(

X < 0 ∨
(
X ∈ 〈0, 1〉 & X ≤

√
t
))

⇔ X ≤
√
t

a tud́ıž

FY (t) = P (h(X) ≤ t) = P (X ≤
√
t) = FX(

√
t) .

Ted’ už stač́ı jen dosadit za FX . Protože veličinaX je spojitá s konstantńı hustotou na intervalu
(−2, 2), tak jej́ı distribučńı funkce FX bude lineárńı na tomto intervalu. Jinak bude konstantńı a
celkově spojitá:

1

1 2−1−2
t

FX(t)
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Tedy

FX(t) =







0 , t < −2
t+2
4 , t ∈ 〈−2, 2〉

1 , t > 2.

a po dosazeńı dostaneme:

FY (t) =







0 , t < 0√
t+2
4 , t ∈ 〈0, 1)

1 , t ≥ 1.

1

1 2−1−2
t

FY (t)

Veličina Y = h(X) tedy kupodivu nemá spojité rozděleńı ale smı́̌sené, přestože veličina X je (absolutně) spojitá
a i funkce h je spojitá. Abychom tomu porozuměli, pod́ıváme se na kvantil. Kvantil qX je spojitý:

1

2

−1

−2

1

u

qX(u)

A tedy i kvantil qY = qh(X) = h(qX) je spojitý:

1

1

u

qY (u)

Ale protože je mı́sty konstantńı, tak FY má skoky.

(b) Řešeńı použitelné i pro obecněǰśı př́ıpady: Pro distribučńı funkci veličiny Y = h(X)
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máme

FY (t) = P (Y ≤ t) = P (h(X) ≤ t) = P
(

h(X) ∈ (−∞, t〉
)

= P
(

X ∈ h−1(−∞, t〉
)

Pod́ıváme se proto, jak vypadaj́ı množiny h−1(−∞, t〉. To snadno uvid́ıme z grafu funkce h:

1

1 2−1−2

x

h(x)

Když ”uř́ızneme”z grafu všechno, co je nad danou hladinou t a zbytek promı́tneme na vodo-
rovnou osu, dostaneme právě hledanou množinu. Tedy:

h−1(−∞, t〉 =







R , t ≥ 1

(−∞,
√
t〉 , 0 ≤ t < 1

∅ , t < 0.

Takže můžeme psát:

FY (t) = P
(

X ∈ h−1(−∞, t〉
)

=







P (X ∈ R) = 1 , t ≥ 1

P
(

X ∈ (−∞,
√
t〉
)

= FX(
√
t) , 0 ≤ t < 1

P (X ∈ ∅) = 0 , t < 0.

Zbytek postupu už pak bude stejný jako v předchoźım př́ıpadě.

6.6 (exponenciálńı rozděleńı, transformace veličiny)
Náhodná veličina X má exponenciálńı rozděleńı s distribučńı funkćı

FX(t) =







0 , t ≤ 0

1− e−2t , t > 0 .

Určete

(a) rozděleńı náhodné veličiny Y = 2− 2X .

(b) středńı hodnotu E(Y ) a rozptyl D(Y ).

(c) kvantily qX a qY .

Řešeńı:

(a) Najdeme rozděleńı veličiny Y = 2− 2X :

FY (t) = P (Y ≤ t) = P (2 − 2X ≤ t) = P
(

1− t

2
≤ X

)

= 1− P
(

X < 1− t

2

)

= 1− FX

(

1− t

2

)
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Pro 1 − t
2 ≤ 0 je tedy FY (t) = 1 a pro 1 − t

2 > 0 máme FY (t) = 1 − (1 − e−2(1− t

2
)) = et−2.

Celkově tedy dostáváme

FY (t) =







et−2 , t < 2

1 , t ≥ 2 .

Graf FY si snadno nakresĺıme:

1

1 2−1−2
t

FY (t)

ale je dobré si uvědomit, že pro tvar FY (t) = 1− FX

(

− 1
2 (t− 2)

)

lze FY źıskat z grafu FX :

1

1 2−1−2
t

FX(t)

následuj́ıćı posloupnost́ı transformaćı:

• g0(a) := FX(a)

• g1(b) := g0(− 1
2b) = FX(− 1

2b) (graf g0 se otoč́ı kolem osy y a 2-krát se roztáhne podle středu
0 ve směru osy x)

• g2(c) := g1(c− 2) = FX(− 1
2 (c− 2)) (graf g1 se posune o vektor (2, 0), tj. doprava o 2)

• g3(d) := 1 − g2(d) = 1 − FX

(

− 1
2 (d − 2)

)

= FY (d) (graf g2 se otoč́ı kolem osy x a posune

nahoru o 1)

Protože transformace nezávisle t proměnné lze vyjádřit také jako FX

(
− 1

2
(t − 2)

)
= FX

(
1 + (− 1

2
t)
)
, můžeme

na začátku alternativně použ́ıt tento postup:

• g̃1(b) := g0(1 + b) = FX(1 + b) (graf g0 se posune o vektor (−1, 0), tj. doleva o 1)

• g̃2(c) := g̃1(−
1
2
c) = FX

(
1 + (− 1

2
c)
)
(graf g̃1 se otoč́ı kolem osy y a 2-krát se roztáhne podle sťredu 0 ve

směru osy x)

Evidentně máme g̃2(c) = g2(c). Posledńı transformace (tj. že graf g2 se otoč́ı kolem osy x a posune nahoru o 1)
z̊ustává stejná.

Protože veličina Y se źıská z X jako Y = h(X), kde h(x) = 2 − 2x je (osťre) klesaj́ıćı spojitá funkce, mohli
jsme k odvozeńı FY a jej́ıho grafu použ́ıt také vztahu známého z přednášky, a sice:

FY (t) = Fh(X)(t) = 1− FX(h−1(t))

kde h−1(y) = 1− 1
2
y je inverze k h (tj. vypoč́ıtaná ze vztahu y = 2− 2x.)
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(b) Urč́ıme ještě středńı hodnotu (tentokrát pro změnu z distribučńı funkce):

E(Y ) = −
∫ 0

−∞
FY (t) dt+

∫ ∞

0

(
1−FY (t)

)
dt = −

∫ 0

−∞
et−2 dt+

∫ 2

0

(
1−et−2

)
dt = 2−

[

et−2
]2

−∞
= 1

Mohli jsme také využ́ıt, že X má exponenciálńı rozděleńı s parametrem τ = 1
2 a středńı

hodnotou E(X) = τ . Pak bychom opět měli

E(Y ) = E(2− 2X) = 2− 2E(X) = 1 .

Pro rozptyl můžeme jednoduše využ́ıt, že D(X) = τ2 = 1
4 , takže

D(Y ) = D(2− 2X) = D(−2X) = (−2)2D(X) = 1 .

(c) Urč́ıme qX . Kvantil qX je inverzńı funkce k FX tam, kde je FX ostře rostoućı - a to je na
(0,∞). Pro t ∈ (0,∞) je tedy

α = 1− e−2t ⇔ e−2t = 1− α ⇔ t = − 1
2 ln(1 − α)

a tud́ıž
qX(α) = − 1

2 ln(1− α) pro α ∈ (0, 1)

s grafem

1

1

α

qX(α)

Pro určeńı kvantilu qY použijeme transfomaci pomoćı ostře rostoućı funkce h(x) = 2x− 2, tj.
máme Y = 2− 2X = −h(X). Pro α ∈ (0, 1) je tedy

qY (α) = q−h(X)(α) = −qh(X)(1− α) = −h
(

qX(1− α)
)

=

= −2qX(1− α) + 2 = ln(α) + 2

s grafem

1

2

1

α

qY (α)
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6.7 (transformace náhodné veličiny)
Nezáporná náhodná veličina X má hustotu

fX(t) =







0 , t < 1

c · t−3 , t ≥ 1

kde c je vhodná konstanta. Určete

(a) hodnotu c,

(b) distribučńı funkci FX ,

(c) distribučńı funkci FY a hustotu pravděpodobnosti fY veličiny Y = 1
X+1 .

(d) E(Y ) pomoćı qY .

Řešeńı:

(a) Pro určeńı konstanty c potřebujeme, aby

1 =

∫ ∞

−∞
fX(t) dt = c

∫ ∞

1

t−3 dt = c
[ t−2

−2

]∞

1
=

c

2

tedy c = 2.

(b) Distribučńı funkce je rovna

FX(u) =

∫ u

−∞
fX(t) dt

a pro u ≥ 1 tedy máme

FX(u) =

∫ u

1

2t−3 dt =
[

− t−2
]u

1
= 1− 1

u2

celkově pak

FX(u) =







0 , u ≤ 1

1− 1
u2 , u ≥ 1

s grafem

1

1 2−1

u

FX(u)

(c) Protože X je nezáporná spojitá veličina, pro distribučńı funkci FY pro u > 0 máme

FY (u) = P (Y ≤ u) = P
( 1

X + 1
≤ u

)

= P
( 1

u
≤ X + 1

)

= P
(1

u
− 1 ≤ X

)

=
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= 1− P
(

X <
1

u
− 1

)

= 1− FX

(1

u
− 1

)

.

Pro 1
u
− 1 ≥ 1 a u > 0 tak dostáváme

FY (u) = 1− FX

(1− u

u

)

= 1−
(

1− 1

(1−u
u

)2

)

=
u2

(1− u)2
.

Pro 1
u
− 1 ≤ 1 a u > 0 pak máme

FY (u) = 1− FX

( 1

u
− 1

)

= 1 .

A nakonec, X je nezáporná veličina, takže Y = 1
X+1 > 0 a tud́ıž pro u ≤ 0 je

FY (u) = P (Y ≤ 0) = 0 .

Celkově pak dostáváme

FY (u) =







0 , u ≤ 0

u2

(1−u)2 , u ∈ (0, 1
2 〉

1 , u ≥ 1
2 .

s grafem

1

1−1

u

FY (u)

Distribučńı funkce FY je opět (absolutně) spojitá.

Hustotu pravděpodobnosti fY veličiny Y dostaneme jako

fY (u) = F ′
Y (u) =







2u
(1−u)3 , u ∈ 〈0, 12 〉

0 , jinak .

Jej́ı graf je:
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2

4

6

8

0 1−1

u

fY (u)

1
2

Při výpočtu FY a fY jsme také mohli postupovat takto:
Veličinu Y vyjádř́ıme jako Y = h(X) pro vhodnou diferencovatelnou monotónńı funkci h : R → R. Tvar funkce

h(x) je jasný pro nezáporná x a pro záporná x si ji můžeme definovat vpodstatě libovolně (ale tak, aby byla spojitá
a diferencovatelná):

h(x) =






1
x+1

, x ≥ 0

”vhodný tvar“ , x < 0 .

1

1 2

x

h(x)

Protože h je (osťre) klesaj́ıćı, máme pro t > 0 rovnost

FY (t) = P
(
h(X) ≤ t

)
= P

(
X ≥ h−1(t)

)
= 1− P

(
X < h−1(t)

)
= 1− FX

(
h−1(t)

)

kde inverzńı funkce h−1 má tvar

h−1(t) =





1
t
− 1 , t ∈ (0, 1〉

”vhodný tvar“ , t > 1 .

Ted’ už stač́ı jen dosadit atd.
Hustotu fY můžeme ted’ snadněji spoč́ıtat pomoćı hustoty fX (v bodech t > 0, pro ostatńı t to je konstantńı

nula). Pro osťre klesaj́ıćı diferencovatelnou h tak máme:

fY (t) =
d

dt
FY (t) =

d

dt

(
1− FX

(
h−1(t)

))
= −F ′

X

(
h−1(t)

)
·

1

h′
(
h−1(t)

) =

= −
fX

(
h−1(t)

)

h′
(
h−1(t)

) .

Po dosazeńı:

fY (t) =






−
fX

(
1

t
−1

)

h′

(
1

t
−1

) = 1
t2

· fX
(
1
t
− 1

)
, t ∈ (0, 1〉

0 , jinak .

Ověřte si sami, že výsledek je stejný!

(d) Nejdř́ıve si tedy urč́ıme qY . Kvantil qY je inverzńı funkćı k ostře rostoućı funkci FY (u) =
u2

(1−u)2 pro u ∈ (0, 12 ). Tedy

α = u2

(1−u)2 ⇔ √
α = u

1−u
= 1

1−u
− 1 ⇔ u = 1− 1

1+
√
α
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a tud́ıž
qY (α) = 1− 1

1+
√
α

pro α ∈ (0, 1)

s grafem

1

1

α

qY (α)

Pro středńı hodnotu pak máme

E(Y ) =

∫ 1

0

qY (α) dα =

∫ 1

0

1− 1
1+

√
α
dα = 1−

∫ 1

0

1
1+

√
α
dα =

[ √
α=t

dα
2
√
α
=dt

]

=

= 1−
∫ 1

0

2t
1+t

dt = 1−
∫ 1

0

2− 2
1+t

dt = −1 + 2
[
ln(1 + t)

]t=1

t=0
= 2 ln 2− 1 .

6.8 (spojitý náhodný vektor)
Náhodný vektor má spojité rozděleńı určené sdruženou hustotu f , kde

f(u, v) =

{
3
2u

2v (u, v) ∈ (0, 1)× (0, 2)

0 jinde.

Určete

(a) marginálńı hustoty fX a fY náhodných veličin X a Y ;

(b) sdruženou distribučńı funkci FX,Y a marginálńı distribučńı funkce FX a FY ;

(c) vypočtěte pravděpodobnost P (X ≤ Y );

(d) rozhodněte o závislosti a nezávislosti náhodnyých veličin X a Y .

Řešeńı:

Př́ıklad 6: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv4.pdf

6.9 (spojitý náhodný vektor)
Náhodný vektor (X,Y ) má spojité rovnoměrné rozděleńı v množině

E = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0} .

Určete:

(a) sdruženou hustotu fX,Y a marginálńı hustoty fX , fY .
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(b) marginálńı distribučńı funkce FX , FY .

(c) rozhodněte, zda jsou náhodné veličiny X a Y závislé či nezávislé.

(d) hodnotu P (X ≤ Y ).

Řešeńı:

Množina E je p̊ulkruh

1

1−1

x

y

E

(a) Sdružená hustota je tedy dána jako

fX,Y (x, y) =

{

c , (x, y) ∈ E

0 , jinak,

kde c je konstanta taková, aby integrál z hustoty byl roven 1, tedy

1 =

∫∫

R2

fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

E

c dx dy = c

∫∫

E

1 dx dy = c · π
2

neboli

c =
2

π
.

Integrál
∫∫

E

1 dx dy jsme mohli bud’ skutečně spoč́ıtat (např. pomoćı polárńıch souřadnic) nebo

prostě využ́ıt jeho geometrickou interpretaci, tj. že je to obsah p̊ulkruhu o poloměru 1.
Marginálńı hustota je nyńı jen př́ıslušně parciálně zintegrovaná sdružená hustota. Funkci fX,Y

tedy vždy integrujeme podél vhodného řezu množiny E:

1

1−1

x

y

(−
√

1− y2, y) (
√

1− y2, y)

(x,
√

1− x2)

(x, 0)

E

Pro x ∈ 〈−1, 1〉 tak máme

fX(x) =

∞∫

−∞

fX,Y (x, y) dy =

√
1−x2
∫

0

2

π
dy =

2

π

√

1− x2
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a pro y ∈ 〈0, 1〉 máme

fY (y) =

∞∫

−∞

fX,Y (x, y) dx =

√
1−y2

∫

−
√

1−y2

2

π
dx =

4

π

√

1− y2 .

Celkově tedy

fX(x) =

{
2
π

√
1− x2 , x ∈ 〈−1, 1〉

0 , jinak,

s grafem

1

1 2−1−2

x

fX(x)

a podobně

fY (y) =

{
4
π

√

1− y2 , y ∈ 〈0, 1〉
0 , jinak,

s grafem

1

1 2−1−2

y

fY (y)

(b) Veličiny X a Y jsou nezávislé právě když

FX,Y (x, y) = FX(x) · FY (y) pro všechna (x, y) ∈ R
2 .

V př́ıpadě existence sdružené hustoty je to ekvivalentńı tomu, že

fX,Y (x, y) = fX(x) · fY (y) pro SKORO všechna (x, y) ∈ R
2 .

Tedy množina, kde to neplat́ı, má nulový obsah.

Speciálně, pro nezávislé veličiny muśı platit následuj́ıćı (pouze nutná podmı́nka!):

Necht’

S = {(x, y) ∈ R
2 | fX,Y (x, y) 6= 0}
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a π1, π2 : R2 → R jsou projekce na jednotlivé souřadné osy, tj. π1(x, y) = x a π2(x, y) = y. Pokud
jsou veličiny X a Y nezávislé, má množina

(

π1(S)× π2(S)
)

\ S

nulový obsah.

V našem konkretńım př́ıpadě S = E a π1(E) = 〈−1, 1〉 a π2(E) = 〈0, 1〉. Ovšem množina

(

π1(E)× π2(E)
)

\ E = “obdélńık” \ “p̊ulkruh”

tj.

1

1−1

x

y

zřejmě nulový obsah NEMÁ. Veličiny X a Y tud́ıž NEJSOU nezávislé.
(d) Jev “X ≤ Y ” je množina Φ−1(F ), kde Φ = (X,Y ) : Ω → R

2 je náš náhodný vektor a

F = {(x, y) ∈ R
2 | x ≤ y}

tj. Φ−1(F ) je vzor množiny F ⊆ R
2 při zobrazeńı Φ. Pravděpodobnost tohoto jevu tak dostaneme

zintegrováńım hustoty přes množinu F , neboli

P (X ≤ Y ) =

∫∫

F={(a,b)∈R2 | a≤b}

fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

E∩F

2
π
dx dy .

Množina E ∩ F je tvaru

E ∩ F : x2 + y2 ≤ 1 ∧ x ≤ y ∧ y ≥ 0

1

1−1

x

y

E ∩ F

Protože rozděleńı pravděpodobnosti je rovnoměrné na E, jedná se prostě o geometrickou
pravděpodobnost, a protože plocha E ∩ F jsou 3

4 plochy E (přitom obsah plochy E je evidentně
π
2 ), tak máme ihned, že
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P (X ≤ Y ) =

∫∫

E∩F

1 dx dy

π
2

=
obsah E ∩ F

obsah E
= 3

4 .

Ale stejně si integrál ještě spoč́ıtáme explicitně a to pomoćı substituce polárńımi souřadnicemi

P (X ≤ Y ) =

∫∫

E∩F

2
π
dx dy =

[
x=r cosϕ
y=r sinϕ
0≤r≤1
π

4
≤ϕ≤π

]

= 2
π

π∫

π

4

1∫

0

r dr dϕ =

= 2
π

π∫

π

4

[
r2

2

]r=1

r=0
dϕ = 1

π

π∫

π

4

1 dϕ =
π−π

4

π
= 3

4 .

6.10 (spojitý náhodný vektor)
Náhodný vektor (X,Y ) má spojité rovnoměrné rozděleńı v množině

E = {(x, y) ∈ R
2 | y ≥ 0, x+ y ≤ 1, y − x ≤ 1} .

Určete:

(a) sdruženou hustotu fX,Y .

(b) marginálńı hustoty fX , fY .

(c) zda jsou náhodné veličiny X a Y závislé či nezávislé.

(d) hodnotu P (X + Y ≥ 1
2 ).

Řešeńı:

Př́ıklad 3: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv4.pdf

(d) Množina E je trojúhelńık

1

1−1

x

y

E

Sdružená hustota je tedy dána jako

fX,Y (x, y) =

{

1 , (x, y) ∈ E

0 , jinak,

tedy tak, aby byla konstantńı na E, nulová mimo E a integrál z hustoty byl roven 1.
Jev “X + Y ≥ 1

2” je množina Φ−1(F ), kde Φ = (X,Y ) : Ω → R
2 je náš náhodný vektor a

F = {(x, y) ∈ R
2 | x+ y ≥ 1

2
}
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tj. Φ−1(F ) je vzor množiny F ⊆ R
2 při zobrazeńı Φ. Pravděpodobnost tohoto jevu tak dostaneme

zintegrováńım hustoty přes množinu F , neboli

P (X + Y ≥ 1
2 ) =

∫∫

F={(a,b)∈R2 | a+b≥ 1

2
}

fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

E∩F

1 dx dy .

Množina E ∩ F je tvaru

E ∩ F : 1
2 ≤ x+ y ≤ 1 ∧ y − x ≤ 1 ∧ y ≥ 0

1

1−1

x

y

E∩F

︸ ︷︷ ︸
3

2

︷
︸
︸

︷
3

4

Protože rozděleńı pravděpodobnosti je rovnoměrné na E, jedná se prostě o geometrickou
pravděpodobnost. Velikost plochyE∩F spoč́ıtáme snadněji pomoćı doplňkové plochy (tj. trojúhelńıka
s výškou 3

4 a základnou 3
2 ) do p̊uvodńıho trojúhelńıka E (s plochou 1):

P (X + Y ≥ 1
2 ) = 1− 1

2 · 3
4 · 3

2 = 7
16 .

Page 16


