
7. cvičeńı z PST

15. listopadu 2017

7.1 (korelace)
Náhodný vektor (X,Y ) má následuj́ıćı parametry:

E(X) = 10, σX = 5, E(Y ) = 150, σY = 20, ̺(X,Y ) = 0.5 (korelace).

Stanovte středńı hodnotu a rozptyl náhodných veličin

T = 2X + 3, U = 200− Y, V = X + Y .

Řešeńı:

Př́ıklad 1: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv4.pdf

7.2 (kovariance)
Pro náhodné veličiny X a Y plat́ı, že

D(X) = 3, D(Y ) = 4, cov(X,Y ) = −2.

Pro náhodné veličiny
U = 3X + 4Y − 1 a V = −2X + 2Y + 3

určete

(a) koeficient kovariance cov(U, V ).

(b) rozptyl D(X + Y ).

Řešeńı:

Kovariance cov(·, ·) má tyto vlastnosti:

• je lineárńı v každé složce zvlášt’ (tj. bilineárńı),

• cov(Z + c,W + d) = cov(Z,W ) pro všechna c, d ∈ R,

• symetrická (tj. cov(Z,W ) = cov(W,Z)) a

• cov(Z,Z) = D(Z).

(a) Dı́ky tomu můžeme tedy jednotlivé složky ”roznásobit”:

cov(U, V ) = cov(3X + 4Y − 1,−2X + 2Y + 3) = cov(3X + 4Y,−2X + 2Y ) =

= 3 · (−2) · cov(X,X) + 3 · 2 · cov(X,Y ) + 4 · (−2) · cov(Y,X) + 4 · 2 · cov(Y, Y ) =

= (−6) ·D(X) + (−2) · cov(X,Y ) + 8 ·D(Y ) = (−6) · 3 + (−2) · (−2) + 8 · 4 = 18 .

Jak je vidět, znalost E(X) a E(Y ) jsme v̊ubec nepotřebovali!



Poznámka: Vlastnosti kovariance si můžeme zapamatovat pomoćı definice

cov(Z,W ) = π(Z) • π(W ) ,

kde π(Z) = Z −E(Z).

Je dobré si všimnout, ze d́ıky bilinearitě můžeme také použ́ıvat přehledněǰśı maticový zápis:

cov(aX + bY, cX + dY ) = (a, b)
(

cov(X,X) cov(X,Y )
cov(X,Y ) cov(Y,Y )

)(

c

d

)

V našem př́ıpadě tedy

cov(U, V ) = (3, 4)
(

3 −2
−2 4

)(

−2
2

)

= (3, 4)
(

−10
12

)

= 18 .

(b) Využijeme vlastnosti kovariance:

D(X + Y ) = cov(X + Y,X + Y ) = cov(X,X) + cov(X,Y ) + cov(Y,X) + cov(Y, Y ) =

= D(X) + 2 · cov(X,Y ) +D(Y ) =

= 3 + 2 · (−2) + 4 = 3 .

7.3 (kovariance)
Náhodný vektor (X,Y ) má spojité rovnoměrné rozděleńı v množině

A = {(x, y) ∈ R
2 | x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0} .

Určete koeficient kovariance cov(X,Y ).

Řešeńı:

Množina E je p̊ulkruh

1

1−1

x

y

A

Pro kovarianci máme
cov(X,Y ) = E(XY )− E(X) · E(Y ) .

Přitom je

E(XY ) =

∫∫

R2

xy · fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

A

2
π
xy dx dy =

[

x=r cosϕ
y=r sinϕ
0≤r≤1
0≤ϕ≤π

]

=

= 2
π

π
∫

0

1
∫

0

r3 cosϕ sinϕ dr dϕ = 2
π

( 1
∫

0

r3 dr

)

·
( π
∫

0

cosϕ sinϕ dϕ

)

=
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= 2
π
· 1
4 ·
[

sin2 ϕ
2

]ϕ=π

ϕ=0
= 0

To, že tento integrál vyjde nula bylo vidět už na začátku z lichosti integrované funkce vzhledem
k proměnné x. Ze stejných d̊uvod̊u bude nulový i následuj́ıćı integrál:

E(X) =

∫∫

R2

x · fX,Y (x, y) dx dy = 0

Máme tedy
cov(X,Y ) = 0

a připomeňme si, že veličiny X a Y přitom nezávislé nejsou (viz tvar množiny A). Z cvičných
d̊uvod̊u si ještě spoč́ıtáme E(Y ):

E(Y ) =

∫∫

R2

y · fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

A

2
π
y dx dy =

[

x=r cosϕ
y=r sinϕ
0≤r≤1
0≤ϕ≤π

]

=

= 2
π

π
∫

0

1
∫

0

r2 sinϕ dr dϕ = 2
π

( 1
∫

0

r2 dr

)

·
( π
∫

0

sinϕ dϕ

)

= 2
π
· 1
3 · 2 = 4

3π .

7.4 (korelace)
Náhodný vektor (X,Y ) má spojité rovnoměrné rozděleńı v množině

A = {(x, y) | y ≥ 0, x+ y ≤ 1, x ≥ 0} .

Určete koeficient korelace ̺(X,Y ).

Řešeńı:

Množina A je trojúhelńık

1

1

x

y

A

Sdružená hustota je tedy dána jako

fX,Y (x, y) =

{

2 , (x, y) ∈ A

0 , jinak,

tedy tak, aby byla konstantńı na A, nulová mimo A a integrál z hustoty byl roven 1.
Pro kovarianci máme

̺(X,Y ) =
E(XY )− E(X) ·E(Y )

√

D(X) ·D(Y )
.
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Přitom je

E(XY ) =

∫∫

R2

xy · fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

A

2xy dx dy =

=

1
∫

0

1−y
∫

0

2xy dx dy =

1
∫

0

y(1− y)2 dy =

1
∫

0

y − 2y2 + y3 dy = 1
2 − 2

3 + 1
4 = 1

12 .

A podobně máme

E(X) =

∫∫

A

2x dx dy =

1
∫

0

1−y
∫

0

2x dx dy =

1
∫

0

(1− y)2 dy = 1
3 .

E(X2) =

∫∫

A

2x2 dx dy =

1
∫

0

1−y
∫

0

2x2 dx dy = 2
3

1
∫

0

(1− y)3 dy = 2
3 · 1

4 = 1
6 .

Ze symetrie máme E(Y ) = E(X) = 1
3 a E(Y 2) = E(X2) = 1

6 . Takže

D(Y ) = D(X) = E(X2)−
(

E(X)
)2

= 1
6 − (13 )

2 = 1
18

a tedy je

̺(X,Y ) =
E(XY )− E(X) · E(Y )

√

D(X) ·D(Y )
=

1
12 − (13 )

2

1
18

= − 1
2 .

7.5 (korelace)
Náhodný vektor (X,Y ) má spojité rovnoměrné rozděleńı v množině

A = {(x, y) ∈ R
2 | y ≥ 0, x+ y ≤ 1, y − x ≤ 1} .

Určete koeficient korelace ̺(X,Y ).

Řešeńı:

Př́ıklad 3: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv4.pdf

7.6 (kovariančńı a korelačńı matice)
Náhodný vektor (X,Y ) má kovariančńı matici.

(

3 2
2 4

)

(a) Rozhodněte, zda jsou náhodné veličiny X a Y závislé či nezávislé.

(b) Napǐste korelačńı matici náhodného vektoru (X,Y ).

(c) Napǐste korelačńı a kovariančńı matice náhodných vektor̊u (X,−Y ) a (X, 2Y − 1).
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Řešeńı:

Př́ıklad 9: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv4.pdf

7.7 (náhodný vektor - diskrétńı)
Dvourozměrný náhodný vektor (X,Y ) má pravděpodobnosti hodnot dané tabulkou:

❛
❛
❛
❛
❛

X Y 0 1 2

0 1/18 1/9 1/6
1 1/9 1/18 1/9
2 1/6 1/6 1/18

(a) Stanovte pravděpodobnost P (12 ≤ X ≤ 3 & Y ≥ 1).

(b) Určete marginálńı rozděleńı veličin X a Y .

(c) Zjistěte, zda X a Y jsou nezávislé. Pokud ne, vypočtěte korelaci a popǐste rozděleńı náhodného
vektoru (X ′, Y ′) se stejnými marginálńımi rozděleńımi, jehož složky jsou nezávislé veličiny.

Řešeńı:

(a) Zřejmě

P

(

1

2
≤ X ≤ 3 & Y ≥ 1

)

= P
(

(X,Y ) ∈ {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}
)

=
1

18
+

1

9
+

1

6
+

1

18
=

7

18
.

(b) Marginálńı pravděpodobnostńı funkce pX a pY (tj. pravděpodobnostńı funkce jednotlivých
složek vektoru) źıskáme pro jednotlivé hodnoty sečteńım pravděpodobnost́ı v řádćıch (pX) a
sloupćıch (pY ) naš́ı tabulky:

❛
❛
❛
❛
❛

X Y 0 1 2 pX

0 1/18 1/9 1/6 1/3
1 1/9 1/18 1/9 5/18
2 1/6 1/6 1/18 7/18

pY 1/3 1/3 1/3

(c) Protože např. pX,Y (0, 0) =
1
18 6= 1

3 · 1
3 = pX(0) · pY (0), tak X a Y jsou závislé. Spoč́ıtáme

tedy jejich korelaci (můžeme si pomoci i matićı):

E(X) = 0 · 1
3
+ 1 · 5

18
+ 2 · 7

18
=

19

18

E(X2) = 02 · 1
3
+ 12 · 5

18
+ 22 · 7

18
=

11

6

E(Y ) = 0 · 1
3
+ 1 · 1

3
+ 2 · 1

3
= 1

E(Y 2) = 02 · 1
3
+ 12 · 1

3
+ 22 · 1

3
=

5

3
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E(XY ) = (0, 1, 2) ·





1/18 1/9 1/6
1/9 1/18 1/9
1/6 1/6 1/18



 ·





0
1
2



 =

= (1, 2) ·
(

1/18 1/9
1/6 1/18

)

·
(

1
2

)

=
15

18

Korelace tedy je

̺(X,Y ) =
E(XY )− E(X) ·E(Y )

√

E(X2)− E(X)2 ·
√

E(Y 2)− E(Y )2
=

15
18 − 19

18 · 1
√

11
6 − (1918 )

2 ·
√

5
3 − 12

=

= −4

√

3

466

.
= −0, 32094

.
= arccos(108, 72◦) .

Necht’ (X ′, Y ′) je nyńı náhodný vektor s nezávislými složkami takovými, že pX′ = pX a pY ′ =
pY . Pak pro jeho pravděpodobnostńı funkci máme pX′,Y ′(i, j) = pX′(i) · pY ′(j) a můžeme ji tak
popsat následuj́ıćı tabulkou:

❛
❛
❛
❛
❛

X’ Y’ 0 1 2 pX′

0 1/9 1/9 1/9 1/3
1 5/54 5/54 5/54 5/18
2 7/54 7/54 7/54 7/18

pY ′ 1/3 1/3 1/3

7.8 (náhodný vektor - diskrétńı)
Náhodný vektor (X,Y ) má diskrétńı rozděleńı určené pravděpodobnostńı funkćı pX,Y , která je

daná tabulkou
pX,Y (x, y) : y

x
−1 0 1

1 1/6 0 1/3
2 1/8 1/4 1/8

(a) Vypočtěte pravděpodobnost P
(

|Y | ≥ X
)

, středńı hodnotu E(X2 Y ) a rozptyl D(X).

(b) Rozhodněte, zda jsou náhodné veličiny X a Y závislé či nezávislé.

Řešeńı:

(a) Nenulové pravděpodobnosti pro př́ıpad |Y | ≥ X nastávaj́ı právě když (X,Y ) ∈ {(1,−1), (1, 1)}.
Takže

P
(

|Y | ≥ X
)

=
1

6
+

1

3
=

1

2
.

Pro středńı hodnotu veličiny XY 2 použijeme obvyklý vzorec s pravděpodobnostńı funkćı

E(X2Y ) =
∑

(i,j)∈R2

i2 · j · pX,Y (i, j) =

= 12 · (−1) · 1
6
+ 12 · 0 · 0 + 12 · 1 · 1

3
+ 22 · (−1) · 1

8
+ 22 · 0 · 1

4
+ 22 · 1 · 1

8
=
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= −1

6
+

1

3
− 1

2
+

1

2
= −1

6
.

Pro výpočet rozptylu veličiny X je nejjednodušš́ı si určit jej́ı pravděpodobnostńı funkci

pX(1) =
1

6
+ 0 +

1

3
=

1

2

pX(2) = 1− pX(1) =
1

2
.

Takže máme

E(X) = 1 · 1
2
+ 2 · 1

2
=

3

2

E(X2) = 12 · 1
2
+ 22 · 1

2
=

5

2

a tud́ıž

D(X) = E(X2)−
(

E(X)
)2

=
5

2
−
(

3

2

)2

=
1

4
.

(b) Protože nějaké dva řádky (zde tedy všechny) v tabulce hodnot

1/6 0 1/3
1/8 1/4 1/8

sdružené pravděpodobnostńı funkce jsou lineárně NEzávislé, tak veličinyX a Y jsou ZÁVISLÉ.
Jiné zd̊uvodněńı je např́ıklad, že máme

pX,Y (1, 0) = 0 6= 1

2
·
(

0 +
1

4

)

= pX(1) · pY (0)

a tud́ıž veličiny muśı být ZÁVISLÉ.

7.9 (náhodný vektor - diskrétńı)
Náhodný vektor (X,Y ) má sdruženou pravděpodobnostńı funkci p = p(x, y) dánu tabulkou:

pX,Y (x, y) : y
x

0 1 2

1 1/8 0 1/8
3 0 1/6 3/8
4 1/8 1/12 0

Určete:

(a) Marginálńı pravděpodobnostńı funkce pX a pY náhodných veličin X a Y ;

(b) zda jsou náhodné veličiny X a Y závislé či nezávislé;

(c) koeficient korelace ̺(X,Y ).

Řešeńı:

Př́ıklad 5: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv4.pdf
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7.10 (normálńı rozděleńı)
Necht’ veličina X má normované normálńı rozděleńı N(0, 1). Určete P (X2 < 3X − 2) a najděte

takové č́ıslo ε, že P (|X | < ε) = 0.95.

Řešeńı:

Máme

P (X2 < 3X − 2) = P (X2 − 3X + 2 < 0) = P
(

(X − 1)(X − 2) < 0
)

= P
(

1 < X < 2
)

=

= Φ(2)− Φ(1)
.
= 0.97725− 0.84134 = 0.13591 .

A dále je
0.95 = P (|X | < ε) = P (−ε < X < ε) = Φ(ε)− Φ(−ε) = 2Φ(ε)− 1

a tedy

ε = Φ−1(
1 + 0.95

2
) = Φ−1(0.975)

.
= 1.96 .

7.11 (normálńı rozděleńı)
Rozvodné závody dodávaly elektřinu, jej́ıž napět́ı ve voltech mělo normálńı rozděleńı N(µ1, σ

2
1),

kde µ1 = 230 a σ2
1 = 25. Horńı mez U0 dodávaného napět́ı je nejnižš́ı mez, která je překročena s

pravděpodobnost́ı nejvýše α = 10−4. Nyńı se závod̊um podařilo sńıžit rozptyl na σ2
2 = 10. O kolik

mohou zvýšit středńı hodnotu µ2, aby byla zachována horńı mez?

Řešeńı:

Máme tedy veličinu
U1 = ”hodnota p̊uvodńıho dodávaného napět́ı”

s rozděleńım N(µ1, σ
2
1) = N(230, 25) a veličinu

U2 = ”hodnota nově dodávaného napět́ı”

s rozděleńım N(µ2, σ
2
2) = N(µ2, 10). Horńı mez U0 je v obou př́ıpadech nejnižš́ı hranice vzhledem

k podmı́nce
P (Ui > U0) ≤ α = 10−4 pro i = 1, 2 .

Takže

α ≥ P (Ui > U0) = P

(

norm(Ui) >
U0 − µi

σi

)

= 1− Φ

(

U0 − µi

σi

)

a U0 tud́ıž splňuje rovnosti
U0 = µ1 + σ1 · Φ−1(1− α)

U0 = µ2 + σ2 · Φ−1(1− α) .

Jejich odečteńım dostaneme

µ2 − µ1 = (σ1 − σ2) · Φ−1(1− α) = (5−
√
10) · Φ−1(0.9999)

.
=

.
= (5 −

√
10) · 3.719 .

= 6.8345 .

Středńıho hodnota nově dodávaného napět́ı tedy může být až o 6.8345 V vyšš́ı oproti p̊uvodńımu.

Otázkou je, co na to řeknou př́ıstroje, které jsou dimenzovány na 230 V ...
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7.12 (normálńı rozděleńı)
Předpokládejme, že chyba, se kterou tachometr ukazuje rychlost, má normálńı rozděleńı se směro-

datnou odchylkou σ = 1.5 km
h . Jaká muśı být středńı hodnota chyby, aby pravděpodobnost, že tacho-

metr ukazuje menš́ı než skutečnou rychlost, byla nejvýše α = 0.001?

Řešeńı:

Máme veličinu
X = ”chyba, se kterou tachometr ukazuje rychlost”

s rozděleńım N(µ, σ2). Zaj́ımá nás pro jaké hodnoty parametru µ plat́ı, že

P (X < 0) ≤ α = 0.001 .

Stač́ı opět přej́ıt k normalizované veličině norm(X) = X−µ
σ

s rozděleńım N(0, 1) :

α ≥ P
(

X < 0
)

= P
(

norm(X) < −µ

σ

)

= Φ
(

−µ

σ

)

= 1− Φ
(µ

σ

)

neboli
µ

σ
≥ Φ−1(1− α)

a tedy
µ ≥ σ · Φ−1(1− α) = 1.5 · Φ−1(0.999)

.
= 1.5 · 3.09 = 4.635 .

Tachometr tak muśı mı́t středńı hodnotu chyby alespoň 4.635 km
h .
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