
8. cvičeńı z PST

22. listopadu 2017

8.1 (normálńı rozděleńı)
Rychlost aut v úseku, kde je omezeńı na maximálńı povolenou rychlost 50 km/hod, je náhodná

veličina X, která má normálńı rozděleńı N(µ;σ2). Z naměřených hodnot vyplývá, že P (X > 60) = 0.45
a P (X > 70) = 0.2. Určete

(a) parametry µ a σ2;

(b) pravděpodobnosti P (X < 50) a P (X > 90).

Řešeńı:
Př́ıklad 17: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv6.pdf

8.2 (normálńı rozděleńı)
Náhodná veličina X má normálńı rozděleńı N(µ, σ2) a P (X < 85) = 0.9, P (X < 95) = 0.95.

Určete parametry rozděleńı a pravděpodobnost P (X > 60).

Řešeńı:
Př́ıklad 8: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv6.pdf

8.3 (normálńı rozděleńı)
Náhodná veličina U má normované normálńı rozděleńı N(0, 1). Pro hodnoty koeficientu spolehli-

vosti 1− α = 0.95 stanovte jednostranné a oboustranné intervaly spolehlivosti.

Řešeńı:
Př́ıklad 10: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv6.pdf

8.4 (normálńı rozděleńı)
Chyby při měřeńı maj́ı normálńı rozděleńı N(0, 0.01). Kolik měřeńı muśıme provést, aby byla chyba

pr̊uměru měřeńı menš́ı než ε = 0.04 s pravděpodobnost́ı P = 0.95.

Řešeńı:
Př́ıklad 12: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv6.pdf

8.5 (normálńı rozděleńı - CLV a Čebyševova nerovnost)
Napět́ı v śıti je náhodná veličina, která má normálńı rozděleńı N(µ, σ2), kde µ = 235 V a σ = 3 V.

Kolik měřeńı muśıme minimálně provést, aby se pr̊uměr naměřených hodnot lǐsil od 235 V nejvýše o
1 V s pravděpodobnost́ı 0.95? Výpočet proved’te:



(a) pomoćı odhadu pravděpodobnosti z Čebyševovy nerovnosti;

(b) z výpočtu pravděpodobnosti z centrálńı limitńı věty.

Řešeńı:
Př́ıklad 4: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv7.pdf

8.6 (Poissonovo rozděleńı - Čebyševova nerovnost)

Náhodná veličina X, která má Poissonovo rozděleńı s pravděpodobnostńı funkćı pX(k) = λk

k! e
−λ,

k ∈ {0, 1, 2, . . . }. Pro hodnotu parametru λ = 5 odhadněte pomoćı Čebyševovy nerovnosti pravděpodobnost
P
(
X < 18

)
.

Řešeńı:
Př́ıklad 6: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv7.pdf

8.7 (spojité rovnoměrné rozděleńı - Čebyševova nerovnost)
Náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı v intervalu (µ − h, µ + h). Určete 90% interval

spolehlivosti se středem ve středńı hodnotě E(X):

(a) pomoćı odhadu pravděpodobnosti z Čebyševovy nerovnosti:

(b) z výpočtu pravděpodobnosti.

Řešeńı:
Př́ıklad 7: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv7.pdf

8.8 (geometrické rozděleńı - Čebyševova nerovnost)
Náhodná veličina X má diskrétńı rozděleńı s pravděpodobnostńı funkćı pX(k) = p(1 − p)k−1 ,

k ∈ N. Pro hodnotu p = 0.01

(a) odhadněte pomoćı Čebyševovy nerovnosti,

(b) vypočtěte pravděpodobnost P
(
|X − E(X)| < 200

)
.

Řešeńı:
Př́ıklad 8: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv7.pdf

8.9 (alternativńı rozděleńı - CLV a Čebyševova nerovnost)
Háźıme 1000 krát minćı a poč́ıtáme počet rub̊u. Pro náhodnou veličinu X, která je počtem rub̊u

určete:

(a) odhad P o pravděpodobnosti P
(
|X − E(X)| < 50

)
pomoćı Čebyševovy nerovnosti;
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(b) vypočtěte pravděpodobnost P
(
|X − E(X)| < 50

)
pomoćı centrálńı limitńı věty.

Řešeńı:
Př́ıklad 2: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv7.pdf

8.10 (alternativńı rozděleńı - CLV a Čebyševova nerovnost)
Háźıme pravidelnou hraćı kostkou a poč́ıtáme výskyt šestek. Určete, kolik muśıme provést hod̊u,

aby se relativńı výskyt šestek (tj. poměr počtu šestek ku počtu hod̊u) lǐsil od 1
6 nejvýše o ε = 0.05 s

pravděpodobnost́ı alespoň p = 0.95. Použijte

(a) centrálńı limitńı větu.

(b) Čebyševovu nerovnost.

Řešeńı:
Připomeneme si, co ř́ıká centrálńı limitńı věta. Pro náhodnou veličinu X s konečným rozptylem, položme

norm(X) :=
X − E(X)√

D(X)
.

Speciálně tedy vid́ıme, že ‖norm(X)‖ = 1.

Centrálńı limitńı věta (CLV): Necht’ Xi : Ω → R pro i ∈ N je posloupnost nezávislých náhodných veličin,
které maj́ı stejné rozděleńı se středńı hodnotou µ a (konečným) rozptylem σ2. Položme

X̃n =

n∑
i=1

Xi

a

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi =
X̃n

n
.

Pak

norm(X̃n) =
X̃n − nµ
σ
√
n

=
Xn − µ

σ

√
n = norm(Xn)

a
lim

n→∞
F
norm(X̃n)

(t) = lim
n→∞

P
(

norm(X̃n) ≤ t
)

= Φ(t)

pro každé t ∈ R (kde Φ je distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı, tj. pro N(0, 1)).

Rychlost konvergence v CLV: Pokud pro veličiny Xi v CLV nav́ıc ještě je ρ := E(|Xi−µ|3) <∞, pak plat́ı
Berry–Esseen̊uv odhad (pro všechna t ∈ R a n ∈ N):∣∣∣Fnorm(X̃n)

(t)− Φ(t)
∣∣∣ ≤ C1 ·

ρ

σ3
√
n

kde C1 je nějaké konstanta. Nejlepš́ı současný odhad pro C1 zat́ım je, že C1 < 0.4748.
Kromě toho plat́ı ještě odhad (opět pro všechna t ∈ R a n ∈ N):∣∣∣Fnorm(X̃n)

(t)− Φ(t)
∣∣∣ ≤ C2

(1 + |t|)3
·

ρ

σ3
√
n

kde C2 je konstanta. Jej́ı současný odhad je C2 < 30.84.

Odhad chyby v CLV pro alternativńı rozděleńı: Pokud maj́ı veličiny Xi alternativńı rozděleńı s parame-
trem p, tj. P (Xi = 1) = p, pak

µ = E(Xi) = p, σ =
√
D(Xi) =

√
p(1− p)

ρ = E(|Xi − p|3) = p(1− p)
(
p2 + (1− p)2

)
= σ2

(
p2 + (1− p)2

)
č́ımž dostáváme odhady∣∣∣Fnorm(X̃n)

(t)− Φ(t)
∣∣∣ ≤ C1 ·

p2 + (1− p)2√
np(1− p)

< 0.4748 ·
p2 + (1− p)2√
np(1− p)
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a ∣∣∣Fnorm(X̃n)
(t)− Φ(t)

∣∣∣ ≤ C2

(1 + |t|)3
·
p2 + (1− p)2√
np(1− p)

<
30.84

(1 + |t|)3
·
p2 + (1− p)2√
np(1− p)

.

Druhý odhad je tedy lepš́ı než prvńı pro |t| > 3.0198 .

Pěkně zpracováno je to v bakalářské práci:
Rastislav Rehák: Rýchlost’ konvergencie v centrálnej limitnej vete

http://is.muni.cz/th/394214/prif_b/BakalarskaPraca.pdf

Obvyklý zp̊usob použit́ı CLV: Veličina norm(X̃n) = norm(Xn) má přibližně rozděleńı
N(0, 1). Pro výpočty se tedy už́ıvá, že

• veličina X̃n se středńı hodnotou E(X̃n) = nµ a rozptylem D(X̃n) = nσ2 má přibližně
rozděleńı N(nµ, nσ2) ,

• veličina Xn se středńı hodnotou E(X̃n) = µ a rozptylem D(X̃n) = σ2

n má přibližně rozděleńı

N(µ, σ
2

n ) .

Ted’ tedy vyřeš́ıme zadaný př́ıklad. Pro i ∈ N si zavedeme veličiny

Xi =

 1 , při i-tém hodu padla šestka,

0 , při i-tém hodu nepadla šestka.

Veličiny Xi považujeme za nezávislé, s alternativńım rozděleńı s parametrem p = 1
6 (protože

P (Xi = 1) = p), středńı hodnotou E(Xi) = p = 1
6 a rozptylem D(Xi) = p(1− p) = 1

6 ·
5
6 = 5

36 .
Relativńı výskyt šestek při n hodech se pak vyjádř́ı jako veličina

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi

se středńı hodnotou

E(Xn) =
1

n

n∑
i=1

E(Xi) = p =
1

6

a rozptylem

D(Xn) =
1

n2

n∑
i=1

D(Xi) =
p(1− p)

n
=

5

36n
.

Zaj́ımá nás ted’ nejmenš́ı n tak, aby

P

(∣∣∣Xn −
1

6

∣∣∣ ≤ ε) ≥ p = 0.95 ,

kde ε = 0.05.

(a) Podle centrálńı limitńı věty má veličinaXn přibližně rozděleńıN( 1
6 ,

5
36n ), konkrétně veličina

Xn − 1
6 má přibližně rozděleńı N(0, 5

36n ). Takže

0.95 ≤ P
(∣∣∣Xn −

1

6

∣∣∣ ≤ 0.05

)
= P

(
−0.05 ≤ Xn −

1

6
≤ 0.05

)
.
=

.
= Φ

 0.05√
5

36n

− Φ

− 0.05√
5

36n

 = 2Φ
(0.3√

5

√
n
)
− 1
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tedy

Φ
(0.3√

5

√
n
)
≥ 1 + 0.95

2
= 0.975

n ≥
(√5

0.3
· Φ−1(0.975)

)2 .
=
(√5

0.3
· 1.96

)2 .
= 213.42

Muśıme tedy provést alespoň n = 214 hod̊u.
(b) Použijeme už upravených výraz̊u. Z Čebyševovy nerovnosti máme:

P

(∣∣∣Xn −
1

6

∣∣∣ ≤ 0.05

)
≥ 1−

5
36n

(0.05)2
= 1− 500

9n
.

Pokud bude

1− 500

9n
≥ 0.95

neboli

n ≥ 500

9(1− 0.95)

.
= 1111.11 ,

pak máme určitě podmı́nku P
(∣∣∣Xn − 1

6

∣∣∣ ≤ 0.05
)
≥ 0.95 splněnu. Čebyševova nerovnost nám

tak dává odhad, že potřebujeme udělat alespoň n = 1112 hod̊u. To je podstatně v́ıce než u centrálńı
limitńı věty, ale zato to v́ıme přesně.

Detaily toho, jak velká byla nepřesnost při použit́ı CLV, nechávám čtenáři ...

8.11 (obecné rozděleńı - CLV a Čebyševova nerovnost)
Výška muž̊u (určitého věku) je náhodná veličina o středńı hodnotě 180 cm a směrodatnou odchylkou

12 cm. Určete pravděpodobnost, že pr̊uměrná výška n = 150 muž̊u bude v intervalu 177.5 cm a 182.5
cm

(a) pomoćı centrálńı limitńı věty,

(b) pomoćı Čebyševovy nerovnosti.

Řešeńı:
Výšku i-tého muže (pro i = 1, . . . , n) si označ́ıme jako Xi. Veličiny Xi považujeme za nezávislé,
se středńı hodnotou E(Xi) = 180 cm a směrodatnou odchylkou σi =

√
D(Xi) = 10 cm.

Pr̊uměrná výška se pak vyjádř́ı jako

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi .

Zaj́ımá nás P (177.5 ≤ Xn ≤ 182.5). Budeme potřebovat:

E(Xn) =
1

n

n∑
i=1

E(Xi) = 180

a

D(Xn) =
1

n2

n∑
i=1

D(Xi) =
1

n2

n∑
i=1

σ2
i =

122

n
=

144

150
= 0.96 .
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(a) Odhad pomoćı centrálńı limitńı věty - veličina Xn má přibližně rozděleńı N(180, 0.96):

P (177.5 ≤ Xn ≤ 182.5)
.
= Φ

(177.5− 180√
0.96

)
− Φ

(182.5− 180√
0.96

)
= Φ

( 2.5√
0.96

)
− Φ

(
− 2.5√

0.96

)
=

= 2 · Φ
( 2.5√

0.96

)
− 1

.
= 2 · Φ

(
2.5516

)
− 1

.
= 2 · 0.99464− 1 = 0.98928 .

Tedy asi 98.93%.

(b) Odhad pomoćı Čebyševovy nerovnosti - použijeme tvar, který už máme:

P (177.5 ≤ Xn ≤ 182.5) = P
(∣∣Xn − 180

∣∣ ≤ 2.5
)
≥ 1− 0.96

(2.5)2
=

5.29

6.25
= 0.8464

Dostáváme tedy spodńı odhad 84.64%.
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