
9. cvičeńı z PST

29. listopadu 2017

9.1 (CLV - odhad pravděpodobnosti)
Hod́ıme 420 krát pravidelnou šestistěnnou hraćı kostkou a výsledky hod̊u sč́ıtáme. Pomoćı centrálńı

limitńı věty odhadněte pravděpodobnost, že součet bude ležet mezi č́ısly 1400 a 1550.

Řešeńı:
Pro i = 1, . . . , n (kde n = 420) si zavedeme diskrétńı veličiny

Xi = ”hodnota, která padne na kostce při i-tém hodu”

Veličiny Xi považujeme za nezávislé. Středńı hodnota a rozptyl jsou

E(Xi) = 3.5

D(Xi) =
35

12
.

Součet hodnot se vyjádř́ı jako

X =

n∑
i=1

Xi

se středńı hodnotou

E(X) =

n∑
i=1

E(Xi) = 420 · 3.5 = 1470

a rozptylem

D(X) =

n∑
i=1

D(Xi) = 420 · 35

12
= 1225 = (35)2 .

Máme ted’ určit P (1400 ≤ X ≤ 1550). Podle centrálńı limitńı věty má veličina X přibližně
normálńı rozděleńı N(1470, (35)2).

Můžeme tak psát:

P (1400 ≤ X ≤ 1550)
.
= Φ

(1550− 1470

35

)
− Φ

(1400− 1470

35

)
= Φ

(16

7

)
− Φ(−2)

.
=

.
= Φ(2.2857)− 1 + Φ(2)

.
= 0.98886 + 0.97725− 1 = 0.96611 .

Postup se dá ještě trochu změnit (protože veličina X má za hodnoty pouze přirozená č́ısla):

P (1400 ≤ X ≤ 1550) = P (1399 < X ≤ 1550)
.
= Φ

(1550− 1470

35

)
− Φ

(1399− 1470

35

)
= Φ

(16

7

)
− Φ

(
−

71

35

)
.
=

.
= Φ(2.2857)− 1 + Φ(2.02857)

.
= 0.98886 + 0.97875− 1 = 0.96761 .

Předchoźı postup dal 96.611% a tento postup zase 96.761%, což je rozd́ıl 0.15%.

9.2 (CLV - odhad počtu)
Na oboru má studovat 600 student̊u. Přibližně jen 2/3 z přijatých student̊u se pak nakonec zaṕı̌se

na studium. Kolik student̊u by se mělo přijmout, aby počet zapsaných byl co největš́ı, ale aby překročil
600 s pravděpodobnost́ı nejvýše 5%? Jaký pak bude pr̊uměrný počet zapsaných student̊u?



Řešeńı:
Necht’ n ∈ N je počet přijatých student̊u. Pro i = 1, . . . , n si zavedeme veličiny

Xi =

 1 , i-tý přijatý student se zaṕı̌se na studium,

0 , i-tý přijatý student se nezaṕı̌se na studium.

Veličiny Xi považujeme za nezávislé, s alternativńım rozděleńım, kde P (Xi = 1) = 2
3 .

Počet zapsaných student̊u bude veličina

Yn =

n∑
i=1

Xi ,

která má binomické rozděleńı Bi
(
n, 23

)
. Zaj́ımá nás ted’ největš́ı n takové, že

P
(
Yn > 600

)
≤ 0.05 .

Opět použijeme centrálńı limitńı větu na normovanou veličinu

norm(Yn) =
Yn − E(Yn)√

D(Yn)
=
Yn − 2

3n√
2
3 ·

1
3n

=
3Yn − 2n√

2n
.

Pomoćı úprav nerovnost́ı ted’ můžeme psát :

0.05 ≥ P
(
Yn > 600

)
= P

(
3Yn − 2n√

2n
>

3 · 600− 2n√
2n

)
=

= P

(
norm(Yn) >

1800− 2n√
2n

)
= 1− P

(
norm(Yn) ≤ 1800− 2n√

2n

)
=

= 1− Fnorm(Yn)

(
1800− 2n√

2n

)
.
= 1− Φ

(
1800− 2n√

2n

)
tedy

Φ

(
1800− 2n√

2n

)
≥ 0.95

a (√
2n
)2

+ Φ−1(0.95) ·
√

2n− 1800 ≤ 0 .

Dostali jsme kvadratickou nerovnost a hledáme největš́ı n ∈ N, které ji splňuje. Z kořen̊u
kvadratické rovnice si tedy vezmeme ten, co je v́ıce vpravo. Označme si ještě pro jednoduchost

b = Φ−1(0.95)
.
= 1.645 .

Dostaneme tak
√

2n ≤ −b+
√
b2 + 4 · 1800

2
a

n ≤
(√
b2 + 7200− b

)2
8

.
=

(√
1.6452 + 7200− 1.645

)2
8

.
= 865.774

Mělo by se tedy přijmout n = 865 student̊u. Pr̊uměrný počet těch, co se zaṕı̌śı tak bude

E(Yn) =
2

3
· n =

2

3
· 865

.
= 576, 67 .
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Opět můžeme udělat ještě trochu jiné řešeńı (d́ıky tomu, že hodnoty veličiny Yn jsou pouze přirozená č́ısla):

0.05 ≥ P
(
Yn > 600

)
= P

(
Yn ≥ 601

)
= P

(
norm(Yn) ≥

3 · 601− 2n
√

2n

)
=

= 1− P

(
norm(Yn) <

1803− 2n
√

2n

)
= 1− Fnorm(Yn)

(
1803− 2n
√

2n

)
−

.
=

.
= 1− Φ

(
1803− 2n
√

2n

)
Obdobně dostaneme

n ≤

(√
b2 + 7212− b

)2

8

.
=

(√
1.6452 + 7212− 1.645

)2

8

.
= 867.245

Tentokrát tedy vyjde n = 867 student̊u.

9.3 (CLV a Čebyševova nerovnost - spojité rovnoměrné rozděleńı, odhad intervalu)
Chod́ıme náhodně k tramvaji, která jezd́ı po 6 minutách. Jezd́ıme dvakrát denně, 20 dńı v měśıci.

Jestliže označ́ıme Xi náhodnou veličinu dobu čekáńı a T pr̊uměrnou dobu čekáńı za měśıc, pak

vypočtěte a odhadněte pomoćı Čebyševovy nerovnosti č́ıslo tak ε > 0, aby P
(
|T − 3| < ε

)
≥ 0.9.

Řešeńı:
Př́ıklad 9: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv7.pdf

9.4 (CLV - odhad intervalu)
Háźıme 100-krát pravidelnou minćı a náhodná veličina X je počet rub̊u. Určete (přibližně) č́ıslo ε

tak, aby P
(
|X − E(X)| < ε

)
= 0.9.

Řešeńı:
Náhodná veličina X má binomické rozděleńı Bi(100, 0.5). Je tedy E(X) = 100 ·0.5 = 50 a D(X) =
100 · 0.5 · (1− 0.5) = 25. Z centrálńı limitńı věty vyplývá, že můžeme předpokládat pro náhodnou
veličinu X přibližně normálńı rozděleńı N(50, 25). Tedy FX(t)

.
= Φ( t−505 ) pro t ∈ R.

Č́ıslo ε urč́ıme z rovnice

0.9 = P
(
|X − E(X)| < ε

)
= P

(
50− ε < X < 50 + ε

)
= FX(50 + ε)− FX(50− ε) .

=

.
= Φ

(ε
5

)
− Φ

(
−ε
5

)
= 2 Φ

(ε
5

)
− 1

⇒ Φ
(ε

5

)
= 0.95⇒ ε

5
= Φ−1(0.95)⇒ ε

.
= 5 · 1.645 = 8.225 .

9.5 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti)
Odhadněte parametr w geometrického rozděleńı

pi = wi(1− w), i ∈ N0

na základě realizace s následuj́ıćımi četnostmi výsledk̊u:
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hodnota 0 1 2 3
pozorovaná četnost 20 10 7 3

Použijte metodu moment̊u i metodu maximálńı věrohodnosti.

Řešeńı:
Součet pravděpodobnost́ı všech hodnot je 1. Pravděpodobnosti hodnot v pokusu muśı být nenu-
lové, protože dané hodnoty byly skutečně realizovány, takže

0 < w < 1 .

Metoda maximálńı věrohodnosti:

Hledáme hodnotu q, která maximalizuje funkci věrohodnosti

L(w) =

n∏
i=1

P (Xi = xi) =
(

1− w
)20(

w(1− w)
)10(

w2(1− w)
)7(

w3(1− w)
)3

=

= w33(1− w)40

kde Xi jsou jednotlivé nezávislé veličiny (pokusy) a xi naměřené hodnoty. Funkce L je nezáporná
a spojitá na uzavřené množině 〈0, 1〉, takže zde nabývá maxima. To nemůže být v krajńıch bodech
a proto je nabyto uvnitř dané množiny. To tedy odpov́ıdá hledáńı maxima funkce

`(w) = ln
(
L(w)

)
= 33 · ln (w) + 40 · ln (1− w)

na intervalu (0, 1). Protože maximum existuje, muśı pro něj platit

0 = `′(q) =
33

w
− 40

1− w
neboli

w =
33

73

.
= 0.45205

což vyhovuje zadáńı.

Metoda moment̊u:

Středńı hodnota je

E(X) =

∞∑
i=0

iwi(1− w) =

∞∑
i=1

iwi −
∞∑
i=1

iwi+1 =

∞∑
i=1

iwi −
∞∑
i=2

(i− 1)wi =

= w +

∞∑
i=2

(i− i+ 1)wi =

∞∑
i=1

wi = w

∞∑
i=1

wi−1 =
w

1− w

jej́ı odhad z realizace je

x =
1

n

∑
i

i ni =
1

20 + 10 + 7 + 3
· (0 · 20 + 1 · 10 + 2 · 7 + 3 · 3) =

33

40
.

Porovnáńım dostaneme
w

1− w
= E(X) = x =

33

40
což dává opět řešeńı

w =
33

73

.
= 0.45205

jako v předchoźı metodě.

Jak je snadno vidět, v př́ıpadě geometrického rozděleńı dostáváme pro jeho parametr w vždy stejné výsledky

pro obě metody.
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9.6 (metoda max. věrohodnosti)
Počet kaz̊u X na tabulkách skla se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım. Bylo pozorováno

X = počet kaz̊u na dané tabulce 0 1 2 3 5
pozorovaná četnost 17 4 1 2 1

Metodou maximálńı věrohodnosti určete parametr λ tohoto Poissonova rozděleńı.

Řešeńı:
Máme realizaci náhodného výběru (x1, . . . , xn).

Pro náhodnou veličinu X s rozděleńım Poiss(λ) je P (X = k) =
λk

k!
e−λ. Věrohodnostńı funkce

je

L(λ) =

n∏
i=1

λxi

xi!
e−λ =

(
λ0

0!
e−λ

)17 (
λ1

1!
e−λ

)4 (
λ2

2!
e−λ

)1 (
λ3

3!
e−λ

)2 (
λ5

5!
e−λ

)1

=
λ17

1440
e−25λ ,

logaritmicko-věrohodnostńı funkce je

l(λ) = lnL(λ) = 17 lnλ− 25λ− ln 1440

a z jej́ı derivace
d

dλ
l(λ) =

17

λ
− 25 .

źıskáme řešeńı
17

λ̂
− 25 = 0 =⇒ λ̂ =

17

25
.

9.7 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti)
Náhodná veličina X nabývá hodnot s pravděpodobnostmi dle tabulky, kde c, q jsou reálné parame-

try rozděleńı. Z četnost́ı hodnot v náhodném výběru, uvedených v tabulce, odhadněte parametry c a
q.

hodnota i 1 2 3
pravděpodobnost pX(i) c− q c c+ q
četnost ni 8 10 5

Řešeńı:
Protože součet pravděpodobnost́ı všech hodnot je 1, muśı být

1 = (c− q) + c+ (c+ q) = 3c

tedy c = 1
3 . Současně muśı být pravděpodobnosti nezáporné, tj. 0 ≤ c−q = 1

3−q a 0 ≤ c+q = 1
3+q,

takže |q| ≤ 1
3 . Zbývá tedy odhadnout parametr q.

Metoda maximálńı věrohodnosti:
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Hledáme hodnotu q, která maximalizuje funkci věrohodnosti

L(q) = P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) =

n∏
i=1

P (Xi = xi) =
(1

3
− q
)8
·
(1

3

)10
·
(1

3
+ q
)5

kde Xi jsou jednotlivé nezávislé veličiny (pokusy) a xi naměřené hodnoty. Funkce L je nezáporná
a spojitá na uzavřené množině

〈
− 1

3 ,
1
3

〉
, takže zde nabývá maxima. To nemůže být v krajńıch

bodech a proto je nabyto uvnitř dané množiny. To odpov́ıdá hledáńı maxima funkce

`(q) = ln
(
L(q)

)
= 8 · ln

(
1

3
− q
)

+ 10 · ln 1

3
+ 5 · ln

(
1

3
+ q

)
na intervalu (− 1

3 ,
1
3 ). Protože maximum existuje, muśı pro něj platit

0 = `′(q) =
−8

1
3 − q

+
5

1
3 + q

Odhad parametru q je

q = − 1

13

.
= −0.07692 .

Odhady pravděpodobnost́ı hodnot 1, 2, 3 jsou tedy

pX(1) =
16

39

.
= 0.4103 pX(2) =

1

3

.
= 0.3333 pX(3) =

10

39

.
= 0.2564

což vyhovuje zadáńı.

Metoda moment̊u:

Středńı hodnota je

E(X) =

(
1

3
− q
)

+ 2 · 1

3
+ 3 ·

(
1

3
+ q

)
= 2 + 2 q

jej́ı odhad z realizace je

x =
1

n

∑
i

i ni =
1

8 + 10 + 5
· (1 · 8 + 2 · 10 + 3 · 5) =

43

23
.

Porovnáńım dostaneme

2 + 2q = E(X) = x =
43

23

což odpov́ıdá hodnotě

q = − 3

46

.
= −0.06522 .

Odhady pravděpodobnost́ı hodnot 1, 2, 3 jsou tedy

pX(1) =
55

138

.
= 0.3986 pX(2) =

1

3

.
= 0.3333 pX(3) =

37

138

.
= 0.2681

což opět vyhovuje zadáńı.

9.8 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti)
V urně je mnoho hraćıch kostek, z nichž některé jsou správné, některé falešné. Na falešných padá

šestka s pravděpodobnost́ı 1/2, zbývaj́ıćı č́ısla maj́ı stejnou pravděpodobnost. Opakovaně jsme vytáhli
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kostku, hodili j́ı a vrátili ji zpět. Četnost výsledk̊u udává tabulka:

hodnota 1 2 3 4 5 6
četnost 18 20 12 15 10 25

Odhadněte, kolik procent kostek je falešných.

Řešeńı:
Pod́ıl falešných kostek označme p ∈ 〈0, 1〉. Naše náhodná veličina je

X =“hodnota, která padne na dané kostce”

a můžeme ji vyjádřit jako směs X = Mixp(X1, X2) složenou z náhodných veličin

X1 =“hodnota, která padne na falešné kostce”

X1 : “množina falešných kostek”→ R

X2 =“hodnota, která padne na správné kostce”

X2 : “množina správných kostek”→ R .

Metoda moment̊u: Máme

E(X1) = 1
10 (1 + · · ·+ 5) + 1

2 · 6 = 9
2

a
E(X2) = 1

6 (1 + · · ·+ 6) = 7
2

a z definice směsi tak dostaneme

E(X) = p · E(X1) + (1− p) · E(X2) = p · 92 + (1− p) · 72 = p+ 7
2 .

Realizace výběrového pr̊uměru je

x =
18 · 1 + 20 · 2 + 12 · 3 + 15 · 4 + 10 · 5 + 25 · 6

18 + 20 + 12 + 15 + 10 + 25
=

354

100
= 3.54 .

Srovnáńım dostaneme
p̂+ 3.5 = E(X) = x = 3.54 ,

což dává p̂ = 0.04 ∈ 〈0, 1〉, a to vyhovuje zadáńı.

Metoda maximálńı věrohodnosti:
Z definice směsi máme pro jej́ı pravděpodobnostńı funkci, že

pX(i) = p · pX1(i) + (1− p) · pX2(i) =


p 1

10 + (1− p) 1
6 = 5−2 p

30 , i = 1, . . . , 5 ,

p 1
2 + (1− p) 1

6 = 1+2 p
6 , i = 6 .

Ve směsi rozděleńı šestka padla 25×, ostatńı č́ısla padla 75× (neńı třeba mezi nimi rozlǐsovat,
protože maj́ı stejnou pravděpodobnost). Tedy

L(p) =

(
5− 2 p

30

)75

·
(

1 + 2 p

6

)25

,

`(p) = 75 ln(5− 2 p) + 25 ln(1 + 2 p)− 75 ln 30− 25 ln 6 .
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Maximum nastává pro p̂ takové, že

0 = `′(p̂) =
−150

5− 2 p̂
+

50

1 + 2 p̂
= 50 · 2− 8p̂

(5− 2 p̂)(1 + 2 p̂)
,

p̂ = 1
4 ∈ 〈0, 1〉 .

protože na intervalu 〈0, 14 ) je `′ > 0 a na ( 1
4 , 1〉 je `′ < 0. Tato hodnota je i v souladu s počátečńımi

omezuj́ıćımi podmı́nkami.

9.9 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti)
Dvě diskrétńı náhodné veličiny X,Y maj́ı pravděpodobnostńı funkce dané tabulkou. Odhadněte

koeficient c směsi Z = Mixc(X,Y ) z četnost́ı jej́ıch realizaćı uvedených v tabulce.

hodnota 1 2 3 4
pX 0.1 0.2 0.2 0.5
pY 0.5 0.2 0.2 0.1

četnost 30 20 15 35

Řešeńı:
Z definice směsi máme pro parametr c nutnou podmı́nku 0 ≤ c ≤ 1.

Metoda moment̊u: Z definice směsi Z = Mixc(X,Y ) dostaneme

E(Z) = c · E(X) + (1− c) · E(Y ) .

Pro středńı hodnoty X a Y máme

E(X) = 0.1 + 2 · 0.2 + 3 · 0.2 + 4 · 0.5 = 3.1

E(Y ) = 0.5 + 2 · 0.2 + 3 · 0.2 + 4 · 0.1 = 1.9 .

Takže dostaneme
E(Z) = c · E(X) + (1− c) · E(Y ) = 1.9 + 1.2 · c .

Hodnota realizace výběrového pr̊uměru je

z =
30 + 2 · 20 + 3 · 15 + 4 · 35

100
=

51

20
= 2.55 .

Jejich srovnáńım dostáváme
1.9 + 1.2 · c = E(Z) = z = 2.55

takže výsledek je

c =
13

24

.
= 0.5417 .

Metoda maximálńı věrohodnosti: Z definice Z = Mixc(X,Y ) pro pravděpodobnostńı
funkci dostaneme

pZ = c · pX + (1− c) · pY

hodnota 1 2 3 4
pZ 0.5− 0.4 c 0.2 0.2 0.1 + 0.4 c

Page 8



Pro funkci věrohodnosti pak máme

L(c) = (0.5− 0.4 · c)30 · 0.220+15 · (0.1 + 0.4 · c)35

Funkce L je nezáporná a spojitá na uzavřené množině 〈0, 1〉, takže zde nabývá maxima. To od-
pov́ıdá hledáńı maxima funkce

`(c) = lnL(c) = 30 · ln
(
0.5− 0.4 c

)
+ 35 · ln 0.2 + 35 · ln

(
0.1 + 0.4 c

)
.

Derivace

0 = `′(ĉ) = − 30 · 0.4
0.5− 0.4 ĉ

+
35 · 0.4

0.1 + 0.4 ĉ
=

5.8− 10.4 ĉ

(0.5− 0.4 ĉ)(0.1 + 0.4 ĉ)

je nulová ve stacionárńım bodě

ĉ =
29

52

.
= 0.5577 .

V intervalu
(
0, 2952

)
je `′ evidentně kladná (o znaménku rozhoduje jen výraz v čitateli, výraz ve

jmenovateli je kladný) a v intervalu
(
29
52 , 1

)
je `′ zase záporná. Takže v bodě ĉ = 29

52

.
= 0.5577 je

skutečně věrohodnost maximálńı.
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