
1. cvičeńı z PST

3. ř́ıjna 2018

Uvažujme výběr z n r̊uzných předmět̊u, které vyb́ıráme k-krát. Počet všech jednotlivých možnost́ı pro
r̊uzné zp̊usoby výběru uvád́ı následuj́ıćı tabulka:

Výběr bez vraceńı s vraceńım

uspořádaný n(n− 1) · · · (n− k + 1) nk

neuspořádaný
(
n
k

) (
n+k−1

k

)
1.1 Určete kolik má rovnice x1 + x2 + · · ·+ xn = k (kde k ∈ N0) nezáporných celoč́ıselných řešeńı.

Řešeńı:
Řešeńım rozumı́me uspořádanou n-tici (x1, . . . , xn). Tuto n-tici můžeme jednoznačně vyjádřit také

tak, že pro k nerozlǐsitelných kouĺı a n r̊uzných přihrádek bude xi znamenat počet kouĺı v i-té přihrádce.
Tato situace odpov́ıdá kombinaćım bez opakováńı (máme n druh̊u prvk̊u v dostatečném množstv́ı a

vyb́ıráme z nich k prvk̊u, při výběru přitom rozlǐsujeme vždy, jen kolik je od kterého druh̊u prvk̊u).
Rozděleńı kouĺı do přihrádek můžeme zakódovat pomoćı n − 1 nerozlǐsitelných přihrádek a k ne-

rozlǐsitelných kouĺı. To ale odpov́ıdá permutaćım s opakováńım (pro dva druhy předmět̊u). Celkový
počet řešeńı tak je kombinačńı č́ıslo(

n− 1 + k

k

)
=

(n− 1 + k)!

(n− 1)! · k!
=

(
n− 1 + k

n− 1

)
.

1.2 Kolik r̊uzných slov můžeme vytvořit přeskupeńım ṕısmen slov:

(a) MISSISSIPPI,

(b) PROBLÉM (kde ṕısmena B a R nestoj́ı vedle sebe)?

Řešeńı:
Jde o permutace s opakováńım. Pro n prvk̊u, z nichž

• k1 je 1. druhu, k2 je 2. druhu atd. až k` je m-tého druhu,

• přičemž k1 + · · ·+ k` = n a prvky stejného druhu jsou navzájem nerozlǐsitelné,

je počet všech uspořádaných n-tic roven n!
k1!···k`!

.

(a) Ṕısmeno M se vyskytuje 1×, ṕısmeno I pak 4×, ṕısmeno S také 4× a ṕısmeno P máme 2×. Počet
znak̊u ve slově je 1 + 4 + 4 + 2 = 11. Počet r̊uzných slov je tedy

11!

1! · 4! · 4! · 2!
=

11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5
4 · 3 · 2 · 2

= 11 · 10 · 9 · 7 · 5 = 34650 .



(b) Jednodušš́ı je zjistit počet zbylých slov, tj. těch, kde ṕısmena B a R stoj́ı vedle sebe, a odeč́ıst je
od počtu všech přesmyček p̊uvodńıho slova. Skupinu slov B a R budeme považovat za jeden nedělitelný
prvek, který se může vyskytovat ve 2! r̊uzných stavech: BR nebo RB. Budeme tedy permutovat 6 prvk̊u:
P, O, L, É, M a X (kde X={B, R}). Počet slov, kde ṕısmena B a R stoj́ı vedle sebe je tak 2! · 6!.

Počet slov, kde ṕısmena B a R nestoj́ı vedle sebe tud́ıž bude

7!− 2! · 6! = 5 · (6!) = 3600 .

1.3 Na jedné poličce je náhodně rozestavěno 10 knih. Jaká je pravděpodobnost, že 3 určité knihy jsou
postaveny vedle sebe?

Řešeńı:
Podobně jako v předchoźım př́ıkladu budeme dané 3 knihy považovat za jednu nedělitelnou skupinu.
Dostaneme tak 8 prvk̊u. V rámci nedělitelné skupiny máme 3! možnost́ı. Počet požadovaných rozestaveńı
je proto

3! · 8! = 241 920 .

1.4 Kolika r̊uznými zp̊usoby může sportovec rozmı́stit 10 r̊uzných pohár̊u do 5 polic, jestliže se na každou
polici vejde všech 10 pohár̊u?

Řešeńı:
Dané rozestaveńı můžeme jednoznačně vyjádřit také tak, že k 10 r̊uzným pohár̊um přidáme 4 (= 5− 1)
navzájem nerozlǐsitelné přepážky, a budeme uvažovat permutace 10 + 4 = 14 prvk̊u s opakováńım. V
rámci tohoto ”zakódováńı”, ty poháry, které stoj́ı před 1. přepážkou p̊ujdou do 1. police, ty mezi 1. a 2.
přepážkou do druhé police atd.

Počet všech r̊uzných rozmı́stěńı tak je

14!

1! · · · 1! · 4!
=

14!

4!
= 3 632 428 800

.
= 3.6 · 109 .

Pokud jde o numerický výpočet, můžeme ho také srovnat s přibližným Stirlingovým vzorcem

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n

kde přibližnost znamená, že v pod́ıl obou hodnot se bĺıž́ı k 1 pro n→∞. Pro n = 14 máme

14!

4!

.
=

√
2π14

24

(
14

e

)14

=

√
7π

12

(
14

e

)14
.
= 3 610 875 072 .

1.5 Kolika zp̊usoby můžeme do 5 r̊uzných d̊ulk̊u vybrat po jedné kouli, jestliže máme

(a) 5 b́ılých, 11 modrých a 6 červených kouĺı?

(b) 4 b́ılé, 4 modré a 3 červené koule?

Koule stejné barvy považujeme za nerozlǐsitelné.
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Řešeńı:
(a) Od každé barvy máme dostatek kouĺı pro úplné zaplněńı všech 5 d̊ulk̊u jednou barvou. To

odpov́ıdá variaćım 5-té tř́ıdy nad 3 prvky s opakováńım (tj. máme 3 barvy a 5 pozic). Počet zp̊usob̊u
tak je

V (5, 3) = 3 · 3 · 3 · 3 · 3 = 35 = 243 .

(b) Od každé barvy tentokrát nemáme dostatek kouĺı pro úplné zaplněńı všech 5 d̊ulk̊u jednou
barvou. Počet kouĺı se tomuto č́ıslu ale bĺıž́ı. Proto bude výhodněǰśı předpokládat dostatek kouĺı od
každé barvy a v rámci nich spoč́ıtat raději počet nepř́ıznivých možnost́ı (tj. těch, co se nedaj́ı sestavit
pomoćı zadaného počtu 4 b́ılých, 4 modrých a 3 červených kouĺı). K takovéto sestavě bychom tak museli
použ́ıt bud’ v́ıce jak 4 b́ılé nebo v́ıce jak 4 modré nebo v́ıce jak 3 červené koule.

Nepř́ıznivé možnosti jsou pak tyto:

• použili jsme ≥ 5 b́ılých kouĺı (taková možnost je jen 1).

• použili jsme ≥ 5 modrých kouĺı (opět jen 1 možnost).

• použili jsme ≥ 4 červené koule:

– máme ≥ 5 červených kouĺı (opět jen 1 možnost),

– máme právě 4 červené a bud’ 1 b́ılou nebo 1 modrou kouĺı (2 · 5 = 10 možnost́ı).

Celkem tedy 13 nepř́ıznivých možnost́ı z celkového počtu 35 = 243 všech možnost́ı. Počet hledaných
sestav kouĺı tak je

243− 13 = 230 .

1.6 (výběr bez vraceńı)
Série, kterou tvoř́ı 100 výrobk̊u, obsahuje 5 vadných součástek. Jestliže je při kontrole mezi 5 náhodně

vytaženými součástkami nějaká vadná, celá série se nepřijme. Jaká je pravděpodobnost, že k tomu dojde?

Řešeńı:
Máme jev

A =”alespoň jedna z 5 vytažených součástek je vadná”.

Spoč́ıtáme pravděpodobnost doplňkového jevu:

A =”všech 5 vytažených součástek je v pořádku”

Podle zadáńı máme 100 součástek a z nich 5 vadných. Takže s použit́ım variaćı 5-té tř́ıdy bez
opakováńı dostaneme

P (A) = 1− P (A) = 1− 95 · 94 · 93 · 92 · 91

100 · 99 · 98 · 97 · 96

.
= 1− 0.7696 = 0.2304 .
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