
11. cvičeńı z PSI

12. prosince 2018

11.1 (test středńı hodnoty normálńıho rozděleńı při známém rozptylu)
Teploměrem, o jehož chybě předpokládáme, že má normálńı rozděleńı se směrodatnou odchylkou

σ = 3◦, jsme provedli 30 měřeńı stejné teploty. Pr̊uměrný výsledek byl 101◦. Otestujte na hladině
významnosti 5 %, zda teplota nepřesahuje 100◦.

Řešeńı:
Naše veličina X = “naměřená teplota” (v jednotkách ◦) má podle předpokladu rozděleńı N(µ, σ2), kde σ = 3◦.

Podle zadáńı máme otestovat hypotézu o středńı hodnotě

H0 : µ ≤ µ0(= 100◦)

proti alternativńı hypotéze:

H1 : µ > µ0(= 100◦) .

Realizaci testovaćı statistiky T = X−µ0
σ

√
n pro n = 30

t =
x− µ0

σ

√
n =

101− 100

3

√
30

.
= 1.8257

porovnáme s kvantilem Φ−1(1− α) = Φ−1(0.95)
.
= 1.64 pro α = 0.05. Protože je splněno zamı́taćı kritérium

Φ−1(1− α) < t

tak nulovou hypotézu H0 zamı́táme.

11.2 (test středńı hodnoty normálńıho rozděleńı při neznámém rozptylu)
Výrobce tvrd́ı, že spotřeba automobilu je µ0 = 8 litr̊u na 100 km. Pr̊uměrná spotřeba n = 49

uživatel̊u však byla x = 8.4 litru na 100 km s výběrovým rozptylem s2x = 2.56. Testujte na hladině
významnosti α = 5%, zda má výrobce pravdu, a uved’te použité předpoklady.

Řešeńı:
K provedeńı testu středńı hodnoty (s neznámým rozptylem) potřebujeme předpokládat, že testovaná veličina
spotřeby X má normálńı rozděleńı N(µ, σ2) a že měřeńı odpov́ıdaj́ı náhodnému výběru (tj. jsou nezávislá). Protože
předpokládáme (přesné) normálńı rozděleńı, nemuśıme (jako u CLV) mı́t zase tak velký rozsah souboru.

Podle zadáńı máme otestovat hypotézu o středńı hodnotě

H0 : µ = µ0(= 8)

proti alternativńı hypotéze:

H1 : µ 6= µ0(= 8) .

Hodnotu rozptylu neznáme, takže je nutné použ́ıt testovaćı statistiku, která obsahuje odhad směrodatné od-
chylky σ pomoćı SX :

T =
X − µ0

SX

√
n .

Kritérium pro ZAMÍTNUTÍ je tvaru

|t| > qt(n−1)

(
1−

α

2

)
⇒ zamı́táme H0 (na dané hladině α) .

Zd̊uvodněńı tvaru zamı́taćıho kritéria: Za předpokladu platnosti nulové hypotézy, tj. pokud E(X) = µ0,
bude mı́t statistika T tzv. Studentovo t-rozděleńı s n − 1 stupni volnosti (speciálně tedy bude platit E(T ) = 0) a
očekávané hodnoty takovéto statistiky by se měly pohybovat bĺızko nuly. Pokud se př́ılǐs odchýĺı (v́ıce než bude
dovolovat hladina α omezuj́ıćı chybu 1. druhu), bude to d̊uvod k zamı́tnut́ı nulové hypotézy.



Odchýleńı opět znamená, že realizované hodnoty t statistiky T spadnou do kritického oboru W (pro statistiku
T ), který je symetrický vzhledem k 0 z hlediska pravděpodobnosti. Bude tedy tvaru W : (−∞, u0) ∪ (u1,∞), kde
P (T < u0) = α

2
= P (u1 < T ) (což je omezeńı chyby 1. druhu, tj. že bychom se spletli a zamı́tli něco, co plat́ı).

Dostáváme tak u0 = qt(n−1)

(
α
2

)
= −qt(n−1)

(
1− α

2

)
= −u1, tud́ıž

W :
(
−∞,−qt(n−1)

(
1−

α

2

))
∪
(
qt(n−1)

(
1−

α

2

)
,∞
)

a kritérium pro ZAMÍTNUTÍ je tak skutečně tvaru

|t| > qt(n−1)

(
1−

α

2

)
⇒ zamı́táme H0 (na dané hladině α).

Ted’ už tedy dosad́ıme konkrétńı hodnoty. Realizace testovaćı statistiky je

t =
x− µ0√

s2x

√
n =

8.4− 8
√

2.56

√
49 =

0.4

1.6
· 7 = 1.75 .

Protože
|t| = 1.75 6> 2.011

.
= qt(48)(0.975) = qt(n−1)

(
1−

α

2

)
,

nulovou hypotézu NEZAMÍTÁME.
Naše měřeńı tak nejsou dostačuj́ıćı na to, abychom mohli zamı́tnout tvrzeńı výrobce na hladině významnosti

5%. Je dobré si ještě zjistit, jak moc bychom si museli dovolit být nejist́ı, abychom už tvrzeńı výrobce zamı́tli. Tato
hladina α0 je určena jako

qt(n−1)

(
1−

α0

2

)
= |t| ,

tedy
α0 = 2− 2 · Ft(n−1)(|t|) = 2− 2 · Ft(n−1)(1.75)

.
= 2− 2 · 0.9567 = 0.0866 .

Pokud tedy budeme posuzovat hypotézu na hladině významnosti VYŠŠÍ než 8, 66%, dojdeme k jej́ımu zamı́tnut́ı.
(A naopak č́ım v́ıce si chceme být jist́ı, že jsme se nespletli (tj. zmenšujeme hodnoty α), t́ım v́ıc “prohřešk̊u” od
výrobce budeme muset tolerovat.)

Poznámka: Podle zadáńı jsme uvažovali př́ıpad, kde se ptáme na rovnost (tj. µ = µ0). V této situaci máme
jedinou možnost, jak zvolit nulovou hypotézu - a sice výše uvedeným zp̊usobem. Jako nulovou hypotézu neńı možné
zvolit př́ıpad µ 6= µ0, protože množina {µ ∈ R | µ 6= µ0} neńı uzavřená.

V úvahu vzhledem k zadáńı by ale mohl ještě přicházet jednostranný test, protože výrobce určitě raději tvrd́ı,
že µ ≤ µ0. V tomto př́ıpadě pak bud’ můžeme testovat H′0: µ ≤ µ0, ale mohli bychom také testovat H′′0 : µ ≥ µ0.

V př́ıpadě testu hypotézy H′0: µ ≤ µ0 se snaž́ıme vyhnout tomu, že bychom omylem poškodili výrobce, a
výsledek testu bude

t = 1.75 > 1.6772
.
= qt(48)(0.95) = qt(n−1) (1− α)

takže hypotézu výrobce ZAMÍTNEME. (Pozor, jde o jednostranný test, takže kvantil je jiný! Veškerou
chybu jsme spotřebovali jen na ty vysoké hodnoty. A toto malé zvětšeńı, oproti oboustrannému testu, už stačilo na
zamı́tnut́ı.)

A v př́ıpadě testu hypotézy H′′0 : µ ≥ µ0 se snaž́ıme vyhnout tomu, že bychom omylem poškodili uživatele, a
výsledek testu bude

t = 1.75 6< −1.6772
.
= −qt(48)(0.95) = qt(n−1) (α)

takže hypotézu uživatel̊u NEZAMÍTNEME.

11.3 (test rozptylu normálńıho rozděleńı)
Generátor náhodných č́ısel s normovaným normálńım rozděleńım N(0, 1) dal následuj́ıćı výsledky:

(−0.503, 0.811, 1.078, −0.501, 0.562, −1.032, 0.152, 0.859, −0.156, 2.213)

Posud’te na hladině významnosti 5 %, zda data odpov́ıdaj́ı předpokládanému rozptylu.

Řešeńı:
Rozsah souboru je n = 10, součet hodnot je

∑
i xi = 3.483 a součet kvadrát̊u je

∑
i x

2
i = 9.387373. Předpokládaný
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rozptyl je σ2
0 = 1 a výběrový rozptyl je

s2x =
1

(n− 1)n

n∑
i

x2
i −

(∑
i

xi

)2
 =

93.87373− (3.483)2

90

.
= 0.9082 .

Pro oboustranný odhad použijeme testovaćı statistiku s realizaćı

(n− 1) s2x
σ2

0

.
= 9 · 0.9082

.
= 8.174 ,

která má rozděleńı χ2 s n − 1 = 9 stupni volnosti. Hodnotu statistiky porovnáme s kvantily qχ2(9)(0.025)
.
= 2.7 a

qχ2(9)(0.975)
.
= 19.02 a nulovou hypotézu nezamı́táme.

11.4 (test rozptylu normálńıho rozděleńı)
Do laboratoře bylo odesláno n = 5 stejných vzork̊u krve ke stanoveńı obsahu alkoholu X (v pro-

miĺıch alkoholu). Výsledkem byla realizace

x = (0.8, 1, 0.6, 1.4, 0.9) .

Posud’te na hladině významnosti α = 0.05, zda směrodatná odchylka měřeńı je nejvýše σ0 = 0.1
promile alkoholu. Předpokládejte, že obsah alkoholu X má normálńı rozděleńı a jednotlivá měřeńı jsou
nezávislá.

Řešeńı:
Naše veličinaX, udávaj́ıćı obsah alkoholu v krvi v promiĺıch, má normálńı rozděleńıN(µ, σ2). Mı́sto testu směrodatné
odchylky σ budeme (ekvivalentně) testovat rozptyl σ2 a sice nulovou hypotézu tvaru

H0 : σ2 ≤ (0.1)2 (= σ0)2

proti alternativńı hypotéze:

H1 : σ2 > (0.1)2

na hladině významnosti α = 0.05.
Tentokrát budeme použ́ıvat statistiku

T =
(n− 1)S2

X

σ2
0

,

která má pro př́ıpad σ = σ0 tzv. χ2-rozděleńı s n − 1 stupni volnosti. Obecněji, teprve veličina
σ2
0
σ2 · T bude mı́t

χ2-rozděleńı. Za předpokladu nulové hypotézy, tj. pro 0 ≤ σ ≤ σ0, budou očekávané hodnoty statistiky T předevš́ım
v intervalu (−∞, 1〉 (ve skutečnosti to bude jen interval 〈0, 1〉, protože T je nezáporná veličina). Kritický obor tak
bude

W :
(
qχ2(n−1)(1− α), ∞

)
a kritérium pro ZAMÍTNUTÍ proto bude tvaru

t > qχ2(n−1) (1− α) ⇒ zamı́táme H0 (na dané hladině α) .

Dosad́ıme opět konkrétńı hodnoty:

x =
0.8 + 1 + 0.6 + 1.4 + 0.9

5
=

4.7

5
= 0.94 ,

s2x =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2 =
0.142 + 0.062 + 0.342 + 0.462 + 0.042

4
=

0.352

4
= 0.088 .

Realizace testovaćı statistiky je

t =
(n− 1) s2x

σ2
0

=
4 · 0.088

(0.1)2
= 35.2

a hodnota kvantilu je
qχ2(n−1) (1− α) = qχ2(4)(0.95)

.
= 9.49 .

Protože
t
.
= 35.2 6> 9.49

.
= qχ2(4)(0.95) ,
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nulovou hypotézu ZAMÍTÁME.

Zd̊uvodněńı tvaru kritického oboru: Opět si vyznačme závislost X a T na parametru σ jako

Tσ =
(n− 1)S2

Xσ

(σ0)2
.

Kritický obor má být tvaru
W : (u1,∞) ,

kde požadujeme, aby u1 ∈ R bylo nejmenš́ı takové, aby chyba 1. druhu byla nejvýše α, tj.

(∀ 0 ≤ σ ≤ σ0) P (Tσ ∈W ) = P (u1 < Tσ) ≤ α .

Opět př́ıpad σ = σ0 je za předpokladu H0 ten “nejhorš́ı” možný, jak je vidět z následuj́ıćıho:

σ ≤ σ0 ⇒ Tσ =
σ2

(σ0)2︸ ︷︷ ︸
≤1

·
(n− 1)S2

Xσ

σ2
≤

(n− 1)S2
Xσ

σ2︸ ︷︷ ︸
χ2−rozděleńı

⇒

⇒ P
(
u1 < Tσ

)
≤ P

(
u1 <

(n− 1)S2
Xσ

σ2

)
= 1− Fχ2(n−1)(u1) = P

(
u1 < Tσ0

)
Vid́ıme tedy, že P

(
u1 < Tσ

)
≤ P

(
u1 < Tσ0

)
a hledané u1 tak muśı splňovat

P
(
u1 < Tσ0

)
= α

tedy
u1 = qχ2(n−1)(1− α) ,

a kritický obor je tak skutečně tvaru

W :
(
qχ2(n−1)(1− α), ∞

)
.

11.5 (test středńı hodnoty dvou normálńıch rozděleńı se stejným neznámým rozptylem)
Z realizaćı náhodných veličin X a Y (s normálńım rozděleńım) jsme z výběr̊u daného rozsahu

obdrželi tyto realizace odhad̊u:

X Y
m = 11 n = 21
x = 10 y = 12,
sx = 2 sy = 3

Na hladině významnosti α = 0.05

(a) posud’te hypotézu, že rozptyly náhodných veličin X a Y jsou stejné.

(b) za předpokladu platnosti podmı́nky dle (a) posud’te hypotézu, že středńı hodnoty náhodných
veličin X a Y jsou stejné.

Řešeńı:
(a) Test stejného rozptylu: Předpokládáme, že veličiny X a Y jsou nezávislé s normálńımi rozděleńımi po

řadě N(µ1, σ2
1) s N(µ2, σ2

2). Jednotlivá měřeńı pro X a Y považujeme všechna navzájem za nezávislá.
Budeme testovat nulovou hypotézu o rovnosti rozptyl̊u

H′0 : σ2
1 = σ2

2

proti alternativńı hypotéze

H′1 : σ2
1 6= σ2

2 .

Page 4



Testovaćı statistika je

T ′ =
S2
X

S2
Y

,

a má za předpokladu σ2
1 = σ2

2 tzv. Fisherovo-Snedecorovo F (m−1, n−1) - rozděleńı s m−1 a n−1 stupni volnosti
(v tomto pořad́ı!).

Za předpokladu nulové hypotézy H′0 je očekávaná hodnota statistiky T ′ rovna 1 a kritický obor tak (podobně
jako v některých předchoźıch př́ıkladech) bude

W :
(
−∞, qF (m−1,n−1)

(α
2

))
∪
(
qF (m−1,n−1)

(
1−

α

2

)
, ∞

)
.

Kritérium pro ZAMÍTNUTÍ je proto tvaru[
t′ < qF (m−1,n−1)

(α
2

)
nebo qF (m−1,n−1)

(
1−

α

2

)
< t′

]
⇒ zamı́táme H′0 (na dané hladině α) .

Realizace testovaćı statistiky je

t′ =
s2x
s2y

=
4

9

.
= 0, 444

a hodnoty kvantil̊u jsou

qF (m−1,n−1)

(α
2

)
= qF (10,20)(0.025) =

1

qF (20,10)(0.975)

.
=

1

3.42

.
= 0.2924

a
qF (m−1,n−1)

(
1−

α

2

)
= qF (10,20)(0.975)

.
= 2.77 .

Protože
t′
.
= 0.444 ∈

〈
0.2924, 2.77

〉
,

hypotézu H′0, že X a Y maj́ı stejný rozptyl, NEZAMÍTÁME.

(b) Test rovnosti středńıch hodnot se stejným neznámým rozptylem:
Předpokládáme, že veličiny X a Y jsou nezávislé s normálńımi rozděleńımi po řadě N(µ1, σ2) s N(µ2, σ2).

Tento předpoklad je podložen předchoźım testem rovnosti rozptyl̊u, který jsme nezamı́tli. Jednotlivá měřeńı pro X
a Y považujeme opět všechna navzájem za nezávislá.

Budeme testovat nulovou hypotézu o rovnosti středńıch hodnot

H0 : µ1 = µ2

proti alternativńı hypotéze

H1 : µ1 6= µ2 .

Testovaćı statistika je

T =
X − Y

S
√

1/m+ 1/n
,

kde

S2 =
m− 1

m+ n− 2
· S2
X +

n− 1

m+ n− 2
· S2
Y

je (vážený) odhad rozptylu. Za předpokladu nulové hypotézy H0, tj. µ1 = µ2, má statistika T Studentovo t(m +
n− 2)-rozděleni s m+ n− 2 stupni volnosti.

Kritérium pro ZAMÍTNUTÍ bude proto (očekávatelně) tvaru

|t| > qt(m+n−2)

(
1−

α

2

)
⇒ zamı́táme H0 (na dané hladině α) .

Po dosazeńı máme

s2 =
(m− 1)s2x + (n− 1)s2y

m+ n− 2
=

10 · 22 + 20 · 32

10 + 20
=

22

3
a

t =
x− y

s
√

1/m+ 1/n
=

10− 12√
22
3

√
1
11

+ 1
21

= −
3

4

√
7
.
= −1.984 .

Hodnota kvantilu je

qt(m+n−2)

(
1−

α

2

)
= qt(30)(0.975)

.
= 2.042 .

Protože
|t| .= 1.984 6> 2.042

.
= qt(m+n−2)

(
1−

α

2

)
,

hypotézu H0, ze X a Y maj́ı stejnou středńı hodnotu, také NEZAMÍTÁME.
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11.6 (párový pokus)
U n = 8 pravák̊u jsme změřili délku prostředńıčku na pravé a levé ruce, hodnoty v milimetrech

uvád́ı tabulka.

Levá 81 74 90 84 77 67 59 70
Pravá 84 76 89 85 80 69 58 68

Na hladině významnosti α = 5% posud’te hypotézu, že praváci maj́ı deľśı prostředńıček na levé ruce,
a uved’te předpoklady.

Řešeńı:
Označme si jako veličinu X délku prostředńıčku na levé ruce a jako veličinu Y délku prostředńıčku na pravé ruce
(u téhož člověka, zde nav́ıc praváka). Pokud na jednom subjektu provád́ıme měřeńı v́ıce veličin (zde X a Y ), pak
už jejich vzájemné hodnoty nemůžeme považovat za nezávislé. Za nezávislá ovšem samozřejmě považujeme měřeńı
dvojice veličin (X,Y ) (tj. náhodného vektoru) u r̊uzných lid́ı.

U veličiny ∆ := X − Y , která představuje rozd́ıly mezi veličinami můžeme přirozeně předpokládat normálńı
rozděleńı N(µ, σ2) (nebot’ jde o odchylky, které obvykle tuto vlastnost maj́ı). Máme tedy nezávislá měřeńı s hod-
notami δ = (x1 − y1, . . . , xn − yn) a naše p̊uvodńı hypotéza E(X) ≥ E(Y ) lze ekvivalentně vyjádřit pomoćı
0 ≤ E(X)− E(Y ) = E(∆) = µ jako nulová hypotéza

H0 : µ ≥ 0

kterou otestujeme proti alternativńı hypotéze

H1 : µ < 0 .

na hladině významnosti α = 5%.
Půjde tedy o obvyklý test středńı hodnoty (veličiny s normálńım rozděleńım) při neznámém rozptylu. Použijeme

tud́ıž statistiku

T =
∆

S∆

√
n

a kritérium pro ZAMÍTNUTÍ bude tvaru

t < qt(n−1) (α) ⇒ zamı́táme H0 (na dané hladině α) .

Urč́ıme si hodnoty realizace δ veličiny ∆ = X − Y

x 81 74 90 84 77 67 59 70
y 84 76 89 85 80 69 58 68

δ = x− y -3 -2 1 -1 -3 -2 1 2

Spočteme jej́ı výběrový pr̊uměr a rozptyl (pro n = 8):

δ = −
7

8
= −0.875 , s2δ =

1

n− 1

n∑
i=1

(
δi − δ

)2
=

215

56

.
= 3.8393 ,

urč́ıme realizaci statistiky

t =
δ

sδ

√
n = −

7
√

7
√

215

.
= −1.263

a př́ıslušný kvantil
qt(n−1) (α) = −qt(n−1) (1− α) = −qt(7)(0.95)

.
= −1.895 .

Protože
t
.
= −1.263 6< −1.895

.
= qt(7)(0.05) ,

nulovou hypotézu, že praváci maj́ı deľśı levý prostředńıček než pravý, NEZAMÍTÁME.

11.7 (test nekorelovanosti dvou výběr̊u z normálńıch rozděleńı)
Pro realizace

X 22 15 30 27 29
Y 10 6 8 4 8

náhodných výběr̊u z veličin X,Y testujte na hladině významnosti α = 5 % jejich korelovanost.
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Řešeńı:
Pro test korelovanosti je potřeba předpoklad, že náhodný vektor (X,Y ) ma dvourozměrné normálńı rozděleńı.

Poznámka: Každé takové rozděleńı je tvaru(
X
Y

)
=

(
α β
γ δ

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
X′

Y ′

)
+

(
µ1

µ2

)

kde matice A je regulárńı, µ1, µ2 ∈ R a veličiny X′, Y ′ jsou nezávislé s normovaným normálńım rozděleńım N(0, 1).
Označme si ještě ~u = (α, β) ∈ R2 a ~v = (γ, δ) ∈ R2. Snadno je pak vidět, že

E(X) = µ1, E(Y ) = µ2, D(X) = ‖~u‖2, D(Y ) = ‖~v‖2

a pro korelaci máme

%(X,Y ) =
~u · ~v
‖~u‖ · ‖~v‖

což je právě kosinus úhlu mezi vektory ~u a ~v.

My budeme testovat hypotézu o koeficientu korelace %(X,Y ) mezi náhodnými veličinami X a Y ,

H0 : %(X,Y ) = 0 (tj. náhodné veličiny X a Y jsou nekorelované)

proti alternativńı hypotéze

H1 : %(X,Y ) 6= 0 (tj. náhodné veličiny X a Y jsou korelované.)

K testováńı použijeme výběrový koeficient korelace R(X,Y ) a testovou statistiku

T =
R(X,Y )

√
n− 2√

1−R2(X,Y )
,

která má Studentovo rozděleńı t(n− 2), kde n je rozsah výběr̊u. Realizaci r(x,y) výběrového koeficientu korelace
R(X,Y ) vypočteme ze vzorce

r(x,y) =

n
n∑
i=1

xiyi −
(

n∑
i=1

xi

)
·
(

n∑
i=1

yi

)
√(

n
n∑
i=1

x2
i −

(
n∑
i=1

xi

)2)
·
(
n

n∑
i=1

y2
i −

(
n∑
i=1

yi

)2) =
n

n− 1

1
n

n∑
j=1

xj yj − xy

sx sy
.

Za předpokladu nulové hypotézy H0, tj. %(X,Y ) = 0, je očekávaná hodnota statistiky T rovna 0. Kritérium pro
ZAMÍTNUTÍ proto (podobně jako pro některé předchoźı testy) bude tvaru

|t| > qt(n−2)

(
1−

α

2

)
⇒ zamı́táme H0 (na dané hladině α) .

Je n = 5,
n∑
i=1

xi = 123,
n∑
i=1

yi = 36,
n∑
i=1

x2
i = 3 179,

n∑
i=1

y2
i = 280,

n∑
i=1

xiyi = 890 .

Po dosazeńı hodnot dostaneme

r(x,y) =
4450− 4428
√

766 · 104
=

11

2
√

4979

.
= 0.07794

t =
r(x,y)

√
n− 2√

1− r2(x,y)
=

√
363

19795

.
= 0.1354.

Z tabulek nalezneme kvantil
qt(n−2)

(
1−

α

2

)
= qt(3)(0.975)

.
= 3.18 .

Protože
|t| .= 0.1354 6> 3.18

.
= qt(3)(0.975) ,

hypotézu H0 NEZAMÍTÁME.

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

11.8 (test středńı hodnoty při známém rozptylu)
Posud’te na hladině významnosti α = 0.01 hypotézu, že mince je symetrická, jestliže
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(a) při n = 200 hodech padl ĺıc 80×,

(b) při n = 100 hodech padl ĺıc 40×.

(tj. v obou př́ıpadech to bylo 40% výsledk̊u).

(Návod: Použijte vhodnou statistiku s přibližně normálńım rozděleńım odvozenou na základě
centrálńı limitńı věty pro náhodnou veličinu X(ĺıc) = 1, X(rub) = 0.)

Řešeńı:
Situace, kdy přesně známe rozptyl daného (normálńıho) rozděleńı, neńı př́ılǐs obvyklá. Většinou jej máme

jen odhadnutý a pak muśıme použ́ıvat Studentovo rozděleńı namı́sto normálńıho. Výjimkou jsou ale př́ıpady, kdy
rozptyl nějakého rozděleńı (alternativńıho, exponenciálńıho, Poissonova, atd.) je svázaný se středńı hodnotou tohoto
rozděleńı prostřednictv́ım nějakého parametru.

Může se zdát, že pak se ale nedá použ́ıt obvyklý postup pro test středńı hodnoty se známým rozptylem, protože
nemáme normálńı rozděleńı. To si ale můžeme vyrobit (přibližně) pomoćı CLV.

Výsledky hodu minćı představuj́ı náhodnou veličinu X(ĺıc) = 1, X(rub) = 0 s alternativńım rozděleńım s
parametrem p, tj. P (X = 1) = p.

Naše nulová hypotéza tedy bude

H0 : p = p0

proti alternativńı hypotéze:

H1 : p 6= p0

kde p0 = 1
2

.
Vezmeme si nezávislé náhodné veličiny (kopie veličiny X)

Xi =

{
1 ,při i-tém pokusu padl ĺıc,

0 ,při i-tém pokusu padl rub .

Za předpokladu nulové hypotézy budeme pro veličinu

X =
1

n

n∑
i=1

Xi

mı́t E(X) = 1
2

a D(X) = 1
4n

, takže podle CLV má (normovaná) statistika

T =
X − 1

2√
1

4n

=
X − 0.5

0.5

√
n,

přibližně (normované) normálńı rozděleńı N(0, 1).

Poznámka: Tato statistika je analogíı statistiky

T ′ =
X
′ − µ0

σ

√
n,

pro př́ıpad veličiny X′ s normálńım rozděleńım N(µ, σ) a pro nulovou hypotézu

H′0 : µ = µ0 .

Pozor! Nenaznačujeme t́ım, že by naše p̊uvodńı veličina X s alternativńım rozděleńım snad měla vlastnosti nějaké
jiné veličiny X′ s normálńım rozděleńım! Jde tu o to, ze při hledáńı kritického oboru pro X (při dané hladině
významnosti α) je postup principiálně stejný jako pro př́ıpad, kdy X′ má normálńı rozděleńı - viz dále.

Kritérium pro ZAMÍTNUTÍ je tvaru

|t| > Φ−1
(

1−
α

2

)
⇒ zamı́táme H0 (na dané hladině α) .

Zd̊uvodněńı tvaru zamı́taćıho kritéria: Nulová hypotéza je tvaru H0 : p = p0 a hodnotu p aproximujeme
pomoćı x. Chceme si proto zvolit takovou dolńı hranici u1 ∈ R a takovou horńı hranici u2 ∈ R, aby pravděpodobnost,
že je hodnota veličiny X překroč́ı, byla nejvýše rovna hodnotě α = 1% (zvolená hladina významnosti) a nav́ıc tak,
že překročeńı směrem výše bude stejně pravděpodobně jako směrem ńıže (neboli na každou stranu α/2). Jinými
slovy, má platit, že
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P (X < u1) =
α

2
= P (u2 <X)

neboli
u1 = qX

(α
2

)
a u2 = qX

(
1−

α

2

)
(u veličiny X předpokládáme normálńı rozděleńı.)

Pokud nastane jedno z překročeńı (tj. pro realizaci x máme x ∈ R \ 〈u1, u2〉), budeme to považovat za př́ılǐsné
porušeńı nulové hypotézy (pro danou toleranci chyby) a zamı́tneme ji. Mı́sto veličiny X a jej́ıch kvantil̊u si ale

raději vezmeme už zmı́něnou statistiku T = X−0.5
0.5

√
n, která je jen transformaćı veličiny X, a problém pomoćı ńı

ekvivalentně přeformulujeme. Veličina T má přibližně rozděleńı N(0, 1), takže meze pro T snadno najdeme:

P
(
T < Φ−1

(α
2

))
=
α

2
= P

(
Φ−1

(
1−

α

2

)
< T

)
.

Tedy kritériem pro ZAMÍTNUTÍ nulové hypotézy je př́ıpad, kdy pro realizaci t statistiky T nastane

t < Φ−1
(α

2

)
nebo Φ−1

(
1−

α

2

)
< t

neboli
|t| > Φ−1

(
1−

α

2

)
,

protože máme rovnost Φ−1
(
α
2

)
= −Φ−1

(
1− α

2

)
.

Nyńı stač́ı už jen dosadit:
(a) Zde máme n = 200, x = 80

200
= 0.4 a 1− α

2
= 0.995 takže

|t| =
∣∣∣∣x− 0.5

0.5

√
n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣0.4− 0.5

0.5

√
200

∣∣∣∣ .= 2, 828 > 2, 576
.
= Φ−1(0.995) .

Hypotézu H0 : p = 1
2

tedy ZAMÍTÁME na dané hladině α = 1%.

(b) Zde máme n = 100 a opět x = 40
100

= 0.4 a 1− α
2

= 0.995 takže

|t| =
∣∣∣∣x− 0.5

0.5

√
n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣0.4− 0.5

0.5

√
100

∣∣∣∣ = 2 6> 2, 576
.
= Φ−1(0.995) .

Hypotézu H0 : p = 1
2

tedy NEZAMÍTÁME na dané hladině α = 1%.

Jak je vidět, za předpokladu, že mince je symetrická se jen 40% úspěšných pokus̊u dá ještě tolerovat při n = 100
hodech, ale už ne při n = 200 hodech.
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