14. cvicéeni z PSI

9. ledna 2019

14.1 (rozdéleni po mnoha krocich)
Markovuv fetézec je dan obrazkem:
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Pro kazdy stav plati, ze vSechny hrany z néj vychézejici maji stejnou pravdépodobnost.
(a) Klasifikujte vSechny stavy a stanovte vSechny komponenty.

(b) Konverguje rozdéleni stavu ke staciondrnimu? Za jakych podminek? Oduvodnéte.

(c) Stanovte pfiblizné rozdéleni pravdépodobnosti stavii po 10° krocich, pokud jsme vysli se stavu
1.

Reseni:
Priklad 3: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/pisemky/PST180206res.pdf

14.2 (rozdéleni po mnoha krocich)
Markovuv fetézec je dan obrazkem:
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Pro kazdy stav plati, ze vSechny hrany z néj vychéazejici maji stejnou pravdépodobnost.

(a) Klasifikujte vSechny stavy a stanovte vSechny komponenty.



(b) Vypoctéte pravdépodobnost prechodu ze stavu 1 do stavu 4 v praveé tech krocich.
(¢) Stanovte rozdéleni pravdépodobnost{ stavi po 1000 krocich, pokud jsme vysli ze stavu 1.

(d) Konverguje rozdéleni stavu ke stacionarnimu?

Reseni:
Piiklad 3: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/pisemky/PST180116res.pdf

14.3 (Aplikace Markovovych fetézcu - asymptotické pravdépodobnosti stavi)

Alice hraje v kasinu hru, kde s pravdépodobnosti 1/3 vyhraje. V kazdém kole vsadi 1000 dolaru.
V piipadé vyhry ziska 1000 dolartu, v ptipadé prohry o 1000 dolaru ptijde. Alice odejde z kasina,
jestlize prohraje vSechny své penize nebo bude mit 4000 dolaru. Jaka je pravdépodobnost, ze Alice
odejde s prazdnou, méla-li na zacatku 3000 dolaru?

Reseni:
Priklad 3: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/psi/pisemky/PSI150106res.pdf

Nakreslime si ptislusny orientovany graf:

1 1
2 3 3 1
3 3
Ol e e =0 D
2 2
3 3
0% 1000 $ 2000 % 3000 % 4000 $

Pro Alici uvazujme stavy

1 - odchdzi s prézdnou, 2 - mé 4000 dolart (a tedy odchéz{), 3 - m& 1000 dolaru, 4 - m4 2000
dolaru a 5 - ma 3000 dolaru.

Stavy jsme si ocislovali tak, aby prvni byly ty absorpéni a teprve po nich nésledovali ty pfechodné.
Na zacatku méa Alice 3000 dolaru, tedy je ve stavu ¢islo 5 a pocatecni rozdéleni pravdépodobnosti
tak je

p(O) - (0,0,0,0, 1) .

pravdépodobnost, ze Alice odejde s prazdnou odpovidé slozce pro stav 1 v asymptotickém
rozdéleni pravdépodobnosti p(c0).

Pro¢ tomu tak je: Plati:
e (Podminénd) pravdépodobnost P(i — = j) toho, Ze se po prdvé n krocich ze stavu ¢ presuneme do stavu
———

. n kroku

JJe
Pli—--—j3)=(P"
(im0 =)= (P")

n kroku

0,3
To se snadno ukaze indukci.
o Jestlize ix je absorpéni stav, pak (podminénd) pravdépodobnost P(i — s z*) toho, ze se po nejvyse n
———

<n kroku
krocich ze stavu i pfesuneme do stavu ix je

P(z‘—>~-~—>z‘*):P(z‘—>~~-—>i*):(P”)

<n kroku n kroku
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To je proto, ze jakoukoliv posloupnost kratsi nez n muZzeme nastavit opakovanym pfiddnim stavu i, (protoze
je absorpéni).

o Jestlize i« je absorpénd stav, pak (podminénd) pravdépodobnost P(i — = i*) toho, ze se po koneéné
| ——

kone¢né krokua
mnoha krocich ze stavu ¢ pfesuneme do stavu i je

P(i—>-~~—>i*):P(Ui—>~~—>i*): lim P(i—>~~~—>i*): lim (P") =(P°°) .
N———— =~ N —— n— oo N —— n—00 Ty lx Tyl
kone&né kroku <n kroku <n kroku

A protoze p(c0) = p(0) - P*°, muzeme tento zavér ekvivalentné vyjddrit pfes rozdéleni pravdépodobnosti.

Pro vypocet asymptotického rozdéleni pravdépodobnosti si opét zapiSseme matici prechodu

1 0 0 0 0
0o 1 0 0 0 L o
P=|(2/3 0 0 1/3 0 :(Ii Q),
0 0 2/3 0 1/3
0 1/3 0 2/3 0

Lo 2/3 0 0 1/3 0
12:(0 1), R=(0 o}, Q=/[2/3 0o 1/3
0 1/3 0

Opét si uréime matici

I, 0
I3-Q) 'R 0 )~

71.

P = lim P" = (

n— oo

Spocitame fundamentalni matici F = (Ig - Q)

1 —1/3 0 100
0 -2/3 1 00 1
10 0], (731 )
~oem 010260903 2(13‘(IS_Q)_>
00 1 4 6 7
Tedy
) Loz 0\ [T 31
F=(,-Q) '=[-23 1 -1/3 =69 3
0 -2/3 1 46 7
a
73 1 2 0 14 1
1 1 1
(Ing)1:5693~§00:1—5 12 3
46 7 0 1 8 7
Celkem tedy dostaneme
1 0 0 0 0
0 1 000
P =|14/15 1/15 0 0 0
12/15 3/15 0 0 0
8/15 7/15 0 0 0
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Pravdépodobnost, ze Alice vSe prohraje, pokud na za¢dtku méla 3000 dolari, nyni odpovida

hodnoté
™).
5,1 15

)

14.4 (Aplikace Markovovych Fetézcu - asymptotické pravdépodobnosti stavii)

Alice treff ter¢ s pravdépodobnosti 1/3, Bob s pravdépodobnosti 1/2. Pokud hra¢ zasdhne ter¢,
stiili dédle, pokud mine, je na fadé druhy hrac. Zac¢ind Alice. Alice vyhrava, pokud trefi ter¢ 2x za
sebou, Bob vyhrava, pokud trefi ter¢ 3x za sebou. Pro oba hréice stanovte pravdépodobnosti vyhry.

Reseni:
Cviceni 2.6: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/MarkovCvic_print.pdf

Pokud bychom rozliSovali nejen to, ktery hrac je na fadé, ale i kolik jiz ma uspésnych pokusu,
potiebovali bychom 7 stavi:

e Vy - vyhréla Alice,

e Vp - vyhral Bob,

e A; - Alice ma pravé za sebou ¢ ispésnych pokusu ¢ € {0,1},
e B; - Bob m4 prévé za sebou ¢ tspésnych pokusu i € {0, 1,2}.

Odpovidajici diagram by byl tento:

Protoze nds zajimaji pouze pravdépodobnosti vyhry obou hracu, muZzeme si situaci popsat
jednodussim zpusobem a to tak, ze rozliSime pouze stavy:

e V4 - vyhrédla Alice,

e Vp - vyhral Bob,

e H, - na fadé je Alice,
e Hp - na tadé je Bob,

kde celou sérii uspésnych pokusu daného hrace povazujeme za jeden krok. Tento krok pak konci

vyhrou hrace s pravdépodobnosti (1)2 pro Alici, (%)3 pro Boba, nebo se na fadu dostava druhy

; 3
hrac:
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Stavy si opét ocislujeme tak, aby prvni byly ty absorpéni a teprve po nich nésledovali ty
prechodné:

1:= V4 (vyhréla Alice), 2 := Vg (vyhrél Bob), 3 := H4 (na fadé je Alice), 4 := Hpg (na fadeé je
Bob).

pravdépodobnosti vyher Alice a Boba opét zjistime z asymptotického rozdéleni pravdépodob-
nosti p(oo) s pocdteénim rozdélenim

p(0) = (0,0,1,0) .
Je tedy opét potieba spocitat P°° pro matici pfechodu

1 0 0 0
p_|0 1 0 0 _(12 0)
{19 o o 89| \R Q)
0 1/8 7/8 0

(o0 m=(0 ) e W)

Fundamentalni matice tohoto Fetézce je

F=(,-Q) = (_71/8 _?/9)1 =(9/2)- (7}8 8{9> - (6%6 94/12)

(1:-Q) R- <6§ﬁ6 9;12) ' (1(/)9 198) B (71//126 91//126> '

Celkem tedy dostaneme

a tedy

1 0 00
p I, 0\ _| o 1 00
= (IQ_Q)—lR o) |12 1/2 00
7/16 9/16 0 0
a asymptotické rozdéleni tak je
1 0 00
o 0 1 0 0] _
7/16 9/16 0 0
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Zjistili jsme tak (vcelku prekvapive), ze pravdépodobnosti vyhry Alice i Boba jsou stejné (a
sice %), pokud bude zacinat Alice jako prvni.

Poznamka: Uvazujme nésledujici obecnéjsi piipad. Pro n,m,a,b € N predpoklddejme, ze
e Alice mé pravdépodobnost zasahu % a k vyhfe musi mit sérii a tispésnych pokusu a podobné

e Bob ma pravdépodobnost zdsahu % a k vyhfe musi mit sérii b uspésnych pokusu a dale, ze

° (%)a < (i)b a proto opét nechdme zacit Alici.

Kdybychom opét chtéli, aby Alice a Bob méli stejné Sance na vyhru, zjistime, ze to nastane pravé kdyz bude platit

n*—mb=1.
V ramci teorie ¢isel se fesenimi této rovnice zabyval Eugéne Charles Catalan a v roce 1844 vyslovil hypotézu
(tzv. Catalan’s conjecture), ze jediné feSeni této rovnice v kladnych pfirozenych &islech je pravé jen 32 — 23 = 1.
Hypotézu potvrdil Preda Mihailescu v roce 2002.

14.5 (Asymptotické pravdépodobnosti)

Pii obnovovani paméti prepisujeme bindrni informaci, priéemz s pravdépodobnosti 1% prepiseme
0 jako 1, s pravdépodobnosti 2% piepiseme 1 jako 0. Jaké bude rozdéleni pravdépodobnosti po velkém
poctu kroku?

Reseni:
Cviceni 2.10: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/MarkovCvic_print.pdf
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14.6 (Maximdlné vérohodné odhady)

Markovuv fetézec ma dva stavy 1 a 2. Pravdépodobnost pirechodu ze stavu 1 do stavu 2 je p,
pravdépodobnost prechodu ze stavu 2 do stavu 1 je gq. Z pozorované posloupnosti stavi

(1,2,2,1,1,1,2,1,1,1,2,2,1,1,1,1)

odhadnéte parametry p, gq.

Reseni:
Cviceni 3.3: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/MarkovCvic_print.pdf
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