
4. cvičeńı z PST

24. ř́ıjna 2018

Př́ıklad 3.10.

4.1 (náhodná veličina)
Zjistěte, zda X : Ω → R je náhodná veličina, pokud (Ω,A, P ) je

• Ω = {a, b, c},

• A =
{

∅, {a}, {b, c}, {a, b, c}
}

,

• P (A) = 1

3
|A|, A ∈ A.

a plat́ı-li, že

X(a) = 1, X(b) = 2, X(c) = 3 .

Řešeńı:

Nejdř́ıve bychom měli zkontrolovat, jestli máme opravdu Kolmogor̊uv model:
Systém A je zřejmě uzavřen na sjednoceńı i na doplňky. Tedy A je σ-algebra, která je nav́ıc podalgebrou

exp({a, b, c}). Z tohoto d̊uvodu budou splněny i požadavky na pravděpodobnost, protože ta má stejný předpis jako
v jednom z předchoźıch př́ıkladu, kde už to, jak v́ıme, funguje. T́ım sṕı̌se to muśı platit i pro menš́ı systém množin.
Tedy (Ω,A, P ) je opravdu Kolmogor̊uv model.

Definice: Náhodná veličina je takové zobrazeńı, že vzor každého intervalu v R je množina z A. Tuto vlastnost
stač́ı ověřit jen pro určité typy interval̊u v R:

X je náhodná veličina ⇔ (∀t ∈ R) X−1
(

(−∞, t〉
)

∈ A

Pod́ıváme se, jak vypadaj́ı vzory všech poťrebných interval̊u:

X−1
(

(−∞, t〉
)

= {ω ∈ Ω | X(ω) ≤ t} =






∅ , t ∈ (−∞, 1)
{a} , t ∈ 〈1, 2)
{a, b} , t ∈ 〈2, 3)
{a, b, c} , t ∈ 〈3,+∞)

X tedy neńı náhodná veličina, protože např.

X−1
(

(−∞, 2.5〉
)

= {ω ∈ Ω | X(ω) ≤ 2.5} = {a, b} /∈ A .

Problematické jsou hodnoty t ∈ 〈2, 3). K této situaci došlo proto, že zobrazeńı X oddělilo svými hodnotami prvky
b a c, které jsou v rámci σ-algebry A nerozlǐsitelné (neńı už žádná menš́ı množina z A, která by obsahovala b a
neobsahovala c nebo naopak).

Jak tedy zvolit nějakou jinou (nekonstantńı) náhodnou veličinu Y na Ω? Stač́ı např. položit

Y (a) = 1, Y (b) = Y (c) = 2 .

(Problémového intervalu jsme se zbavili tak, že všem prvk̊um z množiny {ω ∈ Ω | X(ω) ∈ 〈2, 3)} jsme ”nasta-
vili”nějakou stejnou společnou hodnotu.)

Můžeme si ještě pro názornost zakreslit Hasse̊uv diagram pro A:

A :

s{a, b, c}

❅
❅�

�
{a} s s{b, c}

�
�

❅
❅

s

∅

4.2 (diskrétńı veličina - binomické rozděleńı)



Háźıme třikrát minćı a náhodná veličina X má za hodnotu počet ĺıc̊u. Předpokládáme, že jsou
hody nezávislé a pravděpodobnost, že padne ĺıc v daném hodu, je p = 0.1. Určete:

(a) Typ rozděleńı veličiny X a jej́ı obor hodnot.

(b) Pravděpodobnostńı funkci pX náhodné veličiny X .

(c) Distribučńı funkci FX náhodné veličiny X .

(d) Středńı hodnotu E(X) náhodné veličiny X .

Řešeńı:

Jde o diskrétńı veličinu s binomickým rozděleńım Bi(n, p), kde n = 3 a p = 0.1. Oborem hodnot je množina
{0, 1, 2, 3}. Pravděpodobnostńı funkce je

pX(k) = P (X = k) =

{(
n

k

)
pk(1− p)n−k , k ∈ {0, 1, 2, 3}

0 , jinak.

Konkrétně:

k 0 1 2 3

pX(k) (1− p)3 3p(1− p)2 3p2(1 − p) p3

p = 0.1 0.729 0.243 0.027 0.001

Distribučńı funkce FX(t) = P (X ≤ t) =
∑

k≤t pX(k) pro diskrétńı veličinu X má hodnoty

FX(t) =






0 , t < 0

pX(0) = 0.729 , t ∈ 〈0, 1)

pX(0) + pX(1) = 0.972 , t ∈ 〈1, 2)

pX(0) + pX(1) + pX(2) = 0.999 , t ∈ 〈2, 3)

1 , t ≥ 3.

1

0 1 2 3

t

FX(t)

Sťredńı hodnota pro diskrétńı veličinu je

E(X) =
∑

k∈R

k · pX(k) = 0 · 0.729 + 1 · 0.243 + 2 · 0.027 + 3 · 0.001 = 0.3

nebo podle vzorce pro binomické rozděleńı E(X) = np = 3 · 0.1 = 0.3.

4.3 (diskrétńı veličina - hypergeometrické rozděleńı)
V osud́ı máme 3 b́ılé, 4 modré a 2 červené koule. Náhodně vytáhneme 4 z nich. Náhodná veličina

X je určena počtem b́ılých kouĺı. Určete:

(a) Typ rozděleńı veličiny X a jej́ı obor hodnot.
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(b) Pravděpodobnostńı funkci pX náhodné veličiny X .

(c) Distribučńı funkci FX náhodné veličiny X .

(d) Středńı hodnotu E(X) náhodné veličiny X .

Řešeńı:

Jde o diskrétńı veličinu s oborem hodnot {0, 1, 2, 3}. Pravděpodobnostńı funkce je

pX(k) = P (X = k) =







(

3
k

)

·
(

6
4−k

)

(

9
4

) , k ∈ {0, 1, 2, 3}

0 , jinak.

.

Konkrétně:

k 0 1 2 3

pX(k)

(

3
0

)

·
(

6
4

)

(

9
4

) = 5
42

.
= 0.1190

(

3
1

)

·
(

6
3

)

(

9
4

) = 10
21

.
= 0.4762

(

3
2

)

·
(

6
2

)

(

9
4

) = 5
14

.
= 0.3571

(

3
3

)

·
(

6
1

)

(

9
4

) = 1
21

.
= 0.0476

Distribučńı funkce FX(t) = P (X ≤ t) =
∑

k≤t pX(k) pro diskrétńı veličinu X má hodnoty

FX(t) =






0 , t < 0

pX(0) = 5
42

.
= 0.1190 , t ∈ 〈0, 1)

pX(0) + pX(1) = 25
42

.
= 0.5952 , t ∈ 〈1, 2)

pX(0) + pX(1) + pX(2) = 20
21

.
= 0.9524 , t ∈ 〈2, 3)

1 , t ≥ 3.

1

0 1 2 3

t

FX(t)

Sťredńı hodnota pro diskrétńı veličinu je

E(X) =
∑

k∈R

k · pX(k) = 0 · 5
42

+ 1 · 10
21

+ 2 · 5
14

+ 3 · 1
21

= 4
3

.
= 1.333 .

Sťredńı hodnotu také můžeme spoč́ıtat na základě hypergeometrického rozděleńı (viz poznámka ńıže).

Poznámka: Náhodná veličiny X v tomto př́ıkladu má tzv. hypergeometrické rozděleńı Hyp(N,K,n), kde N
je počet prvk̊u dané množiny (zde: počet kouĺı), která obsahuje K prvk̊u dané vlastnosti (zde: b́ılé koule), a z ńıž
vyb́ıráme n prvk̊u (kde n ≤ N). Zaj́ımá nás, jaká je pravděpodobnost, že z vybraných n prvk̊u je právě k prvk̊u
uvedené vlastnosti.

V tomto př́ıpadě je N = 9, K = 3, n = 4.
Pravděpodobnost je dána pod́ılem př́ıznivých možnost́ı ku všem. Př́ıznivé jsou dány počtem zp̊usob̊u jak vybrat

k kouĺı z K b́ılých kouĺı (které fyzicky rozlǐsujeme) násobeno počtem zp̊usob̊u jak vybrat zbytek, tj. n− k neb́ılých
kouĺı z N −K neb́ılých (které také fyzicky rozlǐsujeme). Celkem tedy

pHyp(N,K,n)(k) =

(
K

k

)
·
(
N−K

n−k

)

(
N

n

)
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přičemž obor hodnot pro k je
max{0, n+K −N} ≤ k ≤ min{n,K}

tedy
0 = max{0, 4 + 3− 9} ≤ k ≤ min{4, 3} = 3 .

Tuto podmı́nku dostaneme ihned z nerovnost́ı

k ≤ K, n− k ≤ N −K,

k ≤ n, n− k ≤ n .

Můžeme si ještě pro zaj́ımavost spoč́ıtat sťredńı hodnotu naš́ı veličiny X s rozděleńım Hyp(N = 9, K = 3, n = 4)
zp̊usobem, který neńı těžké zobecnit pro libovolné hypergeometrické rozděleńı:

E(X) =
3∑

k=0

k ·

(3
k

)
·
( 6
4−k

)

(9
4

)

︸ ︷︷ ︸

=pHyp(9,3,4)(k)

=
3∑

k=1

k · 3!
k!(3−k)!

·
( 6
4−k

)

(9
4

) =
3∑

k=1

3 · 2!
(k−1)!(2−(k−1))!

·
( 6
4−k

)

(9
4

) =

=
3 ·

(8
3

)

(9
4

)

3∑

k=1

( 2
k−1

)
·
( 6
3−(k−1)

)

(8
3

) =
3 ·

(8
3

)

(9
4

)

2∑

ℓ=0

(2
ℓ

)
·
( 6
3−ℓ

)

(8
3

)

︸ ︷︷ ︸

=pHyp(8,2,3)(ℓ)

=
3 ·

(8
3

)

(9
4

)

2∑

ℓ=0

pHyp(8,2,3)(ℓ)

︸ ︷︷ ︸

=1

= 3 ·
8!
3!5!
9!
4!5!

= 4 · 3
9
= n · K

N
.

Limitně pro N → ∞ a K/N → q a n pevně zvolené (tj. když poměr počtu b́ılých kouĺı K ku počtu všech kouĺı
N se bĺıž́ı ke konstantńı hodnotě q ∈ (0, 1)) se hypergeometrické rozděleńı bĺıž́ı binomickému rozděleńı Bi(n, q).
Toto binomické rozděleńı odpov́ıdá limitńı situaci, kdy taháme koule z nekonečného množstv́ı s určeným pod́ılem
q b́ılých. Při n pokusech jsme předpokládali, ze koule NEVRACÍME (anebo je prostě vytáhneme všechny naráz).
Jak ale vid́ıme, i přesto jsme dostali rozděleńı pravděpodobnosti, které použ́ıváme, když opakovaně uskutečňujeme
tentýž pokus vždy za STEJNÝCH podmı́nek (tj. opakovaně vytahujeme z osud́ı koule a VRACÍME je vždy zpátky).
To je t́ım, že v obrovském množstv́ı kouĺı N se už v limitě ztrat́ı to, jestli tam těch pár kouĺı n vrát́ıme nebo ne
(protože n << N).

4.4 (spojitá náhodná veličina)
Háźıme kuličku (o zanedbatelném pr̊uměru) na kruh o poloměru r = 1. Náhodná veličina X je

vzdálenost dopadu kuličky od středu kruhu. Určete:

(a) Obor hodnot náhodné veličiny X .

(b) Distribučńı funkci FX a typ rozděleńı náhodné veličiny X .

(c) Hustotu pravděpodobnosti fX .

(d) Středńı hodnotu E(X).

Řešeńı:

Obor hodnot je interval 〈0, 1〉. Množina všech možných výsledk̊u Ω (tj. jevové pole) je kruh o poloměru 1. Předpokládáme
Kolmogor̊uv model daný geometrickou pravděpodobnosti.

Distribučńı funkce je

FX(t) = P (X ≤ t) =







0 , t < 0
“obsah kruhu o poloměru t”
“obsah kruhu o poloměru 1”

= πt2

π12
= t2 , t ∈ 〈0, 1〉

1 , t > 1.
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1

0 1 2−1

t

FX(t)

Veličina X je spojitá, protože distribučńı funkce FX je spojitá. Hustotu pravděpodobnosti (tj. funkci fX : R →

〈0,+∞), pro kterou je FX(t) =
∫ t

−∞ fX(u) du pro každé t ∈ R) můžeme určit jako derivaci funkce FX tam, kde

derivace existuje (ve zbylých bodech si hustotu můžeme definovat libovolně nezáporně). Protože

d

dt
FX(t) =

{

2t , t ∈ (0, 1)

0 , t < 0 nebo t > 1 .

je funkce

fX(t) =

{

2t , t ∈ 〈0, 1〉

0 , jinak .

hustotou pravděpodobnosti.

1

2

0 1 2−1

t

fX(t)

2
3

Sťredńı hodnotu pro spojitou náhodnou veličinu s hustotou pravděpodobnosti můžeme spoč́ıtat jako

E(X) =

∫ ∞

−∞
t · fX(t) dt =

∫ 1

0
t · 2t dt = 2

3
.

Názornou interpretaćı sťredńı hodnoty spojité veličiny X, která má hustotu, je, že E(X) je vodorovná souřadnice
(zelený bod) těžǐstě plochy, která je určena grafem hustoty fX (žlutá plocha). V tomto př́ıpadě speciálně muśı
platit, že 0 < E(X) < 1, což je evidentně splněno. V př́ıpadě, že by vypočtené hodnota E(X) tyto nerovnosti
nesplňovala, znamenalo by to, že jsme někde ve výpočtu udělali chybu.

4.5 (spojitá náhodná veličina - rovnoměrné rozděleńı)
Nejmenš́ı d́ılek na (analogových) stopkách má velikost 0.2 s. Čas se při určováńı zaokrouhluje tak,

že k pozici ručičky se zvoĺı jej́ı nejbližš́ı hodnota na stupnici. Necht’ X představuje náhodnou veličinu
danou rozd́ılem skutečného času a jeho zaokrouhleńı. Určete:

(a) Obor hodnot náhodné veličiny X .

(b) Distribučńı funkci FX a typ rozděleńı náhodné veličiny X .

(c) Hustotu pravděpodobnosti fX .

(d) Pravděpodobnost, že odchylka skutečného času od naměřené hodnoty bude menš́ı než 0.05 s.
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Řešeńı:

Obor hodnot náhodné veličiny X je interval 〈−0.1, 0.1) v jednotkách “sekunda”. Za množinu všech možných
výsledk̊u Ω (tj. jevové pole) si můžeme zvolit např. interval 〈0, 60) (v sekundách), ale z hlediska výpočtu bude
jednodušš́ı si zvolit Ω = 〈0, 0.2). Předpokládáme Kolmogor̊uv model daný geometrickou pravděpodobnost́ı na Ω.
Pro ω ∈ Ω je

X(ω) = ω − “nejbližš́ı d́ılek k ω na stupnici”.

Z grafu funkce X : Ω = 〈0, 0.2) → R

ω ∈ Ω

X(ω)

0 0.1 0.2

0.1

−0.1

snadno odvod́ıme, že distribučńı funkce je

FX(t) = P (X ≤ t) =







0 , t < −0.1
“délka množiny {ω ∈ Ω | X(ω) ≤ t}”

“délka intervalu 〈0, 0.2)”
= t+0.1

0.2
, t ∈ 〈−0.1, 0.1〉

1 , t > 0.1.

1

1−1

t

FX(t)

Veličina X je spojitá, protože distribučńı funkce FX je spojitá. Hustotu pravděpodobnosti (tj. funkci fX : R →

〈0,+∞), pro kterou je FX(t) =
∫ t

−∞ fX(u) du pro každé t ∈ R) můžeme určit jako derivaci FX tam, kde derivace

existuje (ve zbylých bodech si hustotu můžeme definovat libovolně nezáporně). Protože

d

dt
FX(t) =

{
1

0.2
, t ∈ (−0.1, 0.1)

0 , t < −0.1 nebo t > 0.1 .

je funkce

fX(t) =

{
1

0.2
= 5 , t ∈ 〈−0.1, 0.1〉

0 , jinak .

hustotou pravděpodobnosti.
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t

fX(t)

−0.1 0.1

5

Veličina X má tedy rovnoměrné rozděleńı pravděpodobnosti na intervalu 〈−0.1, 0.1〉.
Pravděpodobnost, že odchylka skutečného času od naměřené hodnoty bude menš́ı než 0.05 sekund, je

P (|X| < 0.05) = P (−0.05 < X < 0.05) =

∫ 0.05

−0.05
fX(t) dt =

∫ 0.05

−0.05
5 dt = 0.5 .
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