
6. cvičeńı z PST

7. listopadu 2018

6.1 (geometrické rozděleńı)
Alice a Bob háźı na koš. Alice se tref́ı s pravděpodobnost́ı p1 = 0.05 a Bob s pravděpodobnost́ı

p2 = 0.08. Zač́ıná Alice a stř́ıdaj́ı se. S každým hodem Alice se zač́ıná nové kolo. Náhodná veličina X

je počet kol, které uběhnou předt́ım, než se někdo tref́ı.

(a) Určete rozděleńı veličiny X .

(b) V kterém kole se pr̊uměrně někdo poprvé tref́ı?

(c) Jaký nejmenš́ı počet kol muśı zač́ıt, aby se s pravděpodobnost́ı alespoň 90% někdo trefil?

Řešeńı:

Postupujeme podobně jako v př́ıkladu 5.5.
(a) V rámci kola označme jevy

A = ”Alice se tref́ı”

B = ”Bob se tref́ı”

C = ”alespoň jeden se tref́ı”

Pak C = A ∪ B a protože A a B jsou nezávislé, máme p := P (C) = P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) =
p1 + (1 − p1)p2 = 0.05 + 0.95 · 0.08 = 0.126.

Veličina X je diskrétńı s oborem hodnot {0, 1, 2, . . . } a má geometrické rozděleńı pX(k) = p(1 − p)k pro
k = 0, 1, 2, . . . .

(b) Pro veličinu Y = ”pořad́ı kola, ve kterém se někdo poprvé tref́ı”je Y = X + 1. Tedy E(Y ) = E(X + 1) =

E(X) + 1 = 1−p

p
+ 1 = 1

p
= 1

0.126

.
= 7.94.

Pro určeńı E(X) (a př́ıpadně iD(X)) bud’ můžeme sč́ıtat mocninnou řadu (viz opět př́ıklad 5.5) nebo využijeme
vyjádřeńı veličiny X jako směs:

Označme si jev D = ”v 1.kole se alespoň jeden tref́ı”. Pak D představuje právě množinu ”X = 0”, tedy
P (D) = p a X|D = 0. Současně veličina X′ := X|

D
představuje počet kol, které uběhnou předt́ım, než se někdo

tref́ı, za předpokladu, že v 1. kole se nikdo netref́ı. Neboli, veličina X′ − 1 znamená, že s poč́ıtáńım kol (které
uběhnou předt́ım, než se někdo tref́ı) začneme až po prvńım (neúspěšném) kole. Po prvńım neúspěšném kole jsme
tedy ve stejné situaci, jako na začátku. Proto veličina X′ − 1 má opět geometrické rozděleńı s parametrem p, tj.
stejné rozděleńı jako má X.

Můžeme si to dokázat i explicitně. Množina D představuje právě množinu ”X 6= 0”. Pro k ∈ N je

pX′(k) = P (X′ = k|D) =
P
(
(X′ = k) ∩ (X 6= 0)

)

P (X 6= 0)
=

P (X = k)

P (X 6= 0)
=

p(1− p)k

1− p
= p(1− p)k−1 = pX(k − 1)

což znamená právě to, že X′ − 1 a X maj́ı stejná rozděleńı. Z tohoto d̊uvodu tedy speciálně máme E(X) =
E(X′ − 1) = E(X′)− 1 a tedy E(X′) = E(X) + 1.

Dı́ky směsi

X = Mixp
(
X|D ,X|

D

)
= Mixp

(
0, X′

)

tedy dostáváme
E(X) = pE(0) + (1− p)E(X′) = p · 0 + (1− p)(E(X) + 1)

neboli

E(X) =
1− p

p
.

Pro rozptyl použijeme formuli pro rozptyl obecné směsi

X = Mixc(U, V )



kterou si odvod́ıme. Nejdř́ıve použijeme, že

X2 = Mixc(U
2, V 2)

a tedy
E(X) = cE(U) + (1− c)E(V )

a
E(X2) = cE(U2) + (1− c)E(V 2) .

Tud́ıž

D(X) = E(X2)− E(X)2 = cE(U2) + (1− c)E(V 2)−
(
cE(U) + (1− c)E(V )

)2
=

= c
(
D(U) + E(U)2

)
+ (1− c)

(
D(V ) + E(V )2

)
−
(
c2E(U)2 + 2c(1− c)E(U)E(V ) + (1− c)2E(V )2

)
=

= cD(U) + (1 − c)D(V ) + c(1− c)
(
E(U)− E(V )

)2
.

Tedy v našem př́ıpadě (U = 0 a V = X′) máme (d́ıky stejnému rozděleńı X a X′−1) opět D(X) = D(X′−1) =
D(X′), takže

D(X) = pD(0) + (1 − p)D(X′) + p(1− p)
(
E(0)−E(X′)

)2
=

= (1− p)D(X) + p(1− p)
(
E(X) + 1

)2
= (1 − p)D(X) + p(1− p) 1

p2

a výsledek je

D(X) =
1− p

p2
.

(c) Chceme tedy znát nejmenš́ı n ∈ N takové, že P
(
Y ≤ n

)
= P

(
X ≤ n− 1

)
≥ 0.9. Takže

0.9 ≤ P
(
X ≤ n− 1

)
= 1− (1 − p)n

neboli
0.1 ≥ (1 − p)n = (1− 0.126)n = 0.874n

n ≥ log 0.1

log 0.874

.
= 17.097

Tedy muśı zač́ıt alespoň n = 18 kol.

6.2 (Poissonovo a exponenciálńı rozděleńı)
Během hodiny přijme telefonńı operátor pr̊uměrně 5 hovoru.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že jich za hodinu přijme méně než 3?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že když si operátor na 10 min odskoč́ı, nikdo mu nezavolá?

(c) Operátorovi je přidělena skupina n = 300 lid́ı. Každý z nich mu bude během hodiny volat s
pravděpodobnost́ı p = 0.01 (nezávisle na ostatńıch a nejvýše jednou). Jaká je pravděpodobnost
toho, že během hodiny zavolaj́ı právě 4 lidé z této skupiny?

Řešeńı:

(a) Máme tedy veličinu
X = “počet hovor̊u během jedné hodiny” ,

U této veličiny můžeme předpokládat Poissonovo rozděleńı

pX(k) = P (X = k) =
λk

k!
· e−λ

s (bezrozměrným) parametrem λ > 0, pokud jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky

• události pocházej́ı z velkého počtu nezávislých zdroj̊u.
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• jednotlivé události nenastávaj́ı současně (lze je časově oddělit) a z každého zdroje nastane událost nejvýše
jednou,

• pr̊uměrný počet událost́ı v libovolném časovém podintervalu je úměrný pouze časové délce tohoto podinter-
valu a ne jeho umı́stěńı v p̊uvodńım intervalu (tj. lze ř́ıct, že četnosti událost́ı za jednotku času se s pr̊uběhem
doby neměńı),

V praxi jde např. o př́ıchod zákazńıka do fronty, chytáńı ryb, pr̊ujezd aut atd. během nějaké předem určené doby.
Parametr λ pak představuje sťredńı hodnotu (tj. E(X) = λ) protože:

E(X) =
∞∑

k=0

kpX(k) =
∞∑

k=0

k
λk

k!
· e−λ = λe−λ

∞∑

k=1

λk−1

(k − 1)!
︸ ︷︷ ︸

=eλ

= λ

Poissonovo rozděleńı je věťsinou sṕı̌se limitńı př́ıpad a použ́ıvá se jako aproximace binomického rozděleńı Bi(n, p)
u kterého sice neznáme n a p ale v́ıme, že n je (dostatečně) velké a známe sťredńı hodnotu dané veličiny.

Za výše uvedených předpoklad̊u dojdeme ke tvaru Poissonova rozděleńı takto:
Časový interval si rozděĺıme na n d́ılk̊u tak malých, aby v každém byla maximálně jedna událost se stejnou

pravděpodobnost́ı pn. Dostaneme tak binomické rozděleńı veličiny

Xn = “počet událost́ı v daném časovém úseku rozděleném na n d́ılk̊u”

se sťredńı hodnotou λ = E(Xn) = n · pn, kterou si vezmeme jako pevnou (neboli vlastně polož́ıme pn := λ
n
). Tedy

Xn má binomické rozděleńı Bi(n, pn). Spoč́ıtáme si ted’ limitu:

lim
n→∞

P (Xn = k) = lim
n→∞

(n
k

)
(pn)

k(1− pn)
n−k = lim

n→∞
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

(λ
n

)k(
1− λ

n

)n−k

=

=
λk

k!
lim

n→∞

(
1− λ

n

)n(
1− λ

n

)−k
k−1∏

i=0

(n− i

n

)
=

λk

k!
· e−λ = pX(k) .

V našem př́ıpadě je tedy λ = E(X) = 5 (jde o bezrozměrné č́ıslo).

P (X < 3) = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) = e−λ
(
1 + λ+

λ2

2!

)
=

= e−5
(
1 + 5 +

52

2

)
= 37

2
e−5 .

= 0.12465 .

(b) Tuto úlohu můžeme řešit jak s využit́ım exponenciálńıho rozděleńı, tak Poissonova rozděleńı.
Exponenciálńı rozděleńı popisuje pravděpodobnost veličiny

Y = “doba mezi dvěma následnými výskyty události”,

pokud události nemaj́ı pamět’. Tedy to, co se stane od určitého okamžiku nezáviśı na tom, co bylo předt́ım. V
praxi jde např. o to, že zař́ızeńı, které se ”neopoťrebovává”(např. polovodičové součástky), bude mı́t poruchu nebo
o dobu radioaktivńıho rozpadu atd. Exponenciálńı rozděleńı je jediné, které splňuje následuj́ıćı rovnici:

P (Y > s+ t|Y > s) = P (Y > t)

pro všechna s, t > 0. Rovnice vyjadřuje to, že pravděpodobnost, že zař́ızeńı bude bez poruchy pracovat s hodin
je stejná v př́ıpadě, že jsme jej právě zapnuli jako za předpokladu, že předt́ım už bez poruchy pracovalo t hodin.

Exponenciálńı rozděleńı je charakterizováno parametrem τ > 0 (s fyzikálńım rozměrem času), který představuje
sťredńı dobou čekáńı, tedy E(Y ) = τ a dále ještě plat́ı D(Y ) = τ2. Distribučńı funkce je

FY (t) =






0 , t ≤ 0

1− e−
t

τ , t > 0 .

Diskrétńı analogíı exponenciálńıho rozděleńı je geometrické rozděleńı, které neměř́ı čas spojitě ale pouze diskrétně.
Lze ho také chápat jako:

Ỹ = ”počet neúspěšných pokus̊u než nastane prvńı úspěch”,

např. házeńı mı́če na koš atd. Je to opět jediné takové diskrétńı rozděleńı splňuj́ıćı analogickou rovnici:

P (Ỹ > k + n|Ỹ > n) = P (Ỹ > k)

pro všechna k, n ∈ N0 s podobným významem jako u exponenciálńıho rozděleńı.

Věta: Necht’
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Y = “doba čekáńı na událost”

je veličina s exponenciálńım rozděleńım Exp(τ) se sťredńı hodnotou E(Y ) = τ (s jednotkou “čas”).
Pak veličina

X = “počet událost́ı během doby T”

má Poissonovo rozděleńı Poiss(λ) se sťredńı hodnotou E(X) = λ (s bezrozměrnou jednotkou) a plat́ı λ = T
τ
.

V našem př́ıpadě máme

Y=“doba čekáńı na př́ıchod daľśıho hlášeńı”

• Pomoćı exponenciálńıho: Podle zadáńı má veličina X Poissonovo rozděleńı s parametrem λ = 5. Tud́ıž
náhodná veličina Y s exponenciálńım rozděleńım má parametr τ = T

λ
= 60 min

5
= 12 min, kde T = 60 min.

Hledaná pravděpodobnost je pak

P (Y > 10 min) = 1− P (Y ≤ 10 min) = 1− FY (10) = 1−
(
1− e−

10

12

)
= e

− 5
6

.
= 0.4346

• Pomoćı Poissonova: Uvažujme veličinu

X′=“počet hovor̊u během 10 minut”

Hledaná pravděpodobnost je dána jako

P (X′ = 0) =
(λ′)0

0!
· e−λ′

= e−λ′

kde λ′ je parametr veličiny X′ s Poissonovým rozděleńım. K určeńı parametru λ′ použijeme vztah mezi

veličinami Y a X′ a už známou hodnotu parametru veličiny X, tj. plat́ı λ′ = T ′

τ
= λ · T ′

T
neboli

E(X′)

E(X)
=

T ′

T

což odpov́ıdá i výše zmı́něnému požadavku, že pr̊uměrný počet událost́ı v časovém intervalu je úměrný jeho
délce. Konkrétně tedy λ′ = 10 min

60 min
· 5 = 5

6
a hledaná pravděpodobnost je pak

P (X′ = 0) = e−
5

6
.
= 0.4346.

(c) Zde máme veličinu

Zn=“počet hovor̊u během jedné hodiny ze skupiny n lid́ı”

Jde o binomické rozděleńı Bi(n, p) a pravděpodobnost bude

P (Zn = 4) =
(n
4

)
· p4 · (1 − p)n−4 =

(300
4

)
· 0.014 · 0.99296 .

= 0.168877 .

Protože zde násob́ıme velká č́ısla malými a poč́ıtáme vysoké mocniny, nab́ıźı se pro výpočet použ́ıt aproximaci
pomoćı Poissonova rozděleńı se stejnou sťredńı hodnotou jako má veličina Zn, tj. parametr Poissonova rozděleńı
bude λ = E(Zn) = n · p = 300 · 0.01 = 3.

Z výše spoč́ıtané limity pro Poissonovo rozděleńı poťrebujeme k aproximaci binomického rozděleńı aby:

1− λ

n

.
= 1, 1− i

n

.
= 1 pro 0 ≤ i ≤ k a

(
1− λ

n

)n .
= e−λ (neboli n · ln

(
1− λ

n

)
.
= −λ)

tedy stručně řečeno, aby
λ << n a k << n .

Hodnoty λ = 3 i k = 4 jsou malé ve srovnáńı s n = 300. To nás opravňuje použ́ıt tuto aproximaci.
Dostáváme tak

P (Zn = 4)
.
=

λ4

4!
· e−λ =

34

4!
· e−3 .

= 0.168031 .

6.3 (Poissonovo a exponenciálńı rozděleńı)
Do pojǐst’ovny přijdou pr̊uměrně 2 hlášeńı škody denně.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že za den přijdou alespoň 4?
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(b) Jaká je pravděpodobnost, že do pojǐst’ovny přijde nejbližš́ı hlášeńı škody nejdř́ıve třet́ı den?

(c) Agent pojǐst’ovny spravuje skupinu n = 500 klient̊u. Každý z nich mu během dne nahláśı událost s
pravděpodobnost́ı p = 0.001 (nezávisle na ostatńıch a nejvýše jednou). Jaká je pravděpodobnost
toho, že se mu během dne ozve právě 5 klient̊u z této skupiny?

Řešeńı:

Postupujeme stejně jako v př́ıkladu 6.2.
(a) X = “počet hlášeńı za den” , X ∼ Poiss(λ), λ = 2.

P (X ≥ 4) = 1− P (X < 4) = 1− e−λ
(
1 + λ+

λ2

2!
+

λ3

3!

)
= 1− e−2

(
1 + 2 +

22

2
+

23

3!

)
=

= 1− 19
3
e−2 .

= 1− 0.857123 = 0.142877 .

(b) Pomoćı exponenciálńıho:
Y=“doba čekáńı na př́ıchod daľśıho hlášeńı”, Y ∼ Exp(τ), τ = T

λ
= 1 den

2
= 0.5 dne, kde T = 1 den.

P (Y > 2 dny) = 1− P (Y ≤ 2 dny) = 1− FY (2) = 1−
(
1− e−

2

0.5

)
= e−4 .

= 0.01831.

Pomoćı Poissonova:
X′=“počet hlášeńı během 2 dn̊u”, X ∼ Poiss(λ′), λ′ = λ · T ′

T
= 2 · 2 dny

1 den
= 4, kde T ′ = 2 dny.

P (X′ = 0) =
(λ′)0

0!
· e−λ′

= e−λ′

= e−4 .
= 0.01831.

(c) Zn=“počet hlášeńı ze skupiny n lid́ı za den”, Zn ∼ Bi(n, p),

P (Zn = 5) =
(n
5

)
· p5 · (1 − p)n−5 =

(500
5

)
· 0.0015 · 0.999495 .

= 1.5555 · 10−4 .

Pomoćı Poissonova rozděleńı s λ = E(Zn) = n · p = 500 · 0.001 = 0.5:

P (Zn = 5)
.
=

λ5

5!
· e−λ =

0.55

5!
· e−0.5 .

= 1.5795 · 10−4 .

6.4 (spojitá veličina - středńı hodnota, rozptyl, transformace, kvantil)
Nezáporná náhodná veličina X má hustotu

fX(t) =

{

0 , t < 1

1

t2
, t ≥ 1.

Uvažujme veličinu Y = 1

X
. Určete

(a) distribučńı funkci FX ,

(b) středńı hodnotu E(X) a rozptyl D(X),

(c) hustotu pravděpodobnosti fY ,

(d) kvantilové funkce qX a qY .

Řešeńı:

Můžeme si zkontrolovat, že f je skutečně hustota, tj. že f je nezáporná funkce a plat́ı, že
∫∞
−∞ fX(t) dt = 1:

∫ ∞

−∞
fX(t) dt =

∫ ∞

1
t−2 dt =

[
− 1

t

]∞
1

= 1 .

Graf fX je
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1

1 2−1

t

fX(t)

(a) Distribučńı funkce FX je rovna

FX(u) =

∫ u

−∞
fX(t) dt

a pro u ≥ 1 tedy máme

FX(u) =

∫ u

1

1
t2

dt =
[
− 1

t

]u
1
= 1− 1

u

celkově pak

FX(u) =

{
0 , u ≤ 1

1− 1
u

, u ≥ 1

s grafem

1

1 2−1

u

FX(u)

(b) Sťredńı hodnotu a rozptyl urč́ıme nejlépe z hustoty pravděpodobnosti:

E(X) =

∫ ∞

−∞
t · fX(t) dt =

∫ ∞

1

1
t
dt =

[
ln t
]∞
1

= +∞

Tedy E(X) = +∞, a protože rozptyl je definován jako D(X) = E
((

X−E(X)
)2)

, dostáváme prostě, že rozptyl

neexistuje.

(c) Hustotu fY si spoč́ıtáme pomoćı distribučńı funkce FY (ale lze to určit i př́ımo z fX - viz ńıže).
Protože P

(
X ≤ 0

)
= FX(0) = 0 tak speciálně pro t ≤ 0 máme

FY (t) ≤ FY (0) = P
(

1
X

≤ 0
)
= P

(
X < 0

)
= 0 .

Poznámka: Pokud P (A) = 0 pro nějaký jev A, pak dostaneme ihned P (B) = P (B∩A)+P (B∩A) = P (B∩A),
protože 0 ≤ P (B ∩ A) ≤ P (A) = 0.

Pro t > 0 ted’, opět d́ıky P
(
X ≤ 0

)
= 0, můžeme psát

FY (t) = P
(

1
X

≤ t
)
= P

(
( 1
X

≤ t) ∩ (X > 0)
)
= P

(
1
t
≤ X

)
= 1− P (X < 1

t
) = 1− FX

(
1
t

)

Po dosazeńı u = 1
t
pro t > 0 do FX tak dostáváme

FY (t) = 1− FX

(
1
t

)
=

{
1− 0 = 1 , 1

t
≤ 1 ∧ t > 0

1−
(
1− 1

t−1

)
= t , 1

t
≥ 1 ∧ t > 0

Celkem tedy dostáváme

FY (t) =





0 , t ≤ 0

t , 0 < t ≤ 1

1 , t ≥ 1
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s grafem

1

1

t

FY (t)

což znamená, že Y má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1), tj.

fY (t) = F ′
Y (t) =

{
1 , t ∈ (0, 1)

0 , jinak.

———————————————————————————————————————–

K hustotě fY se lze bez př́ımého výpočtu FY dostat pomoćı vzorce:

fh(X)(t) = −
fX

(
h−1(t)

)

h′
(
h−1(t)

)

kde h je osťre klesaj́ıćı diferencovatelná funkce a t je z definičńıho oboru h−1.

V našem př́ıpadě máme h(x) = 1
x

s definičńım oborem D(h) = (0,+∞). Jej́ı inverze h−1 má definičńı obor

D(h−1) = (0,+∞). Pro Y = h(X) dosazeńım opět máme

fY (t) = −
fX

(
h−1(t)

)

h′
(
h−1(t)

) = −fX(t−1)

h′(t−1)
=
{
h′(x) = − 1

x2

}
=

fX(t−1)

t2
=

{
0 , 0 < t−1 < 1 ⇔ t > 1,
t2

t2
= 1 , t−1 > 1 ⇔ t ∈ (0, 1).

Odvozeńı vzorce:

Pro t ∈ D(h−1) a Y = h(X) ted’ máme

FY (t) = P (h(X) ≤ t) = P (X ≥ h−1(t)) = 1− P (X < h−1(t)) = 1− FX

(
h−1(t)

)
.

Derivaci tud́ıž dostáváme

fY (t) = F ′
Y (t) =

(
1− FX

(
h−1(t)

))′

= {derivace složené a inverzńı funkce} = −
F ′
X

(
h−1(t)

)

h′
(
h−1(t)

) = −
fX

(
h−1(t)

)

h′
(
h−1(t)

) .

———————————————————————————————————————–

(d) Kvantil qX je inverzńı funkćı k osťre rostoućı funkci

FX(t) = 1− 1
t
pro t ∈ (1,+∞). Tedy

α = 1− 1
t

⇔ t = 1
1−α

a tud́ıž

qX(α) = 1
1−α

pro α ∈ (0, 1)

s grafem
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1

2

1

α

qX(α)

Kvantil qY je inverzńı funkćı k osťre rostoućı funkci
FY (t) = t pro t ∈ (0, 1). Tedy

qY (α) = α pro α ∈ (0, 1)

s grafem

1

1

α

qY (α)

———————————————————————————————————————–
Opět můžeme qY źıskat z qX pomoćı osťre klesaj́ıćı spojité funkce h jako

qh(X)(α) = h(qX(1 − α))

tedy po dosazeńı

qY (α) = h(qX(1− α)) =
1

qX(1− α)
=

1

α−1
= α .

6.5 (transformace spojité veličiny, kvantil)
Nezáporná náhodná veličina X má hustotu

fX(t) =







0 , t < 1

2

t3
, t ≥ 1

Uvažujme veličinu Y = 1

X+1
. Určete

(a) distribučńı funkci FY ,

(b) hustotu pravděpodobnosti fY ,

(c) kvantilové funkce qX a qY .
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Řešeńı:

Z př́ıkladu 5.6 už máme distribučńı funkci

FX(u) =






0 , u ≤ 1

1− 1
u2

, u ≥ 1

s grafem

1

1 2−1

u

FX(u)

(a) Protože X je nezáporná spojitá veličina, tak Y = 1
X+1

> 0 a pro t ≤ 0 tud́ıž je

FY (t) = P
(

1
X+1

≤ t
)
= 0 .

,
Pro t > 0 pak máme

FY (t) = P
(

1
X+1

≤ t
)
= P

(
1
t
≤ X + 1

)
= P

(
1
t
− 1 ≤ X

)
=

= 1− P
(
X < 1

t
− 1
)
= 1− FX

(
1
t
− 1
)
.

Dosazeńım u = 1
t
− 1 pro t > 0 do FX tak dostáváme

FY (t) = 1− FX

(
1−t
t

)
=





1−

(
1− 1

(

1−t

t

)

2

)
= t2

(1−t)2
, 1

t
− 1 ≥ 1 ∧ t > 0

1− 0 = 1 , 1
t
− 1 ≤ 1 ∧ t > 0

Celkově pak máme

FY (t) =






0 , t ≤ 0

t2

(1−t)2
, t ∈ (0, 1

2
〉

1 , t ≥ 1
2
.

s grafem

1

1−1

t

FY (t)

(b) Distribučńı funkce FY je opět (absolutně) spojitá.
Hustotu pravděpodobnosti fY veličiny Y dostaneme jako

fY (t) = F ′
Y (t) =






2t
(1−t)3

, t ∈ 〈0, 1
2
〉

0 , jinak .

Jej́ı graf je:
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2

4

6

8

0 1−1

t

fY (t)

1
2

———————————————————————————————————————–
Při výpočtu fY jsme také mohli postupovat podle vzorce z př́ıkladu 6.4:

fh(X)(t) = −
fX

(
h−1(t)

)

h′
(
h−1(t)

)

pro h(x) = 1
1+x

osťre klesaj́ıćı diferencovatelnou funkci na D(h) = (0,+∞) a t ∈ D(h−1) = (0, 1). Nyńı je

h−1(t) = 1
t
− 1 a dosazeńım opět máme

fY (t) = −
fX( 1

t
− 1)

h′( 1
t
− 1)

=
{
h′(x) = − 1

(1+x)2

}
=

=
fX
(
1−t
t

)

t2
=





0 , 1

t
− 1 < 1 ∧ t ∈ (0, 1) ⇔ t ∈

(
1
2
, 1
)
,

2

t2
(

1−t
t

)

3
= 2t

(1−t)3
, 1

t
− 1 > 1 ∧ t ∈ (0, 1) ⇔ t ∈

(
0, 1

2

)
.

———————————————————————————————————————–

(c) Kvantil qX je inverzńı funkćı k osťre rostoućı funkci
FX(t) = 1− 1

t2
pro t ∈ (1,+∞). Tedy

α = 1− 1
t2

⇔ t = 1√
1−α

a tud́ıž
qX(α) = 1√

1−α
pro α ∈ (0, 1)

s grafem

1

2

1

α

qX(α)

Kvantil qY je inverzńı funkćı k osťre rostoućı funkci

FY (u) = u2

(1−u)2
pro u ∈ (0, 1

2
). Tedy

α = u2

(1−u)2
⇔

√
α = u

1−u
= 1

1−u
− 1 ⇔ u = 1− 1

1+
√

α
=

√
α

1+
√

α
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a tud́ıž
qY (α) =

√
α

1+
√

α
pro α ∈ (0, 1)

s grafem

1

1

α

qY (α)

———————————————————————————————————————–
Opět můžeme qY źıskat z qX pomoćı osťre klesaj́ıćı spojité funkce h(x) = 1

1+x
jako

qh(X)(α) = h(qX(1 − α))

tedy po dosazeńı

qY (α) = h(qX(1− α)) =
1

1 + qX(1− α)
=

1

1 + 1√
α

=
√
α

1+
√

α
.

6.6 (transformace spojité veličiny)
Náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (−2, 2). Zobraźıme ji funkci h, defino-

vanou následovně:

h(x) =







0 , x < 0
x2 , 0 ≤ x ≤ 1
1 , x > 1.

Nalezněte rozděleńı náhodné veličiny Y = h(X).

Řešeńı:

(a) Krátké řešeńı: Protože 0 ≤ Y = h(X) ≤ 1, tak

FY (t) = P (h(X) ≤ t) =

{
0 , t < 0
1 , t ≥ 1.

Pro t ∈ 〈0, 1) máme

h(X) ≤ t ⇔
(
X < 0 ∨

(
X ∈ 〈0, 1〉 & X2 ≤ t

))
⇔

⇔
(
X < 0 ∨

(
X ∈ 〈0, 1〉 & X ≤

√
t
))

⇔ X ≤
√
t

a tud́ıž

FY (t) = P (h(X) ≤ t) = P (X ≤
√
t) = FX(

√
t) .

Ted’ už stač́ı jen dosadit za FX . Protože veličina X je spojitá s konstantńı hustotou na intervalu (−2, 2), tak
jej́ı distribučńı funkce FX bude lineárńı na tomto intervalu. Jinak bude konstantńı a celkově spojitá:
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1

1 2−1−2

u

FX(u)

Tedy

FX(u) =






0 , u < −2
u+2
4

, u ∈ 〈−2, 2〉
1 , u > 2.

a po dosazeńı u =
√
t pro t ∈ 〈0, 1) dostaneme:

FY (t) =





0 , t < 0√
t+2
4

, t ∈ 〈0, 1)
1 , t ≥ 1.

1

1 2−1−2

t

FY (t)

Veličina Y = h(X) tedy nemá spojité rozděleńı ale smı́̌sené, přestože veličina X je (absolutně) spojitá a i funkce
h je spojitá.

(b) Řešeńı použitelné i pro obecněǰśı př́ıpady: Pro distribučńı funkci veličiny Y = h(X) máme

FY (t) = P (Y ≤ t) = P (h(X) ≤ t) = P
(
h(X) ∈ (−∞, t〉

)
= P

(
X ∈ h−1(−∞, t〉

)

Pod́ıváme se proto, jak vypadaj́ı množiny h−1(−∞, t〉. To snadno uvid́ıme z grafu funkce h:

1

1 2−1−2

x

h(x)

t

√
t

Když ”uř́ızneme”z grafu všechno, co je nad danou hladinou t a zbytek promı́tneme na vodorovnou osu, dosta-
neme právě hledanou množinu. Tedy:

h−1(−∞, t〉 =





R , t ≥ 1

(−∞,
√
t〉 , 0 ≤ t < 1

∅ , t < 0.

Takže můžeme psát:

FY (t) = P
(
X ∈ h−1(−∞, t〉

)
=





P (X ∈ R) = 1 , t ≥ 1

P
(
X ∈ (−∞,

√
t〉
)
= FX(

√
t) , 0 ≤ t < 1

P (X ∈ ∅) = 0 , t < 0.
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Zbytek postupu už pak bude stejný jako výše.
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