7. cviceni z PST

14. listopadu 2018

7.1 Nahodna velicina X méa hustotu pravdépodobnosti
c-27t [ t>0

fx(t) =
0 , <0

kde ¢ € R je konstanta.
(a) Urcete hodnotu ¢, typ rozdéleni, stfedni hodnotu E(X) a rozptyl D(X) .

(b) Najdéte ¢ > 0 tak, aby P(|X — E(X)| < ¢) = 0.9 (neboli hleddme 90% oboustranny interval
spolehlivosti se stfedem v E(X)).

2

Reseni:
(a) Abychom meéli hustotu pravdépodobnosti, mus{ platit, ze fx(t) > 0 pro vSechna t € R a ze

%) “+oo +oo 67t1n2
1:/ fx(@) dt:/ c27t dt:c/ 67““2dt:c{
— 0o 0 0 —1In2

tedy ¢ = In2 = 0.693.
Hustota je tedy tvaru

+oo c

. T inz

(In2) -2~ (: %e*%) L 1>0
Ix(@t) =
0 L t<0

kde 7 = ﬁ = 1.443 a jeji graf je:

Ix ()
1
In2




Stiedni hodnotu i rozptyl exponencidlniho rozdéleni sice uz zndme, ale ted si je také explicitné ovéfime. Pomoci
hustoty spoc¢itame stfedni hodnotu

o0 oo 1 oz _z Tr=00 o0 =z oz =00
E(X):/ m-fX(x)dmZ/O x-—e rdw:[—mve r] 0—1—/0 e Td(E:[—T'e Ti|1'70 =7
— 0o -
——

a rozptyl

2y _ [T 2 _ [T 2 1 _[_ 2 -z
E(X*) = z° - fx(x) de = z° 2e T dr = z°-e
—o0 0

=0 =7-E(X)

Tedy
D(X) = E(X?) - (BE(X))? = 2r% — 72 = 7 = 0.4806.

Poznamka: Obecné pro borelovskou funkei h : R — R (tj. takovou, Ze vzorem intervalu je borelovskd mnozina
- neboli mnozina, kterd se dé posklddat z intervali pomoci spocetného sjednocovani a dopliikll), napf. pro h po
céastech spojitou funkci, plati, ze
E(h(X)) :/ h(u) - fx(u) du .
— 00
Je jesté jiny zpusob, jak spolitat totéz (ovSem pouze za piedpokladu, ze veli¢ina Y = h(X) m4 hustotu fy !!!
- a to velmi asto nastat nemusi):

BGO) = [ u o () du
Zatimco ale druhy ze zpusobu vyZzaduje znalost (a existenci) hustoty In(x), tak prvni zpisob miZeme pouzit
pro (absolutné) spojitou veli¢inu X vzdy.
(b) Hleddme £ > 0 tak, ze
09=P(|X —E(X)|<e)=P(r—e<X<71+e)=Fx(r+e)—Fx(r—e¢).
Dale musime rozlisit pripady:

e c>T:

09=Fy(r+e)—Fx(r—e)=1l—e 7 -0 & e =0l & e=7(n10)—1) (>7)
———
=2.3026

tedy podminka & > 7 je splnéna a my dostdvame € = 2.3026 - 7 = 1.8792 . Dal3{ ptipad (tj. € < 7) uz tudiz

nemusime Fesit, protoze diky tvaru hustoty jiz nemuze mit FeSeni (pfi zmenSovéni € by uz nutné musela
T4e

hodnota vyrazu Fx (r +¢) — Fx(t —¢) = [ fx(t) dt klesat a nemohla by tedy byt zachovdna hodnota
T—E€

0.9). Pfesto si ho z cvi¢nych divodu vyfesime.

o LT

Ao

— ef§> /e

=2sinh(£)

09=Fx(r+e)—Fx(r—e)=1—e "+ — (1_677?) - (e

Pak ale dostdvdme (diky monotonii hyperbolického sinu a toho, ze % <1):

11
0.45¢ = sinh (f) <sinh()= "% o el<ole & 10<e?=7389
T

kde posledni nerovnost neplati. Tudiz tento (druhy) pfipad nem4 Feseni.

7.2 Nahodna velicina X méa hustotu pravdépodobnosti

(In2)-27% [ t>0

fx(t) =
0 <0,
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(a) Pro velicinu Y = /| X| urcete stiedn{ hodnotu E(Y"), rozptyl D(Y') a hustotu pravdépodobnosti
fr

(b) Spocitejte horni kvartil ¢x (0.75).

Reseni:
(a) Pomoci hustoty veli¢iny X spocitdme stfedni hodnotu veli¢iny Y = /| X|. Hustotu fx si pro jednodussi

pocitani zapiSeme jako
lemr >0
fx(t) =

0 ,t<0
1
kdeT_an'
o e 1 —z x:y2
) =BWIRD = [ Vil ix@ o= [T Ve te Fa={ 12y L
[o'e] 2 — [o'e] 2
_ R o L gyl y=vrou |
A A P L
N——
=0
oo
1
:ﬁ/ e du=VT = T oeas
0 2V In
| —
=7/2

Posledni integral je tabulkovd hodnota (kterd se jinak pocitd pomoci vhodného dvojného integrélu). Pro rozptyl
vyuZzijeme toho, ze X mé exponenciédln{ rozdélen{ a tudiz E(|X|) = E(X) = 7:

2
2 ™ ™ ™
D(Y) = E(Y?) — (E(Y))? :E<\/|X\ )— (i\/?) =T .= (1— —)T:

2 4 4

T 1 .

= (1 - —) — =0.3096
4/ In2
Pro zjisténi hustoty fy si nejdiive urc¢ime distribuc¢ni funkci Fy:

o t<O: Fy(t):P( |X\§t> =0
o t>0: Fy(t)=P (\/W < t) = P(IX| < 12) = P(—12 < X < 2) = Fx(t2) — Fx(—t%) = Fx(t?)
—_———

=0
Zderivovanim (tam, kde lze) pak dostaneme hustotu:

o t<0: fy(t)=Fi(t)=0
o t>0: fy(t)=FL(t) = (Fx(t?) =2t - F%(t?) =2t- fx(t?) =2In(2) - ¢ 9—t?

s grafem

fr(®)
1

S 4

BE(Y) 2 3

Poznamenejme, Ze se znalosti hustoty fy jsme mohli uréit E(Y) a E(Y2) také "standardng”, tj.

E(Y):/Oo t- fy(t) dt:/Ooot~21m(2)1t2*t2 dt:u-:%,/é

2 2 2 —t? 1
E‘(Y):/ t -fy(t)dt:/ t“-21In(2)t 2 dt=---= —.
— 00 0 In2

Tento druhy zpusob ale pochopitelné vyzaduje, aby hustota fy existovala, coz se ale nemusi (pro obecnou
Y = h(X)) vzdy stat!!
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(b) Hleddme takové t € R (evidentné bude ¢t > 0), ze qx(0.75) = ¢ neboli 0.75 = Fx (¢x(0.75)) = Fx (1)
(protoze Fx je na intervalu (0, +00) ostie rostouci a spojitd, takze ¢x je tady jeji inverzi). Tedy
In4

=2

075=Fx(t)=1—e 7 © t=-7In(0.25) = — =
In2

7.3 (ndhodny vektor - diskrétni)
Diskrétni ndhodny vektor (X,Y’) mé sdruzenou pravdépodobnostni funkei px,y ddnu tabulkou:

pX,Y(Iay) : Yy 0 1 2
X
0 [ 1/18] 1/9 | 1/6
T 1/9 [1/18] 1/9
2 [ 1/6 | 1/6 | 1/18

(a) Stanovte pravdépodobnost P(3 < X <3 & Y >1).
(b) Urcete margindlni rozdéleni velicin X a Y.

(c) Zjistéte, zda X a Y jsou nezdvislé. Pokud ne, popiste rozdéleni ndhodného vektoru (X', Y”) se
stejnymi marginalnimi rozdélenimi, jehoz slozky jsou nezévislé veli¢iny.

(d) Vypoctéte korelaci o(X,Y).

Reseni:
Sdruzend pravdépodobnostni funkce px,y pro diskrétni ndhodny vektor (X,Y") je definovdna analogicky jako pro
nahodnou funkci, tj.
pro (i, ) € R2.
(a) Zfejme
1 1 1 1 7

P(%gxgs&yzl> :P((X,Y)e{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)})=E+§+6+E:E.

(b) Marginélni pravdépodobnostni funkce px a py (tj. pravdépodobnostni funkce jednotlivych slozek vektoru)
px()=P(X=i)=P(X=iY eR)=) P(X=4iY=4j)=) pxy(ij)
JER JER
py()) =P(Y =j) == pxy(i,j)
i€R
ziskdme pro jednotlivé hodnoty se¢tenim pravdépodobnosti v fadcich (px) a sloupcich (py) nasi tabulky:

X Y 0 1 2 px
0 /18 | 1/9 | 1/6 || 1/3
1 1/9 | 1/18 | 1/9 || 5/18
2 1/6 | 1/6 | 1/18 || 7/18
Lpy L 1/3 1 1/3 [ 1/3 1] |

(c) Veliciny X a Y jsou nezivislé préve kdyz

Fxy(i,j) = Fx (i) - Fy(j) pro vSechna (4,7) € R?
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coz je v ptipadé existence sdruzené hustoty ekvivalentni podmince
px.v(i,j) =px () -py(j) pro viechna (i,5) € R? .

Protoze v nasem pfipadé napf. px y (0,0) = 1_18 #* % . % =px(0) - py(0), tak X a Y jsou zdvislé.

Necht (X’,Y’) je nyni ndhodny vektor s nezdvislymi slozkami takovymi, Ze pxs = px a pys = py. Pak pro
jeho pravdépodobnostni funkci mame px/ y/(4,j) = px (i) - py(j) a mizeme ji tak popsat nasledujici tabulkou:

X~ 0 1 2 px/
0 /9 [ 1/9 | 1/9 ]| 1/3
I 5/54 | 5/54 | 5/54 || 5/18
2 7/54 | 7/54 | 7/54 |[ 7/18
v T BB [y
(d) Korelace je dédna jako
cov(X,Y) E((X - BX) - (Y - BY)) E(XY) - E(X) - E(Y)

XY = S Tbw) \/E<(X_ ox)’). \/E<(Y_ )?) T VEX?) —EX)? VEY?) —EQY)?

Spocitdme jednotlivé stfedni hodnoty (muzZeme si pomoci i sou¢inem matic):

1 5 719
EX)=0--4+1-—+4+2-— = —
(X) 3 18 18 18
1 5 7011
E(X%)=0%-2+4+12. = 422. — ==
(X% st T RTS
1 1 1
EY)=0--+41--42--=1
™) sty Ty
1 1 1 5
EY?)=0%--41%2.2422.2 =2
¥ gt g T
/18 1/9 1/6 0
E(XY)= Y ij-pxy(,5) =012 | 1/9 1/18 1/9 |- 1 |=
(i) ER2 1/6 1/6 1/18 2
_ 1/18  1/9 1) 15
_(1’2)'(1/6 1/18)'(2)‘1_8
Korelace tedy je
15 19
o(X,Y) = E(XY) - E(X) - E(Y) _ 18 18 L _
) 2) _ 2. 2y _ 2 11 19 5
VEX2)—EX)?-/EXY?) - EY) \/? —(19)2. \/§ _ 12
3 .
= —44/ — = —0.32094 .
466

Pro pripomenuti:
Na (redlném) vektorovém prostoru vSech ndhodnych veli¢in s koneénou stfedni hodnotou a koneénym rozptylem

(které ztotoznime, pokud se rovnaji s pravdépodobnosti 1) zavddime skaldrni sou¢in
XeY :=E(XY)
a normu || X|| (neboli ”délku”vektoru X) pfirozend zadanou jako || X|| := VX e X = /E(X?2).
Korelace je pak dana pomoci vztahu
(X —EX)e(Y - EY)
X - EX||- Y - BY||

o(X,Y):

tedy jako kosinus dhlu a mezi slozkami X — EX a Y — EY veli¢cin X a Y (kde slozky X — EX aY — EY jsou v

prostoru vsech veli¢in s nulovou stfedni hodnotou).

Uhel o € (0, 7) mezi nasimi ndhodnymi veli¢inami X — EX a Y — EY je tedy
arccos (o(X,Y)) = arccos(—0.32094) = 108, 72° .

Page 5



Praktické pouziti korelace:
Pokud méame dvé veliciny X a Y takové, ze

e vychylka veliciny X od jejiho pruméru je nezdpornd pravé kdyz vychylka Y zase od jejiho prumeéru je také
nezaporna,

pak dostaneme nezdpornou korelaci.

Neboli plati: Jestlize
X-EX>0« Y—-EY >0 (coi implikuje, ze (X —EX)(Y — EY) > 0)
pak je o(X,Y) > 0.

Obdobné plati: Jestlize
X-EX)>0 < Y-EY)<O0
pak je o(X,Y) < 0.

Ackoliv zpétné implikace v obou piipadech neplati, pfesto ndm korelace umoziuje néjakym zpusobem zachytit
jistou miru kauzalni zavislosti dvou velicin.

7.4 (ndhodny vektor - diskrétni)
Diskrétni ndhodny vektor (X,Y) mé sdruzenou pravdépodobnostni funkei px y ddnu tabulkou:

pxy(z,y): Yy 0 1 9

T[1/8] 0 | 1/8
0 |1/4]1/4
A 1/8[1/8] 0

Urcete:

(a) pravdépodobnost P(X -Y > 2.5).
(b) marginélni pravdépodobnostni funkce px a py ndhodnych velicin X a Y.

(¢) zda jsou ndhodné veliciny X a Y zdvislé ¢ nezavislé. Pokud nejsou, popiste rozdélen{ ndhodného
vektoru (X', Y”) se stejnymi margindlnimi rozdélenimi, jehoz slozky jsou nezévislé veliciny.

(d) koeficient korelace o(X,Y).

Reseni:
Postup je analogicky jako v 7.5.
(a) Mdme
XYZ25 = (X7Y) € {(371)7(372)7(471)7(472)}
a tedy

1 1 1 5
P(X-Y>25)=P((X,Y)e{(3,1),(3,2),(4,1),(4,2 =-4+-4+-4+0=-.
(XY 225) = P((X.Y) € {(3.1).(3.2). (4.1, (4.2)}) = + 7 + 5 +0=2
(b) Marginélni pravdépodobnostni funkce px a py (tj. pravdépodobnostni funkce jednotlivych slozek vektoru)

ziskdme pro jednotlivé hodnoty sectenim pravdépodobnosti v fddcich (px) a sloupcich (py) nasf tabulky:

X Y 0 1 2 PX

1 1I/S] 0 | 1/8 ] 1/4

3 0 | 1/4 | 1/4] 1/2

1 18 [1/8] 0 || 1/4
v Talon o] ]
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(¢) V tabulce se vyskytla nulovd pravdépodobnost, konkrétné

1
px,y(4,2) =0# 1

takze X a Y jsou zavislé.

3
8

=px(4) pv(2)

Necht (X’,Y’) je nyni ndhodny vektor s nezdvislymi slozkami takovymi, Ze px: = px a pys = py. Pak pro
jeho pravdépodobnostni funkci mdme px/ vy (i,5) = px/ (i) - py(j) a mizeme ji tak popsat nasledujici tabulkou:

X’ Y’ 0

1

2

px

1 1/16

3/32

3/32

1/4

3 1/8

3/16

3/16

1/2

1 1/16

3/32

3/32

1/4

[ Py’

I 1/4 [ 3/8 [ 3/8

(d) Spocitdme korelaci X a Y:

E(X)=1.

+
w

E(Xx?*=1%.

E(Y)=0-

+
[y
M

E(Y?) =02.

[l B SR B B
N
I

E(XY)= Y ij-pxy(i,j)=1-2-
(i,5)ER2
Korelace tedy je
WX, V) = E(XY) - E(X) - E(Y) _ L. _
VE(X2) - E(X)2-\/E(Y?2)-E(Y)? ¢%—NU?J%—%P
= 4016 (60, 55°)
= /15 =0. = arccos(60, .

Uhel mezi ndhodnymi veli¢inami X — E(X) a Y — E(Y) je pak 60, 55°.

7.5 (korelace)
Néhodny vektor (X,Y) m4d ndsledujic{ parametry:
E(X)=10, ox =5, E(Y)=150, oy =20, o(X,Y)=0.5 (korelace).
Stanovte stfedni hodnotu a rozptyl nahodnych veli¢in

T=2X+3 U=20-Y, V=X+Y.

Reseni:

Kovariance cov(-,-) mé tyto vlastnosti:

e je linedrni v kazdé slozce zv1ast (tj. bilinedrni),
cov(Z + ¢, W 4+ d) = cov(Z,W) pro vSechna c,d € R,
e symetrickd (tj. cov(Z, W) = cov(W, Z)) a
e cov(Z,2) = D(Z) = (07)2.

; . cov(X,Y cov(X,Y
Déle Je Q(va) = \/D()({)D()Y) = U)E'UY)

Stfedni hodnota:
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E(T)=E(2X +3) =2E(X)+3=2-10+3 = 23
E(U) = E(200 — Y) = 200 — E(Y) = 200 — 150 = 50
E(V)=E(X+Y)=E(X)+ E(Y) =10+ 150 = 160

Rozptyl:
D(T) = D(2X +3) = D(2X) =22 - D(X) =22 - (ox)? =4-25 =100
D(U) = D(200 —Y) = (-=1)2- D(Y) = (oy)? = 400
DV)=D(X+Y)=cov(X+Y,X+Y) =cov(X, X) +cov(X,Y) + cov(Y, X) + cov(Y,Y) =
=D(X)4+2-cov(X,Y)+ DY) = (6x)?+2-oxoyo(X,Y) + (0y)? =254+2-5-20- 0.5+ 400 = 525 .
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