
8. cvičeńı z PST

21. listopadu 2018

8.1 (náhodný vektor - pokračováńı z minula)
Náhodný vektor (X,Y ) má sdruženou pravděpodobnostńı funkci pX,Y dánu tabulkou:

pX,Y (x, y): y

x
0 1 2

0 1/18 1/9 1/6
1 1/9 1/18 1/9
2 1/6 1/6 1/18

Určete pravděpodobnostńı funkci pZ pro veličinu Z = X + Y .

Řešeńı:

U veličin X a Y předpokládáme obory hodnot určené tabulkou (ostatńı hodnoty mohou být také př́ıpadně
nabyty, ale s nulovou pravděpodobnost́ı). Obor hodnot veličiny Z je pak určen jako

{i+ j | i, j = 0, 1, 2} = {0, 1, 2, 3, 4}

a pravděpodobnostńı funkce vznikne nasč́ıtáńım pravděpodobnost́ı pro jednotlivé př́ıpady

pZ(k) = P (X + Y = k) =
∑

i+j=k
i,j∈R

P (X = i, Y = j)
︸ ︷︷ ︸

pX,Y (i,j)

=







1
18

, k = 0

1
9
+ 1

9
= 2

9
, k = 1

1
6
+ 1

18
+ 1

6
= 7

18
, k = 2

1
6
+ 1

9
= 5

18
, k = 3

1
18

, k = 4

0 , jinak.

8.2 (náhodný vektor - pokračováńı z minula)
Náhodný vektor (X,Y ) má sdruženou pravděpodobnostńı funkci pX,Y dánu tabulkou:

pX,Y (x, y) : y

x
0 1 2

1 1/8 0 1/8
3 0 1/4 1/4
4 1/8 1/8 0

Určete pravděpodobnostńı funkci pZ pro veličinu Z = X · Y .

Řešeńı:

U veličin X a Y předpokládáme obory hodnot určené tabulkou (ostatńı hodnoty mohou být také př́ıpadně
nabyty, ale s nulovou pravděpodobnost́ı). Obor hodnot veličiny Z je pak určen jako

{i · j | i = 1, 3, 4; j = 0, 1, 2} = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 8} .



Pravděpodobnostńı funkce vznikne nasč́ıtáńım pravděpodobnost́ı pro jednotlivé př́ıpady, přičemž některé hodnoty
(konkrétně 1 a 8) budou mı́t nulovou pravděpodobnost (ty pak nebudeme explicitně vypisovat).

pZ(k) = P (X · Y = k) =
∑

i·j=k
i,j∈R

P (X = i, Y = j)
︸ ︷︷ ︸

pX,Y (i,j)

=






1
8
+ 0 + 1

8
= 1

4
, k = 0

1
8

, k = 2

1
4

, k = 3

1
8

, k = 4

1
4

, k = 6

0 , jinak.

8.3 (kovariančńı a korelačńı matice)
Náhodný vektor (X,Y ) má kovariančńı matici.

(

3 2
2 4

)

(a) Rozhodněte, zda jsou náhodné veličiny X a Y závislé či nezávislé.

(b) Napǐste korelačńı matici náhodného vektoru (X,Y ).

(c) Napǐste korelačńı a kovariančńı matice náhodných vektor̊u (X,−Y ) a (X, 2Y − 1).

Řešeńı:

Př́ıklad 8.9: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/18cv8.pdf

8.4 (kovariance, kovariančńı a korelačńı matice)
Pro náhodné veličiny X a Y plat́ı, že

D(X) = 3, D(Y ) = 4, cov(X,Y ) = −2.

Pro náhodné veličiny
U = 3X + 4Y − 1 a V = −2X + 2Y + 3

určete

(a) koeficient kovariance cov(U, V ).

(b) rozptyl D(X + Y ).

(c) kovariančńı a korelačńı matice náhodných vektor̊u (X,Y ) a (X,−2Y ).

Řešeńı:

(a) Dı́ky bilinearitě kovariance můžeme jednotlivé složky ”roznásobit”:

cov(U, V ) = cov(3X + 4Y − 1, −2X + 2Y + 3) = cov(3X + 4Y, −2X + 2Y ) =

= 3 · (−2) · cov(X,X) + 3 · 2 · cov(X, Y ) + 4 · (−2) · cov(Y,X) + 4 · 2 · cov(Y, Y ) =

= (−6) ·D(X) + (−2) · cov(X, Y ) + 8 ·D(Y ) = (−6) · 3 + (−2) · (−2) + 8 · 4 = 18 .

Jak je vidět, znalost E(X) a E(Y ) jsme v̊ubec nepoťrebovali!
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Poznámka: Vlastnosti kovariance si můžeme zapamatovat pomoćı definice

cov(Z,W ) = π(Z) • π(W ) ,

kde π(Z) = Z −E(Z) a • je skalárńı součin daný jako sťredńı hodnota součinu veličin.

Je dobré si všimnout, ze d́ıky bilinearitě můžeme také použ́ıvat přehledněǰśı maticový zápis:

cov(aX + bY, cX + dY ) = (a, b)
(

cov(X,X) cov(X,Y )
cov(Y,X) cov(Y,Y )

)(
c

d

)

V našem př́ıpadě tedy

cov(U, V ) = (3, 4)
(

3 −2
−2 4

)(−2
2

)

= (3, 4)
(−10

12

)

= 18 .

(b) Využijeme vlastnosti kovariance:

D(X + Y ) = cov(X + Y,X + Y ) = cov(X,X) + cov(X, Y ) + cov(Y,X) + cov(Y, Y ) =

= D(X) + 2 · cov(X, Y ) +D(Y ) =

= 3 + 2 · (−2) + 4 = 3 .

(c) Kovariančńı matice pro (X, Y ):

(
cov(X,X) cov(X,Y )
cov(Y,X) cov(Y,Y )

)

=
(

D(X) cov(X,Y )
cov(X,Y ) D(Y )

)

=
(

3 −2
−2 4

)

Korelačńı matice pro (X, Y ):

(
̺(X,X) ̺(X,Y )
̺(Y,X) ̺(Y,Y )

)

=

(
1

cov(X,Y )√
D(X)·D(Y )

cov(X,Y )√
D(X)·D(Y )

1

)

=

(
1 − 1

√

3

− 1
√

3
1

)

protože máme ̺(X, Y ) =
cov(X,Y )√
D(X)·D(Y )

= −2√
3·4 = − 1√

3
.

Podobně pro vektor (X,−2Y ) máme korelačńı matici:

(
D(X) cov(X,−2Y )

cov(X,−2Y ) D(−2Y )

)

=
(

D(X) −2·cov(X,Y )

−2·cov(X,Y ) (−2)2·D(Y )

)

=
(
3 4
4 16

)

a korelačńı matici:

(
1 4

√

3·16
4

√

3·16
1

)

=

(
1 1

√

3
1

√

3
1

)

což neńı překvapeńı, protože d́ıky definici korelace máme, že:

̺(aX, bY ) = sgn(a) · sgn(b) · ̺(X, Y )

pro a 6= 0 a b 6= 0.

8.5 (spojitý náhodný vektor)
Náhodný vektor (X,Y ) má spojité rovnoměrné rozděleńı v množině

E = {(x, y) ∈ R
2 | y ≥ 0, x+ y ≤ 1, y − x ≤ 1} .

Určete:

(a) sdruženou hustotu fX,Y .

(b) marginálńı hustoty fX , fY .

(c) zda jsou náhodné veličiny X a Y závislé či nezávislé.

(d) hodnotu P (X + Y ≥ 1

2
).

(e) koeficient korelace ̺(X,Y ).
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Řešeńı:

Př́ıklad 8.6: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/18cv8.pdf

(d) Množina E je trojúhelńık

1

1−1

x

y

E

Sdružená hustota je tedy dána jako

fX,Y (x, y) =

{

1 , (x, y) ∈ E

0 , jinak,

tedy tak, aby byla konstantńı na E, nulová mimo E a integrál z hustoty byl roven 1.
Jev “X + Y ≥ 1

2
” je množina Φ−1(F ), kde Φ = (X, Y ) : Ω → R

2 je náš náhodný vektor a

F = {(x, y) ∈ R
2 | x+ y ≥ 1

2
}

tj. Φ−1(F ) je vzor množiny F ⊆ R
2 při zobrazeńı Φ. Pravděpodobnost tohoto jevu tak dostaneme zintegrováńım

hustoty přes množinu F , neboli

P (X + Y ≥ 1
2
) =

∫∫

F={(a,b)∈R2 | a+b≥ 1
2
}

fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

E∩F

1 dx dy .

Množina E ∩ F je tvaru

E ∩ F : 1
2
≤ x+ y ≤ 1 ∧ y − x ≤ 1 ∧ y ≥ 0

1

1−1

x

y

E∩F

︸ ︷︷ ︸

3
2

︷
︸
︸
︷

3
4

Protože rozděleńı pravděpodobnosti je rovnoměrné na E, jedná se prostě o geometrickou pravděpodobnost.
Velikost plochy E ∩F spoč́ıtáme snadněji pomoćı doplňkové plochy (tj. trojúhelńıka s výškou 3

4
a základnou 3

2
) do

p̊uvodńıho trojúhelńıka E (s plochou 1):

P (X + Y ≥ 1
2
) = 1− 1

2
· 3
4
· 3
2
= 7

16
.

(e) Pro kovarianci máme

̺(X, Y ) =
E(XY )−E(X) · E(Y )

√
D(X) ·D(Y )

.

Přitom je

E(XY ) =

∫∫

R2

xy · fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

A

2xy dx dy =

=

1∫

0

1−y∫

y−1

2xy dx dy =

1∫

0

y
[
x2
]x=1−y

x=y−1
︸ ︷︷ ︸

=0

dy = 0.
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To, že tento integrál vyjde nula bylo vidět už na začátku z lichosti integrované funkce (tj. xy · fX,Y (x, y))
vzhledem k proměnné x (lichost této funkce je pochopitelně určena i t́ım, že množina A je symetrická podle osy y).
Ze stejných d̊uvod̊u bude nulový i následuj́ıćı integrál:

E(X) =

∫∫

R2

x · fX,Y (x, y) dx dy = 0

Takže ̺(X, Y ) = 0, ačkoliv veličiny X a Y nezávislé nejsou (viz (c)).

8.6 (spojitý náhodný vektor)
Náhodný vektor (X,Y ) má spojité rovnoměrné rozděleńı v množině

E = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0} .

Určete:

(a) sdruženou hustotu fX,Y .

(b) marginálńı hustoty fX , fY .

(c) zda jsou náhodné veličiny X a Y závislé či nezávislé.

(d) hodnotu P (X ≤ Y ).

(e) koeficient kovariance cov(X,Y ).

Řešeńı:

Množina E je p̊ulkruh

1

1−1

x

y

E

(a) Sdružená hustota je tedy dána jako

fX,Y (x, y) =

{

c , (x, y) ∈ E

0 , jinak,

kde c je konstanta taková, aby integrál z hustoty byl roven 1, tedy

1 =

∫∫

R2

fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

E

c dx dy = c

∫∫

E

1 dx dy = c · π
2

neboli

c =
2

π
.

Integrál
∫∫

E

1 dx dy jsme mohli bud’ skutečně spoč́ıtat (např. pomoćı polárńıch souřadnic) nebo prostě využ́ıt jeho

geometrickou interpretaci, tj. že je to obsah p̊ulkruhu o poloměru 1.

(b) Marginálńı hustota je nyńı jen př́ıslušně parciálně zintegrovaná sdružená hustota. Funkci fX,Y tedy vždy
integrujeme podél vhodného řezu množiny E:
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1

1−1

x

y

(−
√

1− y2, y) (
√

1− y2, y)

(x,
√

1− x2)

(x, 0)

E

Pro x ∈ 〈−1, 1〉 tak máme

fX(x) =

∞∫

−∞

fX,Y (x, y) dy =

√
1−x2
∫

0

2

π
dy =

2

π

√

1− x2

a pro y ∈ 〈0, 1〉 máme

fY (y) =

∞∫

−∞

fX,Y (x, y) dx =

√
1−y2
∫

−
√

1−y2

2

π
dx =

4

π

√

1− y2 .

Celkově tedy

fX(x) =

{
2
π

√
1− x2 , x ∈ 〈−1, 1〉

0 , jinak,

s grafem

1

1 2−1−2

x

fX(x)

a podobně

fY (y) =

{
4
π

√
1− y2 , y ∈ 〈0, 1〉

0 , jinak,

s grafem

1

1 2−1−2

y

fY (y)

(c) Veličiny X a Y jsou nezávislé právě když

FX,Y (x, y) = FX(x) · FY (y) pro všechna (x, y) ∈ R
2 .
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V př́ıpadě existence sdružené hustoty je to ekvivalentńı tomu, že

fX,Y (x, y) = fX(x) · fY (y) pro SKORO všechna (x, y) ∈ R
2 .

Tedy množina, kde to neplat́ı, má nulový obsah.

Speciálně, pro nezávislé veličiny muśı platit následuj́ıćı (pouze nutná podmı́nka!):

Necht’

S = {(x, y) ∈ R
2 | fX,Y (x, y) 6= 0}

a π1, π2 : R2 → R jsou projekce na jednotlivé souřadné osy, tj. π1(x, y) = x a π2(x, y) = y. Pokud jsou veličiny X

a Y nezávislé, má množina
(

π1(S)× π2(S)
)

\ S

nulový obsah.

V našem konkretńım př́ıpadě S = E a π1(E) = 〈−1, 1〉 a π2(E) = 〈0, 1〉. Ovšem množina
(

π1(E)× π2(E)
)

\ E = “obdélńık” \ “p̊ulkruh”

tj.

1

1−1

x

y

zřejmě nulový obsah NEMÁ. Veličiny X a Y tud́ıž NEJSOU nezávislé.

(d) Jev “X ≤ Y ” je množina Φ−1(F ), kde Φ = (X, Y ) : Ω → R
2 je náš náhodný vektor a

F = {(x, y) ∈ R
2 | x ≤ y}

tj. Φ−1(F ) je vzor množiny F ⊆ R
2 při zobrazeńı Φ. Pravděpodobnost tohoto jevu tak dostaneme zintegrováńım

hustoty přes množinu F , neboli

P (X ≤ Y ) =

∫∫

F={(a,b)∈R2 | a≤b}

fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

E∩F

2
π

dx dy .

Množina E ∩ F je tvaru
E ∩ F : x2 + y2 ≤ 1 ∧ x ≤ y ∧ y ≥ 0

1

1−1

x

y

E ∩ F

Protože rozděleńı pravděpodobnosti je rovnoměrné na E, jedná se prostě o geometrickou pravděpodobnost, a
protože plocha E ∩ F jsou 3

4
plochy E (přitom obsah plochy E je evidentně π

2
), tak máme ihned, že

P (X ≤ Y ) =

∫∫

E∩F

1 dx dy

π
2

=
obsah E ∩ F

obsah E
= 3

4
.
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Ale stejně si integrál ještě spoč́ıtáme explicitně a to pomoćı substituce polárńımi souřadnicemi

P (X ≤ Y ) =

∫∫

E∩F

2
π

dx dy =

[ x=r cosϕ
y=r sinϕ
0≤r≤1
π
4
≤ϕ≤π

]

= 2
π

π∫

π
4

1∫

0

r dr dϕ =

= 2
π

π∫

π
4

[
r2

2

]r=1

r=0
dϕ = 1

π

π∫

π
4

1 dϕ =
π−π

4
π

= 3
4
.

(e) Pro kovarianci máme
cov(X, Y ) = E(XY )− E(X) ·E(Y ) .

Přitom je

E(XY ) =

∫∫

R2

xy · fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

A

2
π
xy dx dy =

[ x=r cosϕ
y=r sinϕ
0≤r≤1
0≤ϕ≤π

]

=

= 2
π

π∫

0

1∫

0

r3 cosϕ sinϕ dr dϕ = 2
π

( 1∫

0

r3 dr

)

·
( π∫

0

cosϕ sinϕ dϕ

)

=

= 2
π
· 1
4
·
[
sin2 ϕ

2

]ϕ=π

ϕ=0
= 0

To, že tento integrál vyjde nula bylo vidět už na začátku z lichosti integrované funkce (tj. xy · fX,Y (x, y))
vzhledem k proměnné x (lichost této funkce je pochopitelně určena i t́ım, že množina A je symetrická podle osy y).
Ze stejných d̊uvod̊u bude nulový i následuj́ıćı integrál:

E(X) =

∫∫

R2

x · fX,Y (x, y) dx dy = 0

Máme tedy
cov(X, Y ) = 0

a připomeňme si, že veličiny X a Y přitom nezávislé nejsou (viz tvar množiny A). Z cvičných d̊uvod̊u si ještě
spoč́ıtáme E(Y ):

E(Y ) =

∫∫

R2

y · fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

A

2
π
y dx dy =

[ x=r cosϕ
y=r sinϕ
0≤r≤1
0≤ϕ≤π

]

=

= 2
π

π∫

0

1∫

0

r2 sinϕ dr dϕ = 2
π

( 1∫

0

r2 dr

)

·
( π∫

0

sinϕ dϕ

)

= 2
π
· 1
3
· 2 = 4

3π
.

8.7 (normálńı rozděleńı)
Necht’ veličina X má normované normálńı rozděleńı N(0, 1). Určete P (X2 < 3X − 2) a najděte

takové č́ıslo ε, že P (|X | < ε) = 0.95.

Řešeńı:

Máme
P (X2 < 3X − 2) = P (X2 − 3X + 2 < 0) = P

(

(X − 1)(X − 2) < 0
)

= P
(

1 < X < 2
)

=

= Φ(2) − Φ(1)
.
= 0.97725 − 0.84134 = 0.13591 .

A dále je
0.95 = P (|X| < ε) = P (−ε < X < ε) = Φ(ε)− Φ(−ε) = 2Φ(ε) − 1

a tedy

ε = Φ−1

(
1 + 0.95

2

)

= Φ−1(0.975)
.
= 1.96 .

8.8 (normálńı rozděleńı)
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Náhodná veličina U má normované normálńı rozděleńı N(0, 1). Pro hodnoty koeficientu spolehli-
vosti 1− α = 0.95 stanovte

(a) oboustranný interval spolehlivosti a

(b) oba jednostranné intervaly spolehlivosti.

Řešeńı:

(a) Oboustranný (a symetrický) 1 − α = 95%-ńı interval spolehlivosti pro hodnotu veličiny U (s rozděleńım
N(0, 1)) je

U ∈
〈
−Φ−1

(
1− α

2

)
, Φ−1

(
1− α

2

)〉
=
〈
−Φ−1(0.975), Φ−1(0.975)

〉 .
=

.
= 〈−1.96, 1.96〉

Zde Φ(t) je distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı N(0, 1), které má hustotu fU (x) = 1√
2π

e−
x2

2

s grafem:

u

fU

α
2

−Φ−1(1− α
2
) 0 Φ−1(1 − α

2
)

α
2

Proč to tak je: Oboustranný symetrický 1− α = 95%-ńı interval spolehlivosti pro hodnotu veličiny U je dán
jako

U ∈ 〈u1, u2〉 ,

kde
P (u1 ≤ U ≤ u2) = 1− α

a současně plat́ı, že
P (U < u1) =

α
2
= P (u2 < U) .

Požadujeme tedy, aby pravděpodobnost, že U překroč́ı dolńı mez intervalu byla stejná, jako že překroč́ı horńı mez
intervalu a celkově aby tato pravděpodobnost byla rovna α - žluté plochy (to je právě ta symetričnost). Hodnoty
u1 a u2 evidentně určuje druhá z podmı́nek. Tedy

α
2
= P (U < u1) = FU (u1) ⇒ u1 = F−1

U

(
α
2

)
= qU

(
α
2

)
= Φ−1

(
α
2

)
= −Φ−1

(
1− α

2

)

α
2
= P (u2 < U) = 1− FU (u2) ⇒ u2 = F−1

U

(
1− α

2

)
= qU

(
1− α

2

)
= Φ−1

(
1− α

2

)

Přitom d́ıky sudosti hustoty fU plat́ı, že

Φ(−x) = 1− Φ(x) pro všechna x ∈ R

a
Φ−1(β) = −Φ−1(1 − β) pro všechna β ∈ (0, 1) .

(b) Podobně dostaneme jednostranné intervaly spolehlivosti. Tentokrát se nám pravděpodobnost překročeńı
intervalu spoťrebuje vždy jen na jednu ze stran (žlutá plocha).

Dolńı interval spolehlivosti:

T ∈
〈
− Φ−1(1 − α), +∞

)
=
〈
−Φ−1(0.95), +∞

) .
=
〈
− 1.645, +∞

)
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u

fU

α

−Φ−1(1− α) 0

Horńı interval spolehlivosti:

T ∈
(
−∞, Φ−1(1 − α)

〉
=
(
−∞, Φ−1(0.95)

〉 .
=
(
−∞, 1.645

〉

u

fU

α

Φ−1(1− α)0

8.9 (normálńı rozděleńı)
Rychlost aut v úseku, kde je omezeńı na maximálńı povolenou rychlost 50 km/hod, je náhodná

veličinaX , která má normálńı rozděleńıN(µ;σ2). Z naměřených hodnot vyplývá, že P (X > 60) = 0.45
a P (X > 70) = 0.2. Určete

(a) parametry µ a σ2;

(b) pravděpodobnosti P (X < 50) a P (X > 90).

Řešeńı:

Př́ıklad 17: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/wcv6.pdf
Dokument neńı dostupný, ale postup je stejný jako v př́ıkladu ńıže.

8.10 (normálńı rozděleńı)
Náhodná veličina X má normálńı rozděleńı N(µ, σ2) a P (X < 85) = 0.9, P (X < 95) = 0.95.

Určete parametry rozděleńı µ a σ2 a pravděpodobnost P (X > 60).

Řešeńı:

Př́ıklad 7.9: https://math.feld.cvut.cz/prucha/psi/18cv7.pdf
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