Jak volit hypotézy, rozdéleni atd.

(P1) Chceme otestovat hypotézu, ze napt. procento vysokoskolsky vzdélanych lidi je v jednotlivych krajich
CR stejné. Kvili relativnosti (pocet VS obyvatel vztazenych na pocet obyvatel kraje) bychom zde ale ztratili
informaci o ¢etnostech takovéto nahodné veli¢iny. Nagtésti lze dany problém ekvivalentné vyjadfit jako
hypotézu, ze veli¢iny

Y ("dany clovék”) := "kraj, ve kterém tento ¢lovek zije”
Z("dany clovek”) := ”jestli tento clovék ma VS nebo ne”

jsou nezavislé.

(P2) Chceme otestovat hypotézu, Ze napi. pocet lidi na Zemi roste exponencidlné. Zdznamy o poctech oby-
vatel jsou znamy z jednotlivych let, proto se zda, ze lepsi bude uvazovat o diskrétni analogii exponencidlniho
rozdéleni, tedy o geometrickém rozdéleni. Data jsou déle zndma od urcitého roku v minulosti (rok Tp) az
do jiného bodu (oznaéme ho jako rok T7) a navic zdznamy z nékterych let mohou chybét. Tomu musime
prizpusobit i nasi veli¢inu. Ozna¢me si I mnozinu v8ech let, ze kterych mame zdznamy. Zrejmé T} je maximum
I a Tj je minimum mnoziny I. Nase veli¢ina pak bude

X ("zéznam o daném ¢lovéku v daném roce, ktery patif do I”):= Ty - "rok, do kterého zdznam prislusi”

Obor hodnot této veliciny je J = {11 — ¢ | ¢ pochdzi z I'}. Z podstaty véci ma nase velicina X nulovou
pravdépodobnost pro vSechny ostatni hodnoty, tedy pro hodnoty MIMO mnozinu J (jde o tzv. useknuté
geometrické rozdéleni, které jesté navic muze byt "déravé”). Celkové tedy potfebujeme pracovat s veli¢inou
X s pravdépodobnostni funkeci

px(J) {C'eXp(_j/T)a proj e J

0, jinak.

Zde ¢ a T jsou parametry, které je potieba odhadnout (asi nejlépe metodou momentu, piipadné me-
todou max. vérohodnosti). Parametr ¢ snadno vyjddiime pomoci parametru T z podminky, Ze soucet
pravdépodobnosti ma byt roven 1. K vypoctu parametru T pak musime vyftesSit polynomidlni rovnici v
proménné q := exp(—1/T), kterd bude stupné Ty — Tp. Jeji feseni uréime piiblizné pomoci vhodného soft-
waru. Pro chi-kvadrdt test pak budeme mit (kvuli odhadu 2 konstant) jesté o 2 stupné volnosti méné.

Podobné by se postupovalo v pripadé, ze ¢asové zéznamy veliciny X by byly spojité (pak by $lo o useknuté
exponencidlni rozdéleni, které jesté piipadné muze byt ”déravé”).

Pokud nemdame ”diry”v datech, rovnice pro stanoveni parametru jsou pro obé metody stejné a sice tyto:

Meéjme veli¢inu X s pravdépodobnostni funkci

() = c-¢7, proj=0,...,n
px) = 0, jinak.

Maximélné vérohodny odhad, stejné jako metoda momentu pak poskytuji tyto rovnice pro parametry c
aq:
T—n)-¢"2+(n+1-7)-¢""—(@T+1)-q+7T=0

I
C_l_qn+1

kde T je vybérovy prumér veli¢iny X.



Podobné to bude pro spojitou velicinu X s parametry ¢ a T' a hustotou

c~6*%, prot € (0,n
fx(t) = N 97)
0, jinak.

Metoda momentu pak dava rovnice

B 1 (_ 117 )
S T-(1—e7) n T nT
kde opét T je vybérovy prumeér veliciny X. K numerickému vyfeSeni prvni rovnice muzeme zkusit napf.
itera¢ni metodu.

(P3) Mgjme velicinu X s alternativnim rozdélenim Alt(p), kde p € (0,1). Chceme otestovat nulovou hy-
potézu

Ho:p=>po
proti alternativni hypotéze:
H, :p <po

kde po € (0,1).

Nemame zde sice néjakou veli¢inu, jejiz rozdéleni by piimo bylo “tabulkové”a nezaviselo na p, ale pii
vétsim rozsahu méten{ (tj. vétsim poc¢tu méfeni{ n) muzeme pouzit CLV, kterd ndm patficné rozdéleni, v
tomto ptipadé N(0, 1), poskytne.

Vezmeme si proto nezdvislé ndhodné veliciny X; (kopie veli¢iny X) a jejich vybérovy prameér

>x
i=1

pro ktery je E(X) = p a D(X) = 222 Ted si zvolfme tuto statistiku

n

Y:

3=

X - Po

T— = P00
Po(1 —po)

vn .

Z CLV vime, ze T m& pro p = po piiblizné (normované) normélni rozdéleni N(0,1) (pro patficné velkd n).

Poznamka: Tato statistika je analogii statistiky

X'~ o
o

T = Vn,

pro piipad veli¢iny X’ s normélnim rozdélenim N(u, o) a pro nulovou hypotézu
Hy : > po -

Pozor! Nenaznacujeme tim, ze by naSe puvodni veli¢ina X s alternativnim rozdélenim snad méla vlastnosti néjaké jiné velic¢iny
X’ s normélnim rozdélenim! Jde tu o to, ze pii hleddni kritického oboru pro X (pifi dané hladiné vyznamnosti «) je postup

principidlné stejny jako pro piipad, kdy X’ md normalni rozdélen{ - viz ddle.

Kritérium pro ZAMITNUTI ted bude stejné jako pro test u normalniho rozdéleni, a sice

t<—-®'(1—a) = zamitdme Hy (na dané hladiné o) .
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Zdivodnéni tvaru zamitaciho kritéria: Abychom si vice uvédomili zdvislost veli¢iny X na parametru p, budeme ji

X\ — —
vyznacovat jako X,y a podobné pro statistiku T(,) = \/#f:;)\/ﬁ Protoze pfedpokldddme Ho : p > po, a tedy E(X (,)) = p,
dostavame, ze E(T(,)) = \/ﬁ\/ﬁ > 0. Takze otekdvané hodnoty statistiky T{,) budou pfedeviim v intervalu (0, c0) a

jeho blizkém okoli. Jako kriticky obor si proto zvolime
W (—OO,’LLl) )
kde pozadujeme, aby u1 € R bylo nejvétsi takové, aby chyba 1. druhu byla nejvyse a, tj.

(VPZPO) P(Typy €eW) =P(Tp) <w1) <o .

Je nutné zdiiraznit, ze za pfedpokladu nulové hypotézy (tj. Ze p > po) statistika T{,) obecné NEMA rozdéleni N(0,1)
(toto rozdéleni se diky CLV objevi pravé jen pokud p = pg ).
Presto ho ale nakonec pouzijeme, protoze pfipad p = po je za pfedpokladu Hp ten “nejhorsi” mozny, jak bude vidét z
nasledujiciho:
Protoze plati
p>po = (v te ]R) Fitnpy® > Foi(n.po)(®)

(coz lze snadno ukazat derivovanim funkce ¢(p) = Fgj(n,p)(t) podle p pro pevné zvolend n a t) tak dostdvame, ze také

p>po = (YEER) Fr, () > Fr, (®

%, ~
protoze T(p) = \/% je jen linearni transformaci veliciny X ¢,y := > (X;)(p) s rozdélenim Bi(n,p). Mame tak, ze

p=>po = P<T(p) < U1> = Fr,, (w1 -) < Fr, o (u -) = P(T(po) < u1>

Vidime tedy, ze P(T(p) < ul) < P(T(po) < u1> a hledané u; tak musi splhovat, ze

P(T(po) < ul) =«

tedy aproximaci podle CLV to je
P(ur) =«
neboli
up =0 Ha)=-d71(1 - )
a kritérium pro ZAMITNUTI je tak skutetné tvaru

t<—®71(1-—a) = zamitdme Ho (na dané hladiné «) .
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