
14. cvičeńı z PSI

8. ledna 2020

14.1 (maximálně věrohodné odhady)
Markov̊uv řetězec má dva stavy 1 a 2. Pravděpodobnost přechodu ze stavu 1 do stavu 2 je p,

pravděpodobnost přechodu ze stavu 2 do stavu 1 je q. Z pozorované posloupnosti stav̊u

(1, 2, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1)

odhadněte parametry p, q.

Řešeńı:
Cvičeńı 3.3: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/MarkovCvic_print.pdf
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14.2 (rozděleńı po mnoha kroćıch)
Markov̊uv řetězec je dán obrázkem:
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Pro každý stav plat́ı, že všechny hrany z něj vycházej́ıćı maj́ı stejnou pravděpodobnost.

(a) Klasifikujte všechny stavy a stanovte všechny komponenty.

(b) Konverguje rozděleńı stav̊u ke stacionárńımu? Za jakých podmı́nek? Od̊uvodněte.

(c) Stanovte přibližně rozděleńı pravděpodobnost́ı stav̊u po 105 kroćıch, pokud jsme vyšli se stavu
1.

Řešeńı:
Př́ıklad 3: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/pisemky/PST180206res.pdf



14.3 (rozděleńı po mnoha kroćıch)
Markov̊uv řetězec je dán obrázkem:
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Pro každý stav plat́ı, že všechny hrany z něj vycházej́ıćı maj́ı stejnou pravděpodobnost.

(a) Klasifikujte všechny stavy a stanovte všechny komponenty.

(b) Vypočtěte pravděpodobnost přechodu ze stavu 1 do stavu 4 v právě třech kroćıch.

(c) Stanovte rozděleńı pravděpodobnost́ı stav̊u po 1000 kroćıch, pokud jsme vyšli ze stavu 1.

(d) Konverguje rozděleńı stav̊u ke stacionárńımu?

Řešeńı:
Př́ıklad 3: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/pisemky/PST180116res.pdf

14.4 (Aplikace Markovových řetězc̊u - asymptotické pravděpodobnosti stav̊u)
Alice tref́ı terč s pravděpodobnost́ı 1/3, Bob s pravděpodobnost́ı 1/2. Pokud hráč zasáhne terč,

stř́ıĺı dále, pokud mine, je na řadě druhý hráč. Zač́ıná Alice. Alice vyhrává, pokud tref́ı terč 2× za
sebou, Bob vyhrává, pokud tref́ı terč 3× za sebou. Pro oba hráče stanovte pravděpodobnosti výhry.

Řešeńı:
Cvičeńı 2.6: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/MarkovCvic_print.pdf

Pokud bychom rozlǐsovali nejen to, který hráč je na řadě, ale i kolik již má úspěšných pokus̊u,
potřebovali bychom 7 stav̊u:

• VA - vyhrála Alice,

• VB - vyhrál Bob,

• Ai - Alice má právě za sebou i úspěšných pokus̊u i ∈ {0, 1},

• Bi - Bob má právě za sebou i úspěšných pokus̊u i ∈ {0, 1, 2}.

Odpov́ıdaj́ıćı diagram by byl tento:
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Protože nás zaj́ımaj́ı pouze pravděpodobnosti výhry obou hráč̊u, můžeme si situaci popsat
jednodušš́ım zp̊usobem a to tak, že rozlǐśıme pouze stavy:

• VA - vyhrála Alice,

• VB - vyhrál Bob,

• HA - na řadě je Alice,

• HB - na řadě je Bob,

kde celou sérii úspěšných pokus̊u daného hráče považujeme za jeden krok. Tento krok pak konč́ı

výhrou hráče s pravděpodobnost́ı
(
1
3

)2
pro Alici,

(
1
2

)3
pro Boba, nebo se na řadu dostává druhý

hráč:
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Stavy si opět oč́ıslujeme tak, aby prvńı byly ty absorpčńı a teprve po nich následovali ty
přechodné:

1 := VA (vyhrála Alice), 2 := VB (vyhrál Bob), 3 := HA (na řadě je Alice), 4 := HB (na řadě je
Bob).

pravděpodobnosti výher Alice a Boba opět zjist́ıme z asymptotického rozděleńı pravděpodob-
nosti p(∞) s počátečńım rozděleńım

p(0) = (0, 0, 1, 0) .

Je tedy opět potřeba spoč́ıtat P∞ pro matici přechodu

P =


1 0 0 0
0 1 0 0

1/9 0 0 8/9
0 1/8 7/8 0

 =

(
I2 0
R Q

)
,
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kde

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

(
1/9 0
0 1/8

)
, Q =

(
0 8/9

7/8 0

)
.

Fundamentálńı matice tohoto řetězce je

F =
(
I2 −Q

)−1
=

(
1 −8/9
−7/8 1

)−1
= (9/2) ·

(
1 8/9

7/8 1

)
=

(
9/2 4

63/16 9/2

)
a tedy

(
I2 −Q

)−1
R =

(
9/2 4

63/16 9/2

)
·
(

1/9 0
0 1/8

)
=

(
1/2 1/2
7/16 9/16

)
.

Celkem tedy dostaneme

P∞ =

(
I2 0(

I2 −Q
)−1

R 0

)
=


1 0 0 0
0 1 0 0

1/2 1/2 0 0
7/16 9/16 0 0


a asymptotické rozděleńı tak je

p(∞) = p(0) ·P∞ = (0, 0, 1, 0) ·


1 0 0 0
0 1 0 0

1/2 1/2 0 0
7/16 9/16 0 0

 = (1/2, 1/2, 0, 0) .

Zjistili jsme tak (vcelku překvapivě), že pravděpodobnosti výhry Alice i Boba jsou stejné (a
sice 1

2 ), pokud bude zač́ınat Alice jako prvńı.

Poznámka: Uvažujme následuj́ıćı obecněǰśı př́ıpad. Pro n,m, a, b ∈ N předpokládejme, že

• Alice má pravděpodobnost zásahu 1
n

a k výhře muśı mı́t sérii a úspěšných pokus̊u a podobně

• Bob má pravděpodobnost zásahu 1
m

a k výhře muśı mı́t sérii b úspěšných pokus̊u a dále, že

•
(

1
n

)a
<
(

1
m

)b
a proto opět necháme zač́ıt Alici.

Kdybychom opět chtěli, aby Alice a Bob měli stejné šance na výhru, zjist́ıme, že to nastane právě když bude platit

na −mb = 1 .

V rámci teorie č́ısel se řešeńımi této rovnice zabýval Eugène Charles Catalan a v roce 1844 vyslovil hypotézu
(tzv. Catalan’s conjecture), že jediné řešeńı této rovnice v kladných přirozených č́ıslech je právě jen 32 − 23 = 1.
Hypotézu potvrdil Preda Mihăilescu v roce 2002.

14.5 (Aplikace Markovových řetězc̊u - asymptotické pravděpodobnosti stav̊u)
Alice hraje v kasinu hru, kde s pravděpodobnost́ı 1/3 vyhraje. V každém kole vsad́ı 1000 dolar̊u.

V př́ıpadě výhry źıská 1000 dolar̊u, v př́ıpadě prohry o 1000 dolar̊u přijde. Alice odejde z kasina,
jestliže prohraje všechny své peńıze nebo bude mı́t 4000 dolar̊u. Jaká je pravděpodobnost, že Alice
odejde s prázdnou, měla-li na začátku 3000 dolar̊u?

Řešeńı:
Př́ıklad 3: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/psi/pisemky/PSI150106res.pdf

Nakresĺıme si př́ıslušný orientovaný graf:
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Pro Alici uvažujme stavy

1 - odcháźı s prázdnou, 2 - má 4000 dolar̊u (a tedy odcháźı), 3 - má 1000 dolar̊u, 4 - má 2000
dolar̊u a 5 - má 3000 dolar̊u.

Stavy jsme si oč́ıslovali tak, aby prvńı byly ty absorpčńı a teprve po nich následovali ty přechodné.
Na začátku má Alice 3000 dolar̊u, tedy je ve stavu č́ıslo 5 a počátečńı rozděleńı pravděpodobnosti
tak je

p(0) = (0, 0, 0, 0, 1) .

pravděpodobnost, že Alice odejde s prázdnou odpov́ıdá složce pro stav 1 v asymptotickém
rozděleńı pravděpodobnosti p(∞).

Proč tomu tak je: Plat́ı:

• (Podmı́něná) pravděpodobnost P
(
i→ · · · → j︸ ︷︷ ︸

n krok̊u

)
toho, že se po právě n kroćıch ze stavu i přesuneme do stavu

j je

P
(
i→ · · · → j︸ ︷︷ ︸

n krok̊u

)
=
(
Pn
)
i,j

.

To se snadno ukáže indukćı.

• Jestliže i∗ je absorpčńı stav, pak (podmı́něná) pravděpodobnost P
(
i→ · · · → i∗︸ ︷︷ ︸
≤n krok̊u

)
toho, že se po nejvýše n

kroćıch ze stavu i přesuneme do stavu i∗ je

P
(
i→ · · · → i∗︸ ︷︷ ︸
≤n krok̊u

)
= P

(
i→ · · · → i∗︸ ︷︷ ︸

n krok̊u

)
=
(
Pn
)
i,i∗

.

To je proto, že jakoukoliv posloupnost kratš́ı než n můžeme nastavit opakovaným přidáńım stavu i∗ (protože
je absorpčńı).

• Jestliže i∗ je absorpčńı stav, pak (podmı́něná) pravděpodobnost P
(
i→ · · · → i∗︸ ︷︷ ︸
konečně krok̊u

)
toho, že se po konečně

mnoha kroćıch ze stavu i přesuneme do stavu i∗ je

P
(
i→ · · · → i∗︸ ︷︷ ︸
konečně krok̊u

)
= P

(⋃
n

i→ · · · → i∗︸ ︷︷ ︸
≤n krok̊u

)
= lim

n→∞
P
(
i→ · · · → i∗︸ ︷︷ ︸
≤n krok̊u

)
= lim

n→∞

(
Pn
)
i,i∗

=
(
P∞

)
i,i∗

.

A protože p(∞) = p(0) ·P∞, můžeme tento závěr ekvivalentně vyjádřit přes rozděleńı pravděpodobnosti.

Pro výpočet asymptotického rozděleńı pravděpodobnosti si opět zaṕı̌seme matici přechodu

P =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

2/3 0 0 1/3 0
0 0 2/3 0 1/3
0 1/3 0 2/3 0

 =

(
I2 0
R Q

)
,

kde

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

2/3 0
0 0
0 1/3

 , Q =

 0 1/3 0
2/3 0 1/3
0 2/3 0

 .
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Opět si urč́ıme matici

P∞ := lim
n→∞

Pn =

(
I2 0

(I3 −Q)−1R 0

)
.

Spoč́ıtáme fundamentálńı matici F =
(
I3 −Q

)−1
:

(
I3 −Q

∣∣∣ I3

)
=

 1 −1/3 0
−2/3 1 −1/3

0 −2/3 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼ · · · ∼
∼ · · · ∼

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ 1

5

7 3 1
6 9 3
4 6 7

 =
(
I3

∣∣∣ (I3 −Q
)−1)

.

Tedy

F =
(
I3 −Q

)−1
=

 1 −1/3 0
−2/3 1 −1/3

0 −2/3 1

−1 =
1

5

7 3 1
6 9 3
4 6 7


a

(
I3 −Q

)−1
R =

1

5

7 3 1
6 9 3
4 6 7

 · 1

3

2 0
0 0
0 1

 =
1

15

14 1
12 3
8 7

 .

Celkem tedy dostaneme

P∞ =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

14/15 1/15 0 0 0
12/15 3/15 0 0 0
8/15 7/15 0 0 0


Pravděpodobnost, že Alice vše prohraje, pokud na začátku měla 3000 dolar̊u, nyńı odpov́ıdá

hodnotě (
P∞

)
5,1

=
8

15
.

14.6 (Asymptotické pravděpodobnosti)
Při obnovováńı paměti přepisujeme binárńı informaci, přičemž s pravděpodobnost́ı 1% přeṕı̌seme

0 jako 1, s pravděpodobnost́ı 2% přeṕı̌seme 1 jako 0. Jaké bude rozděleńı pravděpodobnost́ı po velkém
počtu krok̊u?

Řešeńı:
Cvičeńı 2.10: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/MarkovCvic_print.pdf
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14.7 (maximálně věrohodné odhady)
Znaky (A,B,C) jsou permutaćı stav̊u (1, 2, 3) Markovova řetězce s matićı přechodu

P =

 1/3 1/3 1/3
0.1 0.8 0.1
0.5 0.5 0


Všechny stavy maj́ı na počátku stejnou pravděpodobnost.

(a) Odhadněte tuto permutaci z pozorované posloupnosti znak̊u (B,C,C,C,A,A,B,A,C).

(b) Mějme nyńı permutaci, která měla v části (a) největš́ı věrohodnost. Posloupnost znak̊u z části
(a) skončila ve stavu C. Najděte jej́ı nejpravděpodobněǰśı pokračováńı z následuj́ıćıch možnost́ı
(prvńı uvedený stav C je počátečńım stavem této posloupnosti):

(i) (C,A,C,C,B),

(ii) (C,C,C,B,A),

(iii) (C,B,A,A,C).

Řešeńı:
Př́ıklad 3: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/pisemky/PST180123res.pdf

14.8 (maximálně věrohodné odhady)
Markov̊uv řetězec má stavy 1, 2, ..., k, pro k ≥ 3. V každém kroku lze ze současného stavu i

přej́ıt pouze do sousedńıho (tj. i − 1 nebo i + 1, pokud daný sousedńı stav existuje), a to se stej-
nou pravděpodobnost́ı (tj. 1, pokud existuje jen jeden a 1/2, pokud existuj́ı oba). Během 4 krok̊u se
změnil stav z 1 na 3. Pro jaké k model nejlépe vyhovuje tomuto pozorováńı?

Řešeńı:
Př́ıklad 3: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/pisemky/PST190110res.pdf

K výpočtu hodnot věrohodnosti lze použ́ıt i tyto diagramy cest délky čtyři, které jdou ze stavu
1 do stavu 3:

2

1

3

2 31k = 3 :
1

1
2

1
2

1
1
2

1
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2

1

3

2

4

31 1
2

k = 4 :
1

1
2

1
2

1

1
2

1
2

1

2

1

3

2

4

31k ≥ 5 :

1
2

U posledńıho př́ıpadu k ≥ 5 jsou zakresleny jen ty hodnoty u šipek, ve kterých se lǐśı od př́ıpadu
k = 4.
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