
10. cvičeńı z PST

25. listopadu 2020

Připomenut́ı:Mějme náhodný výběr (X1, . . . , Xn) závislý na parametru ϑ (tj. máme vektor z nezávislých
stejně rozdělených náhodných veličin Xi s distribučńı funkćı Fϑ závislou na parametru ϑ). Můžeme uvažovat
i závislost na v́ıce parametrech, ale většinou budeme pracovat jen s jedńım.

V praxi máme hodnotu parametru danou (označme si ji ϑ0), ale bohužel ji neznáme. Snaž́ıme se ji proto

určit (jako hodnotu ϑ̂) z naměřených hodnot (x1, . . . , xn) ∈ R
n a to co “nejlépe” (t́ım, že si stanov́ıme

nějaké vhodné podmı́nky, které chceme splnit). Hodnotě ϑ̂ pak ř́ıkáme bodový odhad (té skutečné hodnoty
parametru ϑ0).

Možných metod odhadu je v́ıce. Obvykle se použ́ıvaj́ı

• metoda maximálńı věrohodnosti

+ výhody: dává (v podstatě) vždy výsledek; je možné ji použ́ıt i pro veličiny, co nemaj́ı č́ıselné
hodnoty (což znamená, že nezálež́ı na hodnotách, ale na jejich pravděpodobnostech)

− nevýhody: neńı vytvořena pro veličiny se smı́̌seným rozděleńım (tj. jiným než bud’ diskrétńım nebo
spojitým)

• metoda moment̊u

+ výhody: dá se použ́ıt na jakýkoliv typ veličiny X (která má konečné hodnoty E(Xk) pro prvńıch
několik k = 1, 2, 3, . . . )

− nevýhody: obecně nemáme zaručeno, že dostaneme nějaký výsledek

10.1 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti - diskrétńı rozděleńı)
Odhadněte parametr w ∈ (0, 1) veličiny X s geometrickým rozděleńım

pX(i; w) = wi(1− w), i ∈ N0

na základě realizace s následuj́ıćımi četnostmi výsledk̊u:

hodnota i 0 1 2 3
pozorovaná četnost ni 20 10 7 3

Použijte metodu moment̊u i metodu maximálńı věrohodnosti.

Řešeńı:

Součet pravděpodobnost́ı všech hodnot je 1 (tj.
∑

∞

i=0 pX(i;w) = 1), takže žádná speciálńı podmı́nka pro
w odsud neplyne.

Metoda maximálńı věrohodnosti:

Hledáme hodnotu w, která maximalizuje funkci věrohodnosti

L(w) = P (X1 = x1, . . . , Xn = xn; w) =

n∏

j=1

P (Xj = xj ; w)︸ ︷︷ ︸
pX (xj; w)

=

3∏

i=0

pX(i; w)ni =

=
(
1− w

)20(
w(1 − w)

)10(
w2(1− w)

)7(
w3(1 − w)

)3
= w33(1− w)40



kde Xj jsou jednotlivé nezávislé veličiny (odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým pokus̊um) a xj naměřené hodnoty.
Funkce L je nezáporná a spojitá na uzavřené množině 〈0, 1〉, takže zde nabývá maxima. To nemůže být
v krajńıch bodech (tam je funkce nulová) a proto je nabyto uvnitř dané množiny. To tedy odpov́ıdá
hledáńı maxima funkce

ℓ(w) = ln
(
L(w)

)
= 33 · ln (w) + 40 · ln (1− w)

na otevřeném intervalu (0, 1). Protože maximum existuje, muśı pro něj platit

0 = ℓ′(q) =
33

w
− 40

1− w

neboli

w =
33

73

.
= 0.45205

což vyhovuje zadáńı.

Metoda moment̊u:

Porovnáváme teoretické k-té momenty E(Xk) s jejich odhady mk = 1
n

∑n
i=1 x

k
i pro prvńıch několik

k = 1, 2, . . . .

Středńı hodnota je

E(X) =

∞∑

i=0

iwi(1 − w) =

∞∑

i=1

iwi −
∞∑

i=1

iwi+1 =

∞∑

i=1

iwi −
∞∑

i=2

(i− 1)wi =

= w +

∞∑

i=2

(i− i+ 1)wi =

∞∑

i=1

wi = w

∞∑

i=1

wi−1 =
w

1− w

a jej́ı odhad z realizace je

x =
1

n

∑

i

i ni =
1

20 + 10 + 7 + 3
· (0 · 20 + 1 · 10 + 2 · 7 + 3 · 3) = 33

40
.

Porovnáńım dostaneme
w

1− w
= E(X) = x =

33

40

což dává opět řešeńı

w =
33

73

.
= 0.45205

jako v předchoźı metodě.

Jak je snadno vidět, v př́ıpadě geometrického rozděleńı dostáváme pro jeho parametr w vždy stejné výsledky pro obě

metody.

10.2 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti - diskrétńı rozděleńı)
Náhodná veličina X nabývá hodnot s pravděpodobnostmi dle tabulky, kde c, q jsou reálné parametry

rozděleńı. Z četnost́ı hodnot v náhodném výběru, uvedených v tabulce, odhadněte parametry c a q.

hodnota i 1 2 3
pravděpodobnost pX(i; c, q) c− q c c+ q
četnost ni 8 10 5
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Řešeńı:

Protože součet pravděpodobnost́ı všech hodnot je 1, muśı být

1 = (c− q) + c+ (c+ q) = 3c

tedy c = 1
3 . Současně muśı být pravděpodobnosti nezáporné, tj. 0 ≤ c− q = 1

3 − q a 0 ≤ c+ q = 1
3 + q,

takže |q| ≤ 1
3 . Zbývá tedy odhadnout parametr q.

Metoda maximálńı věrohodnosti:

Hledáme hodnotu q, která maximalizuje funkci věrohodnosti

L(q) = P (X1 = x1, . . . , Xn = xn;
1
3 , q) =

n∏

j=1

P (Xj = xj ;
1
3 , q)︸ ︷︷ ︸

pX (xj;
1
3 ,q)

=
(1
3
− q
)8

·
(1
3

)10
·
(1
3
+ q
)5

kde Xj jsou jednotlivé nezávislé veličiny (v pokusech) a xj naměřené hodnoty. Funkce L je nezáporná
a spojitá na uzavřené množině

〈
− 1

3 ,
1
3

〉
, takže zde nabývá maxima. To nemůže být v krajńıch bodech

(tam je nulová) a proto je nabyto uvnitř dané množiny. To odpov́ıdá hledáńı maxima funkce

ℓ(q) = ln
(
L(q)

)
= 8 · ln

(
1

3
− q

)
+ 5 · ln

(
1

3
+ q

)
+ konst.

na intervalu (− 1
3 ,

1
3 ). Protože maximum existuje, muśı pro něj platit

0 = ℓ′(q) =
−8

1
3 − q

+
5

1
3 + q

Odhad parametru q je

q = − 1

13

.
= −0.07692 .

Odhady pravděpodobnost́ı hodnot 1, 2, 3 jsou tedy

pX(1) =
16

39

.
= 0.4103 pX(2) =

1

3

.
= 0.3333 pX(3) =

10

39

.
= 0.2564

což vyhovuje zadáńı.

Metoda moment̊u:

Středńı hodnota je

E(X) =

(
1

3
− q

)
+ 2 · 1

3
+ 3 ·

(
1

3
+ q

)
= 2 + 2 q

jej́ı odhad z realizace je

x =
1

n

∑

i

i ni =
1

8 + 10 + 5
· (1 · 8 + 2 · 10 + 3 · 5) = 43

23
.

Porovnáńım dostaneme

2 + 2q = E(X) = x =
43

23

což odpov́ıdá hodnotě

q = − 3

46

.
= −0.06522 .

Odhady pravděpodobnost́ı hodnot 1, 2, 3 jsou tedy

pX(1) =
55

138

.
= 0.3986 pX(2) =

1

3

.
= 0.3333 pX(3) =

37

138

.
= 0.2681
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což opět vyhovuje zadáńı.

Jak je vidět, metoda max. věrohodnosti by vyšla stejně, at’ by veličina X měla jakékoliv hodnoty
(dokonce i neč́ıselné), zat́ımco metoda moment̊u velmi podstatně záviśı právě na tom, jaké hodnoty
veličina X má (např. kdybychom mı́sto hodnot {1, 2, 3} zvolili třeba {−3, 10, 4}, byl by výsledek úplně
jiný a dokonce bychom ani žádný přijatelný odhad nemuseli takto źıskat.)

10.3 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti - směs)
V urně je mnoho hraćıch kostek, z nichž některé jsou správné, některé falešné. Na falešných padá šestka s

pravděpodobnost́ı 1/2, zbývaj́ıćı č́ısla maj́ı stejnou pravděpodobnost. Opakovaně jsme vytáhli kostku, hodili
j́ı a vrátili ji zpět. Četnost výsledk̊u udává tabulka:

hodnota i 1 2 3 4 5 6
četnost ni 18 20 12 15 10 25

Odhadněte, kolik procent kostek je falešných.

Řešeńı:

Pod́ıl falešných kostek označme c ∈ 〈0, 1〉. Naše náhodná veličina je

X =“hodnota, která padne na dané kostce”

a můžeme ji vyjádřit jako směs X = Mixc(X1, X2) složenou z náhodných veličin

X1 =“hodnota, která padne na falešné kostce”

X1 : “množina falešných kostek” → R

X2 =“hodnota, která padne na správné kostce”

X2 : “množina správných kostek” → R .

Metoda moment̊u: Máme

E(X1) =
1
10 (1 + · · ·+ 5) + 1

2 · 6 = 9
2

a
E(X2) =

1
6 (1 + · · ·+ 6) = 7

2

a z definice směsi tak dostaneme

E(X) = c ·E(X1) + (1− c) ·E(X2) = c · 9
2 + (1− c) · 7

2 = c+ 7
2 .

Realizace výběrového pr̊uměru je

x =

∑
i ni · i∑
i ni

=
18 · 1 + 20 · 2 + 12 · 3 + 15 · 4 + 10 · 5 + 25 · 6

18 + 20 + 12 + 15 + 10 + 25
=

354

100
= 3.54 .

Srovnáńım dostaneme
p̂+ 3.5 = E(X) = x = 3.54 ,

což dává p̂ = 0.04 ∈ 〈0, 1〉, a to vyhovuje zadáńı.

Metoda maximálńı věrohodnosti:
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Z definice směsi máme pro jej́ı pravděpodobnostńı funkci, že

pX(i) = c · pX1(i) + (1− c) · pX2(i) =





c 1
10 + (1− c) 1

6 = 5−2 c
30 , i = 1, . . . , 5 ,

c 1
2 + (1− c) 1

6 = 1+2 c
6 , i = 6 .

Ve směsi rozděleńı šestka padla 25×, ostatńı č́ısla padla 75× (neńı třeba mezi nimi rozlǐsovat, protože
maj́ı stejnou pravděpodobnost). Tedy věrohodnostńı funkce je

L(c) =

(
5− 2 c

30

)75

·
(
1 + 2 c

6

)25

,

ℓ(c) = ln(L(c)) = 75 ln(5− 2 c) + 25 ln(1 + 2 c) + konst.

Maximum nastává pro ĉ takové, že

0 = ℓ′(ĉ) =
−150

5− 2 ĉ
+

50

1 + 2 ĉ
= 50 · 2− 8ĉ

(5− 2 ĉ)(1 + 2 ĉ)
,

ĉ = 1
4 ∈ 〈0, 1〉 .

protože na intervalu 〈0, 1
4 ) je ℓ′ > 0 a na (14 , 1〉 je ℓ′ < 0. Tato hodnota je i v souladu s počátečńımi

omezuj́ıćımi podmı́nkami.

Poznámka:

Kdybychom měli trochu jiné hodnoty, např.

hodnota i · · · 5 6
četnost ni · · · 15 20

dostali bychom

x =
18 · 1 + 20 · 2 + 12 · 3 + 15 · 4 + 15 · 5 + 20 · 6

18 + 20 + 12 + 15 + 15 + 20
=

349

100
= 3.49 .

Protože ale E(X) = c · 4.5 + (1 − c) · 3.5 ∈ 〈3.5, 4.5〉, tak rovnice c+ 3.5 = E(X) = x = 3.49 nemá řešeńı pro c ∈ 〈0, 1〉.
V tomto př́ıpadě metoda moment̊u prostě nedává žádnou odpověd’.

10.4 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti - směs)
Dvě diskrétńı náhodné veličinyX,Y maj́ı pravděpodobnostńı funkce dané tabulkou. Odhadněte koeficient

c směsi Z = Mixc(X,Y ) z četnost́ı jej́ıch realizaćı uvedených v tabulce.

hodnota 1 2 3 4
pX 0.1 0.2 0.2 0.5
pY 0.5 0.2 0.2 0.1

četnost 30 20 15 35

Řešeńı:

Z definice směsi máme pro parametr c nutnou podmı́nku 0 ≤ c ≤ 1.

Metoda moment̊u: Z definice směsi Z = Mixc(X,Y ) dostaneme

E(Z) = c · E(X) + (1− c) · E(Y ) .
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Pro středńı hodnoty X a Y máme

E(X) = 0.1 + 2 · 0.2 + 3 · 0.2 + 4 · 0.5 = 3.1

E(Y ) = 0.5 + 2 · 0.2 + 3 · 0.2 + 4 · 0.1 = 1.9 .

Takže dostaneme
E(Z) = c · E(X) + (1− c) · E(Y ) = 1.9 + 1.2 · c .

Hodnota realizace výběrového pr̊uměru je

z =
30 + 2 · 20 + 3 · 15 + 4 · 35

100
=

51

20
= 2.55 .

Jejich srovnáńım dostáváme
1.9 + 1.2 · c = E(Z) = z = 2.55

takže výsledek je

c =
13

24

.
= 0.5417 .

Metoda maximálńı věrohodnosti: Z definice Z = Mixc(X,Y ) pro pravděpodobnostńı funkci
dostaneme

pZ = c · pX + (1− c) · pY

hodnota 1 2 3 4
pZ 0.5− 0.4 c 0.2 0.2 0.1 + 0.4 c

Pro funkci věrohodnosti pak máme

L(c) = (0.5− 0.4 · c)30 · 0.220+15 · (0.1 + 0.4 · c)35

Funkce L je nezáporná a spojitá na uzavřené množině 〈0, 1〉, takže zde nabývá maxima. To odpov́ıdá
hledáńı maxima funkce

ℓ(c) = lnL(c) = 30 · ln
(
0.5− 0.4 c

)
+ 35 · ln

(
0.1 + 0.4 c

)
+ konst.

na stejném intervalu 〈0, 1〉. Poznamenejme, že tento interval je uvnitř větš́ıho definičńıho oboru daného
podmı́nkami 0.5− 0.4 · c > 0 a 0.1 + 0.4 · c > 0, tj. jde o otevřený interval (− 1

4 ,
5
4 ).

Derivace

0 = ℓ′(ĉ) = − 30 · 0.4
0.5− 0.4 ĉ

+
35 · 0.4

0.1 + 0.4 ĉ
=

5.8− 10.4 ĉ

(0.5− 0.4 ĉ)(0.1 + 0.4 ĉ)

je nulová ve stacionárńım bodě

ĉ =
29

52

.
= 0.5577 .

V intervalu
(
− 1

4 , ĉ
)
je ℓ′ evidentně kladná (o znaménku rozhoduje jen výraz v čitateli, výraz ve jme-

novateli je kladný) a v intervalu
(
ĉ, 5

4

)
je ℓ′ zase záporná. Takže v bodě ĉ = 29

52

.
= 0.5577 je skutečně

věrohodnost maximálńı.

Poznámka k věrohodnostńı funkci pro spojitá rozděleńı: Pro metodu max. věrohodnosti se u diskrétńıho rozděleńı
využ́ıvá pravděpodobnosti, že daná hodnota x0 bude přesně nabyta, tj. P (X = x0). Tyto pravděpodobnosti by ale byly v
př́ıpadě spojitého rozděleńı vždy nulové. Muśıme tedy použ́ıt nějakou jinou charakteristiku v daném bodě a zde se nab́ıźı
hustota fX . Jak ale v́ıme, hustota neńı určena svými hodnotami, ale jen svými integrály. My ovšem nebudeme ani tak cht́ıt

zkoumat hustotu v bodě x0, nýbrž sṕı̌se chováńı výrazu P
(

X ∈ (x0−ε, x0+ε)
)

pro ε → 0+. Dá se ukázat, že pokud je hustota
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fX spojitá v x0, pak plat́ı

lim
ε→0+

P
(

X ∈ (x0 − ε, x0 + ε)
)

2ε
= fX(x0) .

Tedy v tomto př́ıpadě je chováńı daného výrazu skutečně přibližně úměrné hodnotě fX(x0).
Toto můžeme ještě zobecnit v př́ıpadě, že obor hodnot veličiny X bude interval H, kde funkce fX bude spojitá vzhledem

k H (tj. např. v krajńıch bodech intervalu H bude jednostranně spojitá). Pak pro každé x0 ∈ H podobně dostaneme, že

lim
ε→0+

P
(

X ∈ (x0 − ε, x0 + ε) ∩H
)

“délka intervalu (x0 − ε, x0 + ε) ∩H“
= fX(x0) .

Proto se ve věrohodnostńı funkci nakonec opravdu hustota použ́ıvá, ale pouze za předpokladu, že je spojitá v oboru hodnot
dané veličiny. Např. pro exponenciálńı rozděleńı (které modeluje dobu čekáńı) je obor hodnot (0,+∞) a tam už hustotu spojitou
máme.

10.5 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti - spojité rozděleńı)
Datový soubor x = (−4, −3, −2, −1.5, 0.5, 1, 2.5, 3) je realizaćı náhodné veličiny X , která má spojité

rovnoměrné rozděleńı v intervalu 〈−h, h〉. Metodou moment̊u a metodou maximálńı věrohodnosti určete
odhad parametru h (a ověřte, zda odhad odpov́ıdá zadáńı).

Řešeńı:

Rozsah souboru je n = 8. Realizované výsledky muśı spadat do oboru hodnot, což je interval 〈−h, h〉.
Tedy muśı být |xi| ≤ h pro všechna i, neboli muśı platit, že

h ≥ max{|x1|, . . . , |xn|} = 4 .

Metoda maximálńı věrohodnosti:

V metodě max. věrohodnosti pro spojité rozděleńı nahrazujeme pravděpodobnostńı funkci pX (která
by zde byla vždy nulová) hustotou fX , u které požadujeme, aby byla spojitá na oboru hodnot veličiny
X (taková hustota už je pak jen jedna). Naše zadáńı toto splňuje, protože

fX(x; h) =





1
2h , |x| ≤ h,

0 , |x| > h.

Naš́ım ćılem je maximalizovat funkci

Λ(h) =

n∏

i=1

fXi
(xi; h)︸ ︷︷ ︸

fX (xi; h)

=

(
1

2h

)n

.

pro h ∈ 〈4, +∞). Tato funkce je klesaj́ıćı v proměnné h, takže nabývá maxima pro největš́ı př́ıpustnou
hodnotu parametru

ĥ = 4 .

Hledaný interval 〈−h, h〉 je tedy nejmenš́ı takový, který obsahuje všechna xi, pro i = 1, . . . , n.

Metoda moment̊u:

Opět porovnáváme teoretické k-té momenty E(Xk) s jejich odhady mk = 1
n

∑n
i=1 x

k
i pro prvńıch

několik k = 1, 2, . . . .

Protože hustota fX je sudá, bude E(Xk) = 0 pro k liché. Speciálně, středńı hodnota je E(X) = 0
a tedy požadavek 0 = E(X) = x nám žádnou podmı́nku pro h nedává. Dokonce tuto rovnost ani neńı
možno pro naše zadáńı splnit, protože:

x =
1

n

n∑

i=1

xi = −3.5

8
= −0.4375 6= 0 .
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To nám ale nemuśı vadit, protože jen těžko můžeme očekávat, že se aritmetickým pr̊uměrem při
konečném počtu měřeńı tref́ıme právě do hodnoty nula.

Proto muśıme použ́ıt daľśı momenty

E(X2) =

h∫

−h

x2 · 1

2h
dx =

[x3

6h

]h
−h

=
h2

3
.

Odhad druhého momentu je

m2 =
1

n

n∑

i=1

x2
i =

47.75

8
= 5.96875 .

Odhad parametru źıskáme jako řešeńı rovnice

ĥ2

3
= E(X2) = m2 =

47.75

8
=⇒ ĥ =

√
17.90625

.
= 4.2316 .

Protože všechny hodnoty ze souboru lež́ı v intervalu 〈−ĥ, ĥ〉 = 〈−4.2316, 4.2316〉, můžeme nalezenou

hodnotu ĥ tud́ıž považovat za hledaný odhad parametru rozděleńı.

10.6 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti - spojité rozděleńı)
Náhodná veličina X s oborem hodnot 〈a,+∞) má hustotu

fX(t) =

{
0 , t ∈ (−∞, a),
ea−t , t ∈ 〈a,∞),

kde a ∈ R je parametr. Pomoćı metody maximálńı věrohodnosti i metody moment̊u odhadněte parametr a.
Úlohu vyřešte obecně pro realizaci x = (x1, x2, . . . , xn) a také pro konkrétńı realizaci

x = (1, 2, 2, 2, 3, 3, 4)

rozsahu n = 7.

Řešeńı:

Realizované výsledky muśı spadat do oboru hodnot, tj.

xi ∈ 〈a,+∞)

pro všechna i = 1, . . . , n neboli muśı platit, že

a ≤ min{x1, . . . , xn} .

Dále si všimněme, že funkce fX je posunutá hustota exponenciálńıho rozděleńı s parametrem τ = 1
(neboli veličina Y = X − a má exponenciálńı rozděleńı Exp(1), což se snadno odvod́ı). Tedy je to opět
hustota. Ale to, že fX je hustota můžeme ukázat i př́ımo: funkce fX je nezáporná a plat́ı, že

∫
∞

−∞

fX(t) dt =

∫
∞

a

ea−t dt = ea
[
−e−t

]t=∞

t=a
= ea · e−a = 1 .

Metoda maximálńı věrohodnosti:
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Metoda max. věrohodnosti pro spojité rozděleńı je podobná jako pro diskrétńı rozděleńı. Pravděpodobnostńı
funkci zde nahrad́ıme hustotou, která ale (jak v́ıme) neńı jednoznačně definována. Aby tedy metoda měla
v̊ubec smysl, uvažuje se zde jen př́ıpad, kdy hustota fX je spojitá na oboru hodnot veličiny X (taková
hustota už je pak jen jedna). Naše zadáńı toto splňuje.

Naš́ım ćılem je maximalizovat funkci

Λ(a) =

n∏

i=1

fXi
(xi; a)︸ ︷︷ ︸

fX (xi)

=

n∏

i=1

ea−xi = ena · e−
∑

i xi .

pro a ∈ (−∞, min{x1, . . . , xn}〉. Tato funkce je rostoućı v proměnné a, takže nabývá maxima pro
největš́ı př́ıpustnou hodnotu parametru

â = min{x1, . . . xn} .

Pro konkrétńı zadáńı je to pak
â = min{1, 2, 2, 2, 3, 3, 4}= 1 .

Metoda moment̊u:

Porovnáme teoretickou středńı hodnotu

E(X) =

∫
∞

−∞

t · fX(t) dt =

∫
∞

a

t ea−t dt = [−t ea−t]∞t=a +

∫
∞

a

ea−t dt =

= a+ [−ea−t]∞t=a = a+ 1

a výběrový pr̊uměr x. Odtud tak pro parametr â dostaneme

â = x− 1 ,

POKUD je ovšem splněno, že â ≤ min{x1, . . . , xn}!
Pro konkrétńı zadáńı je x = 1+2+2+2+3+3+4

7 = 17
7 a tedy â = 17

7 − 1
.
= 1.43, což ale NENÍ menš́ı

než min{1, 2, 2, 2, 3, 3, 4}= 1. V tomto př́ıpadě tedy metoda moment̊u NEDÁVÁ žádný odhad.

10.7 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti - spojité rozděleńı)
Doba do poruchy př́ıstroje má exponenciálńı rozděleńı. Bylo zjǐstěno, že se př́ıstroj porouchal postupně

za 4 dny, 7 dńı, 12 dńı, 2.5 dne a 24.5 dne. Metodou maximálńı věrohodnosti (př́ıp. metodou moment̊u)
určete parametr λ tohoto exponenciálńıho rozděleńı.

Řešeńı:

Máme tedy veličinu
X = “doba do poruchy př́ıstroje” [ve dnech]

s exponenciálńım rozděleńım Exp(τ), kde τ > 0, a hustotou f(x; τ) =

{
1
τ
e−

x
τ pro x > 0

0 pro x ≤ 0.
Počet měřeńı je n = 5 a jejich hodnoty jsou x1 = 4 dny, . . . , x5 = 24.5 dne.

Metoda maximálńı věrohodnosti:

Obor hodnotX je (0,+∞), což je otevřený interval a hustota je zde spojitá. (Hodnotu 0 neuvažujeme,
protože jako čekaćı dobu má smysl brát jen kladné hodnoty.)
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Hledáme takové τ > 0, které maximalizuje věrohodnostńı funkci

L(τ) =
n∏

i=1

f(xi; τ) =
n∏

i=1

1
τ
e−

xi
τ = 1

τ
e−

4
τ · 1

τ
e−

7
τ · 1

τ
e−

12
τ · 1

τ
e−

2.5
τ · 1

τ
e−

24.5
τ =

= 1
τ5 e

−
1
τ
·(4+7+12+2.5+24.5) = 1

τ5 e
−

50
τ .

Logaritmicko-věrohodnostńı funkce je

ℓ(τ) = lnL(τ) = −5 ln τ + 50τ.

Z jej́ı derivace

ℓ′(τ) = − 5

τ
+ 50.

źıskáme řešeńı

− 5

τ̂
+ 50 = 0 =⇒ τ̂ = 10 [dn̊u]

(ve kterém skutečně nastává maximum, jak je vidět ze znamének derivace.)

Metoda moment̊u:

Chceme, aby platily rovnosti E(Xk) = mk teoretických a výběrových moment̊u pro co nejv́ıce
počátečńıch hodnot k = 1, 2, . . . .

Máme

• středńı hodnotu E(X) = τ

• výběrový pr̊uměr x = m1 =

n∑

j=1

xj

n
= 4+7+12+2.5+24.5

5 = 50
5 = 10

Z požadované rovnosti τ̂ = E(X) = x = 10 dostáváme opět odhad τ̂ = 10. Tato shoda je opět zp̊usobena
t́ım, že parametr τ má význam středńı hodnoty X a ta se nejlépe odhaduje pomoćı výběrového pr̊uměru
x.

Poznámka: Na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme, v čem spoč́ıvá hledáńı intervalu spolehlivosti pro
nějaký parametr. Odvod́ıme si oboustranný symetrický interval o spolehlivosti 1− α pro středńı hodnotu µ
normálńıho rozděleńı N(µ, σ2) při neznámém rozptylu σ2 (při známém rozptylu by výsledek vypadal jinak
a jednodušeji):

Mějme realizaci náhodného výběru x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n o rozsahu n (pro nezávislé náhodné veličiny

Xi ∼ N(µ, σ2) ). Hledáme ted’ nějaké funkce h1, h2 : Rn → R (nezávislé na volbě µ i σ) takové, že

P
(
h1(X1, . . . , Xn) ≤ µ ≤ h2(X1, . . . , Xn)

)
= 1− α

(to je ta oboustrannost a 1− α spolehlivost) a současně chceme, aby pro zbylé př́ıpady ještě platilo, že

P
(
µ < h1(X1, . . . , Xn)

)
= α

2 = P
(
h2(X1, . . . , Xn) < µ

)

(to je ta symetričnost - tj. symetričnost nikoliv ve “vzdálenosti”, ale v pravděpodobnosti).
Při dané realizaci x = (x1, . . . , xn) pak jako hledaný interval spolehlivosti 1−α pro µ chápeme (č́ıselný)

interval tvaru:

〈
h1(x1, . . . , xn), h2(x1, . . . , xn)

〉
(⊆ R)

Je ještě dobré poznamenat, že
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• pro parametr µ žádné rozděleńı pravděpodobnosti nemáme!

• daný interval spolehlivosti pro µ vzniká čistě na základě naměřených hodnot x = (x1, . . . , xn) a také se
společně s nimi MĚNÍ! Jeho smysl je ten, že skutečná hodnota µ = E(X) (která se NEMĚNÍ!) bude
obsažena v těchto (obecně proměnných intervalech) s pravděpodobnost́ı 1− α.

Ovšem problémem z̊ustává, že při neznalosti skutečné hodnoty µ nejsme schopni zjistit, které konkrétńı
naměřené intervaly µ obsahuj́ı a které naopak ne. Vı́me jen, že těch druhých je jen 5%. V tom je
rozd́ıl oproti např. stř́ıleńı do terče, kdy před pokusem v́ıme, že se tref́ıme s pravděpodobnost́ı q a po
uskutečněném pokusu umı́me zjistit, který z výsledk̊u nastal, takže si tuto pravděpodobnost m̊užeme i
ověřit.

• Pro konkrétńı pokus se pak na vyč́ıslený interval m̊užeme d́ıvat i takto: Dejme tomu, že pro parametr
µ a 1 − α = 95% nám vyjde (při daných měřeńıch) interval jako 〈59.93, 62.07〉. Pak 95% vyjadřuje
poměr, se kterým se budeme ochotni vsadit, že skutečná hodnota µ (kterou m̊uže mı́t třeba někdo někde
přesně zjǐstěnou), bude obsažena v intervalu 〈59.93, 62.07〉.

A ted’ pro náš konkrétńı př́ıpad: Vezmeme si vhodnou veličinu, jej́ıž rozděleńı známe. V našem př́ıpadě
veličinu

T =
X − µ

SX

√
n ,

kde

X =
1

n

n∑

i=1

Xi

a

(SX)2 =
1

n− 1

(
n∑

i=1

(Xi −X)2

)
=

1

n− 1

(
n∑

i=1

X2
i − n · (X)2

)
.

Veličina T má tzv. t-rozděleńı, tj. Studentovo rozděleńı, s n− 1 stupni volnosti. Hustota ft(n−1) veličiny
T je:

u

ft(n−1)(u)

α
2

tα
2
;n−1

0 t1−α
2
;n−1

α
2

Pak pro kvantily plat́ı, že

P
(

tα
2 ;n−1︸ ︷︷ ︸

−t1−α
2

;n−1

≤ T ≤ t1−α
2 ;n−1

)
= 1− α

a
P
(
T < −t1−α

2
;n−1

)
= α

2 = P
(
t1−α

2
;n−1 < T

)
.

Výrazy uvnitř pravděpodobnosti si ted’ jen přeṕı̌seme a budeme mı́t hledané funkce h1 a h2:

−t1−α
2
;n−1 ≤ X − µ

SX

√
n ≤ t1−α

2
;n−1

X − SX√
n
· t1−α

2
;n−1

︸ ︷︷ ︸
h1(X1,...,Xn)

≤ µ ≤ X +
SX√
n
· t1−α

2
;n−1

︸ ︷︷ ︸
h2(X1,...,Xn)
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Po dosazeńı konkrétńı realizace x vektoru X pak dostaneme výše uvedený interval spolehlivosti pro µ ve
tvaru

〈µL, µU 〉 =
〈
x− sx√

n
t1−α

2
;n−1, x+

sx√
n
t1−α

2
;n−1

〉

Pro názornost uved’me funkce h1 a h2 v́ıce rozepsané:

h1(z1, . . . , zn) :=
1

n

(

n
∑

i=1

zi

)

−
t1−α

2
;n−1

√
n

· 1

n− 1





n
∑

i=1

z2i − n ·
(

1

n

n
∑

i=1

zi

)2




h2(z1, . . . , zn) :=
1

n

(

n
∑

i=1

zi

)

+
t1−α

2
;n−1

√
n

· 1

n− 1





n
∑

i=1

z2i − n ·
(

1

n

n
∑

i=1

zi

)2




10.8 (intervalový odhad pro středńı hodnotu a rozptyl)
Soubor dat

x = (75, 85, 58, 72, 70, 75)

je náhodným výběrem z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2). Stanovte

(a) horńı a dolńı 95% interval spolehlivosti pro středńı hodnotu µ;

(b) oboustranný symetrický 90% interval spolehlivosti pro rozptyl σ2.

Řešeńı:

(a) K určeńı intervalového odhadu použijeme statistiku

T =
X − µ

SX

√
n

která má Studentovo rozděleńı t(n − 1), kde n = 6 je rozsah souboru. Poznamenejme, že zat́ımco
centrálńı limitńı větu použ́ıváme pro velká n, protože obvykle pro X máme nějaké “obecné” rozděleńı,
tak v př́ıpadě, kdy X má právě normálńı rozděleńı, známe rozděleńı veličiny T také přesně a to pro
jakákoliv n (tj. i malá).

(a1) Horńı interval spolehlivosti pro µ (tj. µ bude omezené seshora) dostaneme ze vztahu

P
(

qt(n−1)(α)︸ ︷︷ ︸
−qt(n−1)(1−α)

≤ T
)
= 1− α

který vyjadřuje dolńı 1− α = 95% intervalový odhad pro veličinu T (viz obrázek):

u

ft(n−1)(u)

α

qt(n−1)(α)
0
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Pro realizaci t = x−µ
sx

√
n tedy nastává př́ıpad

qt(n−1) (1− α) ≤ x−µ
sx

√
n .

s pravděpodobnost́ı 1− α = 95%. Po úpravě máme horńı interval spolehlivosti pro µ ve tvaru:

µ ≤ x+
sx√
n
qt(5)(0.95) .

Pro jeho vyč́ısleńı potřebujeme znát realizaci výběrového pr̊uměru x a výběrového rozptylu s2
x

x =
1

6

6∑

i=1

xi =
435

6
= 72.5

s2
x
=

1

5

(
6∑

i=1

x2
i − 6 · (x)2

)
=

385.5

5

.
= 77.1 , sx

.
= 8.781 .

Z tabulek kvantil̊u Studentova rozděleńı dostaneme qt(5)(0.95)
.
= 2.02, a hledaný interval je tedy

µ ≤ 72.5 +
8.781√

6
2.02

︸ ︷︷ ︸
.
=79.74

.

neboli
µ ∈ (−∞, 79.74〉 .

(a2) Podobně dostaneme dolńı interval spolehlivosti pro µ (tj. µ bude omezené zezdola) ze vztahu
pro horńı 1− α = 95% intervalový odhad veličiny T (viz obrázek)

P
(
T ≤ qt(n−1)(1− α)

)
= 1− α

u

ft(n−1)(u)

α

qt(n−1)(1 − α)0

tedy
x− µ

sx

√
n ≤ qt(n−1) (1− α) .

a po úpravě

x− sx√
n
qt(5)(0.95) ≤ µ

a dosazeńı

72.5− 8.781√
6

2.02

︸ ︷︷ ︸
=65.26

≤ µ
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máme
µ ∈ 〈65.26,∞) .

(b) K určeńı intervalového odhadu použijeme statistiku

T =
(n− 1)S2

X

σ2

která má tzv. chi-kvadrát rozděleńı χ2(n− 1) s n− 1 stupni volnosti, kde n = 6 je opět rozsah souboru
(ten může být i malé č́ıslo).

Oboustranný symetrický interval spolehlivosti 1 − α = 90% pro σ2 dostaneme zase analogicky z
oboustranného symetrického intervalového odhadu veličiny T (viz obrázek):

P
(
qχ2(n−1)

(
α
2

)
≤ T ≤ qχ2(n−1)

(
1− α

2

) )
= 1− α

Graf zde představuje opět hustotu fχ2(n−1) veličiny T .

x

fχ2(n−1)(x)

α
2

qχ2(n−1)(
α
2
)

α
2

qχ2(n−1)(1 − α
2
)

0

Pro realizaci t =
(n−1)s2

x

σ2 tedy nastává př́ıpad

qχ2(n−1)

(α
2

)
≤ (n−1)s2

x

σ2 ≤ qχ2(n−1)

(
1− α

2

)

s pravděpodobnost́ı 1− α = 90%. Po úpravě máme

(n− 1) s2x
qχ2(n−1)

(
1− α

2

) ≤ σ2 ≤ (n− 1) s2x
qχ2(n−1)

(
α
2

)

Z tabulek kvantil̊u χ2-rozděleńı pak dostaneme, ze hledaný interval je pro rozptyl σ2 (o spolehlivosti
0.9 = 1− α) je:

σ2 ∈
〈

(n− 1) s2
x

qχ2(n−1)

(
1− α

2

) , (n− 1) s2
x

qχ2(n−1)

(
α
2

)
〉

.
=

.
=

〈
(n− 1) s2

x

qχ2(5) (0.95)
,

(n− 1) s2
x

qχ2(5) (0.05)

〉
.
=

.
=

〈
5 · 77.1
11.07

,
5 · 77.1
1.145

〉
.
=

.
= 〈34.82, 336.68〉 .

Všimněte si, že intervalový odhad výběrového rozptylu nemá střed ve svém bodovém odhadu s2x
.
=

77.1. Velké hodnoty rozptylu i intervalu jsou dány t́ım, že některé naměřené hodnoty (a sice 58 a 85) se
dost odchyluj́ı od výběrového pr̊uměru x = 72.5.

Page 14


