
1. cvičeńı z PST

20. - 24. zář́ı 2021

Uvažujme výběr z n r̊uzných předmět̊u, které vyb́ıráme k-krát. Počet všech jednotlivých možnost́ı pro
r̊uzné zp̊usoby výběru uvád́ı následuj́ıćı tabulka:

Výběr
bez vraceńı

(bez opakováńı)
s vraceńım

(s opakováńım)

uspořádaný
(variace)

n(n− 1) · · · (n− k + 1) nk

neuspořádaný
(kombinace)

(
n
k

) (
n+k−1

k

)
Odpov́ıdaj́ıćı variace (př́ıp. kombinace) se označuj́ı jako “k-té tř́ıdy z n prvk̊u”.

1.1 (kombinace s opakováńım)
Ukažte, že počet všech kombinaćı s opakováńım k-té tř́ıdy z n prvk̊u je roven počtu všech nezáporných

celoč́ıselných řešeńı (x1, . . . , xn) rovnice

x1 + x2 + · · ·+ xn = k

a že tento počet je právě
(
n+k−1

k

)
.

Řešeńı:
Dané řešeńı (x1, . . . , xn) můžeme jednoznačně vyjádřit také tak, že pro k nerozlǐsitelných kouĺı a n

r̊uzných přihrádek bude xi znamenat počet kouĺı v i-té přihrádce.
Tato situace odpov́ıdá kombinaćım bez opakováńı (máme n druh̊u prvk̊u v dostatečném množstv́ı a

vyb́ıráme z nich k prvk̊u, při výběru přitom rozlǐsujeme vždy, jen kolik je od kterého druh̊u prvk̊u).
Rozděleńı kouĺı do přihrádek můžeme zakódovat pomoćı n−1 nerozlǐsitelných přepážek a k nerozlǐsitelných

kouĺı. To ale odpov́ıdá permutaćım s opakováńım (pro dva druhy předmět̊u). Celkový počet řešeńı tak
je kombinačńı č́ıslo (

n− 1 + k

k

)
=

(n− 1 + k)!

(n− 1)! · k!
=

(
n− 1 + k

n− 1

)
.

1.2 (variace s opakováńım)
Kolik r̊uzných slov můžeme vytvořit přeskupeńım ṕısmen slov:

(a) MISSISSIPPI,

(b) ANANAS,

(c) PROBLÉM (kde ṕısmena B a R nestoj́ı vedle sebe)?

Řešeńı:
Jde o permutace s opakováńım. Pro n prvk̊u, z nichž



� k1 je 1. druhu, k2 je 2. druhu atd. až k` je `-tého druhu,

� přičemž k1 + · · ·+ k` = n a prvky stejného druhu jsou navzájem nerozlǐsitelné,

je počet všech uspořádaných n-tic roven n!
k1!···k`!

.

(a) Ṕısmeno M se vyskytuje 1×, ṕısmeno I pak 4×, ṕısmeno S také 4× a ṕısmeno P máme 2×. Počet
znak̊u ve slově je 1 + 4 + 4 + 2 = 11. Počet r̊uzných slov je tedy

11!

1! · 4! · 4! · 2!
=

11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5
4 · 3 · 2 · 2

= 11 · 10 · 9 · 7 · 5 = 34650 .

(b) Podobně jako v (a): Ṕısmeno A se vyskytuje 3×, ṕısmeno N pak 2× a ṕısmeno S máme 1×.
Počet znak̊u ve slově je 3 + 2 + 1 = 6. Počet r̊uzných slov je tedy

6!

3! · 2! · 1!
= 5 · 4 · 3 = 60 .

(c) Jednodušš́ı je zjistit počet zbylých slov, tj. těch, kde ṕısmena B a R stoj́ı vedle sebe, a odeč́ıst je
od počtu všech přesmyček p̊uvodńıho slova. Skupinu slov B a R budeme považovat za jeden nedělitelný
prvek, který se může vyskytovat ve 2! r̊uzných stavech: BR nebo RB. Budeme tedy permutovat 6 prvk̊u:
P, O, L, É, M a X (kde X={B, R}). Počet slov, kde ṕısmena B a R stoj́ı vedle sebe je tak 2! · 6!.

Počet slov, kde ṕısmena B a R nestoj́ı vedle sebe tud́ıž bude

7!− 2! · 6! = 5 · (6!) = 3600 .

1.3 (variace bez opakováńı)
Na jedné poličce je náhodně rozestavěno 10 knih. Jaká je pravděpodobnost, že 3 určité knihy jsou

postaveny vedle sebe?

Řešeńı:
Podobně jako v předchoźım př́ıkladu budeme dané 3 knihy považovat za jednu nedělitelnou skupinu.
Dostaneme tak 8 prvk̊u. V rámci nedělitelné skupiny máme 3! možnost́ı. Počet př́ıznivých (tj.
požadovaných) rozestaveńı je proto

3! · 8! = 241 920 .

Počet všech (libovolných) rozestaveńı je 10!. Pravděpodobnost tedy je

p =
“počet př́ıznivých možnost́ı”

“počet všech možnost́ı”
=

3! · 8!

10!
=

1

5 · 3
.
= 0.067 .

1.4 (variace s opakováńım)
Kolika r̊uznými zp̊usoby může sportovec rozmı́stit 10 r̊uzných pohár̊u do 5 polic, jestliže se na každou

polici vejde všech 10 pohár̊u?

Řešeńı:
Dané rozestaveńı můžeme jednoznačně vyjádřit také tak, že k 10 r̊uzným pohár̊um přidáme 4 (= 5− 1)
navzájem nerozlǐsitelné přepážky, a budeme uvažovat permutace 10 + 4 = 14 prvk̊u s opakováńım. V
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rámci tohoto ”zakódováńı”, ty poháry, které stoj́ı před 1. přepážkou p̊ujdou do 1. police, ty mezi 1. a
2. přepážkou do druhé police atd.

Počet všech r̊uzných rozmı́stěńı tak je

14!

1! · · · 1! · 4!
=

14!

4!
= 3 632 428 800

.
= 3.6 · 109 .

Pokud jde o numerický výpočet, můžeme ho také srovnat s přibližným Stirlingovým vzorcem

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
kde přibližnost znamená, že v pod́ıl obou hodnot se bĺıž́ı k 1 pro n→∞. Pro n = 14 máme

14!

4!

.
=

√
2π14

24

(
14

e

)14

=

√
7π

12

(
14

e

)14
.
= 3 610 875 072 .

1.5 (kombinace bez opakováńı)
Kolik r̊uzných volejbalových týmu lze složit ze skupiny 15 chlapc̊u a 6 d́ıvek, pokud v týmu vždy hraj́ı 4

chlapci a 2 děvčata?
Jaká je pravděpodobnost, že v náhodně vybrané skupině 6 osob (z výše uvedené skupiny chlapc̊u a

děvčat) budou alespoň 4 chlapci?

Řešeńı:
Každý požadovaný tým je určený množinou chlapc̊u, kterou lze zvolit

(
15
4

)
zp̊usoby, a množinou děvčat,

kterou lze zvolit
(
6
2

)
zp̊usoby. Hledaný počet týmu je tedy(

15

4

)
·
(

6

2

)
=

15 · 14 · 13 · 12

4 · 3 · 2 · 1
· 6 · 5

2 · 1
= 20475 .

Dále, všech osob je 15+6 = 21. Vyb́ıráme 6 osob. Prostorem všech možných rovnocenných výsledk̊u
je tedy

Ω = “všechny neuspořádané 6-ce utvořené z 21 osob”

tedy, kombinace bez opakováńı 6-té tř́ıdy z 21 prvk̊u. Tud́ıž, |Ω| =
(
21
6

)
. Hledáme pravděpodobnost jevu

A = “ 6-tice z Ω, které obsahuj́ı alespoň 4 chlapce” .

Velikost množiny A spoč́ıtáme rozděleńım na 6-tice z Ω, které obsahuj́ı právě

� 4 chlapce: těch je
(
15
4

)
·
(
6
2

)
,

� 5 chlapc̊u: těch je
(
15
5

)
·
(
6
1

)
,

� 6 chlapc̊u: těch je
(
15
6

)
·
(
6
0

)
.

Pravděpodobnost tedy je

P (A) =
|A|
|Ω|

=

(
15
4

)
·
(
6
2

)
+

(
15
5

)
·
(
6
1

)
+
(
15
6

)
·
(
6
0

)(
21
6

) .
= 0.8016 .
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Poznámka: V tomto př́ıkladu jsme setkali s tzv. hypergeometrickým rozděleńım.

K N −K

k n− k

To se objevuje tehdy, když

� z množiny, která má N prvk̊u (zde N = 21),

� z nichž právě K má nějakou vlastnost V (zde K = 15 a V =”osoba je chlapec”),

� chceme vybrat právě n prvk̊u (zde n = 6)

a ptáme se, s jakou pravděpodobnost́ı bude právě k z nich mı́t vlastnost V.
Tato pravděpodobnost je dána pod́ılem př́ıznivých možnost́ı ku všem. Př́ıznivé jsou dány počtem zp̊usob̊u jak vybrat k

prvk̊u (s V) z K prvk̊u (s V) násobeno počtem zp̊usob̊u jak vybrat zbytek, tj. n − k prvk̊u (bez V) z N −K prvk̊u (bez V).
Celkem tedy (K

k

)
·
(N−K

n−k

)(N
n

)
přičemž rozsah proměnné k je určen pomoćı

max{0, n+K −N} ≤ k ≤ min{n,K}

tedy
0 = max{0, 6 + 15− 21} ≤ k ≤ min{6, 15} = 6 .

Tuto podmı́nku dostaneme ihned z nerovnost́ı

k ≤ K, n− k ≤ N −K,

k ≤ n, n− k ≤ n .

1.6 (kombinace bez opakováńı)
Na party se sešlo 14 student̊u, z toho 8 chlapc̊u a 6 děvčat. Jaká je pravděpodobnost, že v náhodně

vybrané čtveřici osob

(a) bude právě jeden chlapec?

(b) budou alespoň dva chlapci?

Řešeńı:
Prostor všech možných rovnocenných výsledk̊u je

Ω = “všechny neuspořádané 4-ce utvořené ze 14 osob”

tedy všechny 4-prvkové podmnožiny 14-ti prvkové množiny (neboli kombinace 4-té tř́ıdy ze 14 prvk̊u bez
opakováńı). Jejich počet je |Ω| =

(
14
4

)
= 14!

4!(14−4)! .

(a) Každou čtveřici z jevu

A = “čtveřice z Ω, ve kterých je právě 1 chlapec”
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můžeme popsat pomoćı trojice děvčat, kterých je
(
6
3

)
, a pomoćı vybraného chlapce, kterých je(

8
1

)
= 8. Tud́ıž hledaná pravděpodobnost je

P (A) =
|A|
|Ω|

=

(
8
1

)
·
(
6
3

)(
14
4

) .
= 0.16.

(b) Pravděpodobnost jevu

B = “čtveřice z Ω, ve kterých jsou alespoň 2 chlapci”

je jednodušš́ı spoč́ıtat pomoćı doplňkového jevu

B = “čtveřice z Ω, ve kterých je nejvýše 1 chlapec” .

Velikost množiny B spoč́ıtáme rozděleńım na čtveřice, které

� obsahuj́ı právě 1 chlapce: těch je
(
8
1

)
·
(
6
3

)
,

� neobsahuj́ı žádného chlapce: těch je
(
8
0

)
·
(
6
4

)
.

Pravděpodobnost tedy je

P (B) =
|B|
|Ω|

=

(
8
0

)
·
(
6
4

)
+
(
8
1

)
·
(
6
3

)(
14
4

) =
1 · 15 + 8 · 20

1001

.
= 0.1748

a
P (B) = 1− P (B)

.
= 1− 0.1748 = 0.8252 .

Opět se zde jedná o tzv. hypergeometrické rozděleńı (viz př́ıklad 1.4).

1.7 (výběr bez opakováńı)
Jaká je pravděpodobnost, že ve skupině n lid́ı maj́ı alespoň dva narozeniny ve stejný den? (Neuvažujte

přestupné roky a předpokládejte, že se během celého roku děti rod́ı rovnoměrně.)

Řešeńı:
Prvńı část z předpoklad̊u znamená, že počet všech dn̊u v roce pro nás bude vždy 365. Druhá část
předpoklad̊u pak znamená, že všechny dny v roce považujeme za rovnocenné. Tedy pravděpodobnost,
že se daný člověk narod́ı v daný den v roce bude pro všechny dny stejná. To, že pracujeme se skupinou n
lid́ı si také můžeme ekvivalentně představit tak, že máme urnu s ĺıstky s č́ısly od 1 do 365 (představuj́ıćımi
oč́ıslované dny v roce) a my z ńı n-krát opakovaně budeme losovat č́ısla s t́ım, že ĺıstky vždy vrát́ıme
zpět.

Výsledky pokusu jsou tud́ıž uspořádané n-tice s hodnotami od 1 do 365. Tedy Ω = {1, . . . , 365}n
(tj. kartézský součin množiny {1, . . . , 365} a to celkem n-krát, podobně jako třeba zapisujeme Rn).

Nechť A je jev, že ve skupině n lid́ı maj́ı alespoň dva narozeniny ve stejný den. Pak jev A znamená,
že ve skupině n lid́ı má každý člověk narozeniny v jiný den. Jde tedy o variace bez opakováńı tř́ıdy n z
365 prvk̊u.

|Ω| = 365n

|A| = 365 · 364 · · · · · (365− n + 1)

a tedy

P (A) =
365 · 364 · · · · · (365− n + 1)

365n
,
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a tud́ıž

P (A) = 1− P (A) = 1− 365 · 364 · · · · · (365− n + 1)

365n
.

Pro zaj́ımavost se ještě pod́ıváme na přibližnou hodnotu této pravděpodobnosti. Pro jednoduchost označme H = 365.
Pak máme

P (A) = 1−
H · (H − 1) · · · · · (H − (n− 1))

Hn
= 1−

(
1−

1

H

)
. . .

(
1−

n− 1

H

)
=

= 1− eln(1− 1
H )...

(
1−n−1

H

)
= 1− e

n−1∑
k=1

ln(1− k
H )

Použijeme teď lineárńı aproximaci funkce

f(x) =

n−1∑
k=1

ln (1− kx)

v bodě x0 = 0, kterou pak vyč́ısĺıme pro x = 1
H

, která je bĺızká nule, a to jako f(x) ≈ f(0) + f ′(0) · (x− 0). Tedy

f ′(x) =

(
n−1∑
k=1

ln (1− kx)

)′
= −

n−1∑
k=1

k

1− kx

f ′(0) = −
n−1∑
k=1

k = −
n(n− 1)

2

a
n−1∑
k=1

ln

(
1−

k

H

)
= f

(
1

H

)
≈ 0 + f ′(0) ·

1

H
= −

n(n− 1)

2H
.

Odsud máme, že

P (A)
.
= 1− e−

n(n−1)
2·365

a ukázku některých hodnot v tabulce:

n 23 24 25 26 27 29 50

P (A) 50% 53.05% 56.04% 58.95% 61.77% 67.12% 96.51%
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