
2. cvičeńı z PST

27. zář́ı - 1. ř́ıjna 2021

Poznámka: Při použ́ıváńı klasické (tj. Laplaceovy) pravděpodobnosti potřebujeme, abychom všechny
(elementárńı) výsledky mohli považovat za rovnocenné a t́ım jim mohli přǐradit stejnou pravděpodobnost.

Jako ukázkový př́ıklad si vezměme situaci, kdy máme dvě nerozlǐsitelné mince, které maj́ı stejnou
pravděpodobnost, že padne kterákoliv ze stran (ĺıc nebo rub). Pak jsou možné výsledky jednoho hodu oběma
mincemi jen tyto kombinace bez opakováńı: {ĺıc, ĺıc}, {rub, rub}, {ĺıc, rub}. Nemůžeme je ale považovat
za rovnocenné, protože výsledek {ĺıc, rub} je (fyzicky) realizován dvěma stavy (variacemi s opakováńım):
(rub, ĺıc) a (ĺıc, rub). To, že tyto uspořádané stavy neumı́me rozlǐsit ovšem nesouviśı s t́ım, že př́ıpad {ĺıc, rub}
se (fyzicky) objev́ı dvakrát častěji než kterýkoliv z př́ıpad̊u {ĺıc, ĺıc} nebo {rub, rub}. Má tedy dvojnásobnou
pravděpodobnost.

Proto kombinace s opakováńım (tj. neuspořádané posloupnosti) v tomto př́ıpadě nemůžou sloužit jako
základ pro Laplaceovu pravděpodobnost a my si nutně muśıme vźıt variace s opakováńım (tj. uspořádané
posloupnosti). Na druhé straně i výsledky popisované kombinacemi lze použ́ıt, ovšem s t́ım, že daná neu-
spořádaná posloupnost bude mı́t pravděpodobnost úměrnou počtu jej́ıch uspořádaných verźı:

• P ({ĺıc, ĺıc}) = 1
4

• P ({rub, rub}) = 1
4

• P ({ĺıc, rub}) = 2× 1
4 = 1

2 .

V př́ıpadě, že se tedy rozhodneme popisovat výsledky pomoćı neuspořádaných výběr̊u s opakováńım,
budeme tak jako tak nakonec poč́ıtat s jejich uspořádanými verzemi (viz následuj́ıćı př́ıklad).

2.1 (srovnáńı výběru s opakováńım a bez opakováńı)
V baĺıčku máme 32 karet, z toho 4 esa. Dvakrát za sebou vytáhneme náhodně jednu kartu. Stanovte

pravděpodobnost jevu
A = “alespoň jedna z vytažených karet je eso”,

jestliže po prvńım tahu kartu

(1) vrát́ıme,

(2) nevrát́ıme

zpět do baĺıčku.

Řešeńı:
(1) Výsledky pokusu jsou opět uspořádané dvojice (množina Ω1). Prvńı člen dvojice odpov́ıdá kartě
vytažené v prvńım tahu a druhý člen kartě vytažené v druhém tahu. V prvńım tahu můžeme kartu
vytáhnout 32 zp̊usoby. Protože vytaženou kartu vraćıme zpět do urny, i v druhém tahu máme 32
možnost́ı. Počet všech možných př́ıpad̊u je tedy |Ω1| = 322. Př́ıznivým př́ıpad̊um odpov́ıdaj́ı tahy (libo-
volná karta - eso), (eso - libovolná karta), (eso - eso). Počet př́ıznivých př́ıpad̊u je |A1| = 28·4+4·28+4·4.
Hledaná pravděpodobnost je rovna

P (A1) =
|A1|
|Ω1|

=
28 · 4 + 4 · 28 + 4 · 4

322
=

15

64

.
= 0.2344.

Jednodušeji se k výsledku můžeme dostat přes doplňkový jev

A1 = Ω1 \A1 = “žádná z vytažených karet neńı eso”,



Pro pravděpodobnost pak plat́ı, že

P (A1) =
|Ω1 \A1|
|Ω1|

=
|Ω1| − |A1|
|Ω1|

= 1− P (A1)

Počet prvk̊u A1 je pak (analogicky jako u Ω1) roven 282, takže

P (A1) = 1− P (A1) = 1− 28 · 28

32 · 32
= 1− 7 · 7

8 · 8
=

15

64

.
= 0.2344.

(2) Tentokrát z uspořádaných dvojic karet muśıme vyloučit ty, kde prvńı i druhá karta jsou stejné
(dostaneme tak množinu Ω2). Počet možných př́ıpad̊u je vzhledem k tomu, že po prvńım tahu kartu
nevrát́ıme, |Ω2| = 32 · 31. Př́ıznivým př́ıpad̊um odpov́ıdaj́ı opět tahy (libovolná karta - eso), (eso -
libovolná karta), (eso - eso). Počet př́ıznivých př́ıpad̊u je nyńı |A2| = 28 · 4 + 4 · 28 + 4 · 3. Hledaná
pravděpodobnost je rovna

P (A2) =
|A2|
|Ω2|

=
2 · 4 · 28 + 4 · 3

32 · 31
=

59

248

.
= 0.2379.

Přes doplňkový jev je to opět jednodušš́ı:

A2 = “žádná z vytažených karet neńı eso”,

|A2| = 28 · 27

P (A2) = 1− P (A2) = 1− 28 · 27

32 · 31
=

59

248

.
= 0.2379.

Kromě toho je vidět, že pravděpodobnosti se v př́ıpadech vraceńı (0.2344) i nevraceńı (0.2379)
př́ılǐs nelǐśı. Je to proto, že pokud máme velké množstv́ı N (zde N = 32), ze kterého taháme pouze
k-krát (zde k = 2), tj. ”několikrát”v porovnáńı s t́ım, jak velké množstv́ı máme, neboli k << N ,
tak pravděpodobnost, že bychom opakovaně vytáhli znovu tentýž předmět je zanedbatelná. Tud́ıž obě
pravděpodobnosti se budou téměř shodovat.

2.2 (srovnáńı výběru s opakováńım a bez opakováńı)
V loterii je k = 500 výher a n = 107 účastńık̊u. Jaká je pravděpodobnost, že Alice źıská nějakou výhru,

pokud

(a) každý může vyhrát nejvýše jednou,

(b) každý může vyhrát opakovaně.

Řešeńı:

(a) Uvažujme neuspořádaný výběr bez opakováńı (ale klidně si můžeme vźıt i uspořádané výběry
a výsledek bude stejný - protože každý neuspořádaný výběr délky k zde bude mı́t stejný počet
uspořádaných verźı, a sice právě k!).

Pravděpodobnost spoč́ıtáme přes doplňkový jev. Počet všech možnost́ı je
(
n
k

)
. Počet nepř́ıznivých

možnost́ı je
(
n−1
k

)
(vynecháme Alici). Pravděpodobnost p1 je tedy

p1 = 1−
(
n−1
k

)(
n
k

) = 1− n− k

n
=

k

n
=

500

107
= 5 · 10−5 .
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(b) Protože se jedná o výběr s opakováńım, zvoĺıme si (kv̊uli snadněǰśımu výpočtu) uspořádaný výběr
(viz poznámka výše). Pravděpodobnost opět spoč́ıtáme přes doplňkový jev. Počet všech možnost́ı
je nk. Počet nepř́ıznivých možnost́ı je (n− 1)k. Pravděpodobnost p2 je tedy

p2 = 1− (n− 1)k

nk
= 1−

(
1− 1

n

)k

= 1− (0.9999999)
500 .

= 1− 0.999950001 = 4.9999 · 10−5 .

Jak je vidět, pravděpodobnosti jsou téměř stejné. To můžeme vysvětlit bud’ pomoćı binomického
rozvoje

p2 = 1−
(

1− 1

n

)k

= 1−
(

1− k

n
+

(
k

2

)
1

n2
− · · ·

)
=

k

n︸︷︷︸
p1

−
(
k

2

)
1

n2
+ · · ·

nebo pomoćı limity (pro k pevné a n rostoućı nade všechny meze)

lim
n→∞

p2
p1

= lim
n→∞

1−
(
1− 1

n

)k
k
n

=

[
x = − 1

n

]
=

1

k
· lim
x→0

(1 + x)
k − 1

x
=

1

k
· d

dx
(1 + x)k|x=0

=
1

k
· k = 1 .

Současně tento výsledek odpov́ıdá intuitivńı představě, že v obrovském množstv́ı účastńık̊u n se už
v limitě (tj. pro k << n) ztrat́ı to, jestli je losujeme opakovaně (tj. vlastně neměńıme podmı́nky) nebo
ne (tj. daného výherce vždy vyřad́ıme).

V rámci geometrické pravděpodobnosti pracujeme vždy v Rn, kde máme obvyklý n-rozměrný objem vol(·). Potřebujeme
tedy nějak vymezit jevy jako množiny, kterým umı́me přǐradit objem (tzv. borelovsky měřitelné množiny) a t́ım následně i
pravděpodobnost. Systém takovýchto množin tvoř́ı tzv. σ-algebru, která právě d́ıky své struktuře umožňuje objem množin
definovat. Odsud vid́ıme, že pojmu σ-algebry (a daľśım definićım spojeným s pravděpodobnost́ı) se prostě nelze vyhnout, pokud
hodláme pracovat např. s geometrickou nebo jinou pravděpodobnost́ı.

V př́ıpadě geometrické pravděpodobnosti bude prostorem všech možných výsledk̊u nějaká množina Ω ⊆ Rn s konečným

objemem vol(Ω) < ∞, jev bude jej́ı měřitelná podmnožina A ⊆ Ω a jeho pravděpodobnost bude určena jako P (A) =
vol(A)
vol(Ω)

.

T́ım, že pravděpodobnost je úměrná jen objemu množiny A a nikoliv jej́ımu tvaru nebo umı́stěńı, chceme opět vyjádřit to, že

všechny výsledky (tedy body množiny Ω) považujeme za rovnocenné.

2.3 (geometrická pravděpodobnost)
Dva přátelé A a B si domluv́ı sch̊uzku mezi 9.00 a 10.00. Jejich př́ıchody na dané mı́sto jsou náhodné v

rámci smluveného časového intervalu. Každý bude čekat 10 minut a pak odcháźı. Jaká je pravděpodobnost,
že dojde k setkáńı?

Řešeńı:
Jako elementárńı jev si zvoĺıme dvojici (t1, t2), která znamená př́ıchody jednotlivých osob v jednotkách
hodin. Tedy Ω = 〈9, 10〉 × 〈9, 10〉.

Osoba A bude čekat na daném mı́stě v intervalu 〈t1, t1 + 1
6 〉 a podobně osoba B bude čekat na daném

mı́stě v intervalu 〈t2, t2 + 1
6 〉. Jev

S = “přátelé se setkaj́ı”

pak bude vyjádřen jako

S =
{

(t1, t2) ∈ Ω | intervaly 〈t1, t1 + 1
6 〉 a 〈t2, t2 + 1

6 〉 maj́ı neprázdný pr̊unik
}

=

=
{

(t1, t2) ∈ Ω | |t1 − t2| ≤ 1
6

}
(za jednotku jsme si zvolili hodinu, takže 10 min = 1

6 hod). Z grafického znázorněńı množin v R2
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t1

109

t2

10

S

︸ ︷︷ ︸
1
6

︷︸︸︷1
6

snadno zjist́ıme, že vol(S) = 1− ( 5
6 )2 = 11

36 a vol(Ω) = 1, takže

P (S) =
11

36
.

Poznamenejme, že pokud by každá z osob volila jinou délku doby čekáńı, úloha by se řešila velmi
podobně (tj. hledaly by se opět neprázdné pr̊uniky interval̊u vyjadřuj́ıćıch dobu pobytu).

2.4 (geometrická pravděpodobnost)
Tyč délky ` je náhodně rozdělena na 3 části. Jaká je pravděpodobnost, že z část́ı lze sestavit trojúhelńık?

Řešeńı:
V našem př́ıpadě je tyč rozdělena na části o délkách a, b a c, kde 0 < a, b, c a a + b + c = `. Za jevové
pole si zvoĺıme

Ω =
{

(a, b) ∈ R2 | 0 < a, b & a + b < `
}
,

kde p̊uvodńı elementárńı jev (a, b, c) poṕı̌seme pouze prvńımi dvěma složkami (a, b) a třet́ı je jednoznačně
určena jako c = `−(a+b). Množina Ω je rovnoramenný pravoúhlý trojúhelńık s odvěsnami délky `. Jeho

plocha tak je vol(Ω) = `2

2 . Abychom mohli sestavit trojúhelńık, muśı platit trojúhelńıková nerovnost.
Zaj́ımá nás tedy tud́ıž jev

A =

(a, b) ∈ Ω | a + b > `− (a + b)︸ ︷︷ ︸
c

∧ b + `− (a + b)︸ ︷︷ ︸
c

> a ∧ a + `− (a + b)︸ ︷︷ ︸
c

> b

 =

=
{

(a, b) ∈ Ω | a + b > `
2 ∧ a, b < `

2

}
.

Množina A vytvář́ı v množině Ω trojúhelńık, jehož vrcholy jsou středy stran trojúhelńıku Ω.
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a

``
2

0

b

`

`
2

A

Velikost plochy A tak zřejmě je vol(A) = 1
4vol(Ω). Proto máme

P (A) =
vol(A)

vol(Ω)
=

1

4
= 0.25 .

K výpočtu lze použ́ıt také jevové pole

Ω′ =
{

(a, b, c) ∈ R3 | 0 < a, b, c ∧ a+ b+ c = `
}
.

To je rovnostranný trojúhelńık o straně délky `. Jeho plocha tak je vol(Ω′) =
√

3
4
`2. Odpov́ıdaj́ıćı jev sestrojeńı

trojúhelńıku pak je
A′ =

{
(a, b, c) ∈ Ω′ | a+ b > c ∧ b+ c > a ∧ a+ c > b

}
,

který opět v množině Ω′ vytvář́ı trojúhelńık, jehož vrcholy jsou středy stran trojúhelńıku Ω′. Velikost plochy A′ je opět

vol(A′) = 1
4

vol(Ω′). Proto znovu máme P (A′) =
vol(A′)
vol(Ω′) = 1

4
.

Co neńı u podobných př́ıklad̊u ihned zřejmé, je to, zda a proč budou r̊uzné př́ıstupy dávat stejný výsledek. Obecně
tomu tak být nemuśı. Zde ale zřejmě ano. Důvod je obecněji ten, že máme zobrazeńı ϕ : Ω→ Ω′,

ϕ(a, b) = (a, b, `− a− b)

které parametrizuje množinu Ω′ pomoćı p̊uvodńı množiny Ω a přitom plat́ı ϕ(A) = A′. Toto zobrazeńı je vlastně
”natažeńı”trojúhelńıku Ω do podoby trojúhelńıku Ω′. Množina A se přitom natáhne stejným zp̊usobem (do množiny
A′) a proto poměry velikost́ı z̊ustanou zachovány. Tedy pravděpodobnost vyjde stejně.

Jak přirozeně definovat nezávislost jev̊u: Nejdř́ıve si zavedeme podmı́něnou pravděpodobnost P (A|B),
tj. pravděpodobnost, že nastane jev A za předpokladu, že výsledky se budou omezovat jen na jev B (také to
můžeme chápat tak, že nastal jev B a my se zpětně ptáme, jaká byla za tohoto předpokladu pravděpodobnost

jevu A). Přirozeně to bude P (A|B) = P (A∩B)
P (B) , pokud P (B) 6= 0.

To, že jev A nebude záviset na jevu B, si pak přirozeně urč́ıme podmı́nkou P (A|B) = P (A) a podobně
B nebude záviset na jevu A pokud P (B) = P (B|A). Takže jevy A a B budou nezávislé, pokud plat́ı
podmı́nky P (A|B) = P (A) a P (B) = P (B|A) (a také bychom ještě mohli uvažovat i nezávislost na doplňćıch
P (A) = P (A|B) atd.).

Jak je ale vidět, všechny tyto podmı́nky odpov́ıdaj́ı jediné rovnici P (A∩B) = P (A) · P (B), samozřejmě
za předpokladu, že P (A) 6= 0 a P (B) 6= 0.

Proto se nezávislost jev̊u A a B definuje jako P (A ∩ B) = P (A) · P (B) (at’ už jsou P (A) nebo P (B)
nulové nebo ne).

2.5 ((ne)závislost jev̊u)
Automat vyráb́ı podložky ve tvaru obdélńıka. Tolerance v š́ı̌rce neńı dodržena v 8%, tolerance v délce v

7% a v obou rozměrech ve 3% př́ıpad̊u.

(a) Rozhodněte, zda jsou porušeńı tolerance v délce a v š́ı̌rce závislé nebo nezávislé jevy.
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(b) Vypočtěte pravděpodobnost toho, že náhodně vybraný kus má oba rozměry v toleranci.

(c) Vybraný kus má nesprávnou délku. Jaká je pravděpodobnost, že jeho š́ı̌rka bude v toleranci?

Řešeńı:
Uvažujme jevy

A = ”neńı dodržena tolerance v š́ıřce”,

B = ”neńı dodržena tolerance v délce”.

Ze zadáńı máme, že P (A) = 0.08, P (B) = 0.07 a P (A ∩B) = 0.03.

(a) Protože máme P (A ∩B) = 0.03 6= 0.08 · 0.07 = P (A) · P (B), jsou jevy A a B závislé.

(b) Pro jev

C = ”oba rozměry jsou v toleranci”

máme C = A ∩B = A ∪B. Takže dostáváme

P (C) = P (A ∪B) = 1− P (A ∪B)

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) = 0.08 + 0.07− 0.03 = 0.12

a tud́ıž
P (C) = 1− P (A ∪B) = 1− 0.12 = 0.88 .

(c) Zde budeme oproti předchoźım př́ıklad̊um hledat podmı́něnou pravděpodobnost a sice P
(
A|B

)
.

Máme

P
(
A|B

)
=

P (A ∩B)

P (B)
=

P
(
B \ (A ∩B)

)
P (B)

=
P (B)− P

(
A ∩B

)
P (B)

=

= 1−
P
(
A ∩B

)
P (B)

= 1− 0.03

0.07
=

4

7

kde jsme použili zřejmé rovnosti A ∩B = B \ (A ∩B).
Poznamenejme také, že podmı́něná pravděpodobnost se v prvńım argumentu chová jako obyčejná

pravděpodobnost, a tedy např. plat́ı

P
(
A|B

)
= 1− P

(
A|B

)
.

2.6 (nezávislé jevy)
Dva střelci stř́ıĺı na terč po jedné ráně. Pravděpodobnost, že se prvńı tref́ı je p1 = 0.7. Pravděpodobnost,

že se tref́ı druhý střelec je p2 = 0.8. Jaká je pravděpodobnost, že

(a) alespoň jeden střelec zasáhne ćıl?

(b) prvńı střelec se tref́ı a druhý ne?

(c) pokud v terči byl právě jeden zásah, trefil se prvńı střelec?

Řešeńı:
Uvažujme jevy
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S1 = ”prvńı střelec se tref́ı”,

S2 = ”druhý střelec se tref́ı”.

Tyto jevy považujeme (z podstaty zadáńı) za nezávislé a dále máme P (S1) = 0.7 a P (S2) = 0.8.

(a) Pro jev

A = ”alespoň jeden střelec zasáhne ćıl”

máme A = S1 ∪ S2 a tedy

P (A) = P (S1 ∪ S2) = P (S1) + P (S2)− P (S1 ∩ S2)
(nezav.)

=

(nezav.)
= P (S1) + P (S2)− P (S1) · P (S2) = 0.7 + 0.8− 0.7 · 0.8 = 0.94 .

(b) Pro jev

B = ”prvńı střelec se tref́ı a druhý ne”

máme B = S1 ∩ S2 a tedy

P (B) = P (S1 ∩ S2)
(nezav.)

= P (S1) · P (S2) = 0.7 · (1− 0.8) = 0.14 .

(c) Zde budeme oproti předchoźım př́ıklad̊um hledat tzv. aposteriorńı (tj. následnou) a tud́ıž podmı́něnou
pravděpodobnost. Označme si jev

C = ”právě jeden ze střelc̊u se tref́ı”

a hledáme P (S1|C). Máme C = (S1 ∩ S2) ∪ (S1 ∩ S2). Pro výpočet si ještě urč́ıme, že

S1 ∩ C = “ prvńı střelec se tref́ı a druhý ne” = S1 ∩ S2 .

Tedy

P (S1|C) =
P (S1 ∩ C)

P (C)
=

P (S1 ∩ S2)

P (S1 ∩ S2) + P (S1 ∩ S2)
=

0.7 · 0.2
0.7 · 0.2 + 0.3 · 0.8

=
7

19

.
= 0.3684 .

kde jsme použili, že jevy S1 ∩ S2 a S1 ∩ S2 jsou neslučitelné (disjunktńı).

Podobným zp̊usobem (jako pro dva nezávislé jevy) dojdeme k definici nezávislosti pro v́ıce jev̊u:

jevy A1, . . . , An jsou nezávislé
def.⇐⇒ pro každou indexovou podmnožinu K ⊆ {1, . . . , n} plat́ı

P

(⋂
i∈K

Ai

)
=
∏
i∈K

P (Ai) .

Tj. pravděpodobnost libovolných pr̊unik̊u je součin pravděpodobnost́ı př́ıslušných jev̊u. Netriviálńı podmı́nky
vzniknou pro |K| ≥ 2. Máme tak 2n − n− 1 podmı́nek.

Speciálně: jevy A, B a C jsou nezávislé právě když:

P (A ∩B) = P (A) · P (B), P (A ∩ C) = P (A) · P (C), P (B ∩ C) = P (B) · P (C)

a
P (A ∩B ∩ C) = P (A) · P (B) · P (C)

přičemž žádná z těchto 4 podmı́nek NENÍ d̊usledkem zbylých třech.

2.7 ((ne)závislost jev̊u)
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Pro hod dvěma mincemi uvažujme jevy:

A =”na prvńı minci padl ĺıc”,
B =”na druhé minci padl rub”,
C =”na minćıch padly r̊uzné výsledky”.

Jak je to s nezávislost́ı jev̊u A,B,C?

Řešeńı:
Jevové pole bude Ω = {ĺıc, rub} × {ĺıc, rub} a každý elementárńı jev bude stejně pravděpodobný. Pak
máme

P (A) = P (B) = P (C) = 1
2

a
A ∩B = A ∩ C = B ∩ C = A ∩B ∩ C

Tedy
P (A ∩B) = P (A ∩ C) = P (B ∩ C) = P (A ∩B ∩ C) = 1

4 .

a proto máme
P (A ∩B) = 1

4 = 1
2 ·

1
2 = P (A) · P (B)

a podobně je to pro ostatńı př́ıpady, zat́ımco

P (A ∩B ∩ C) = 1
4 6=

1
2 ·

1
2 ·

1
2 = P (A) · P (B) · P (C).

Jevy jsou tak po dvou nezávislé, ale ne celkově nezávislé.
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