
14. cvičeńı z PSI

9. - 13. ledna 2023

14.1 (maximálně věrohodné odhady)
Odhadněte stav i a k Markovova řetězce s matićı přechodu

P =


1/2 1/2 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2

1/2 0 0 1/2


z pozorované posloupnosti stav̊u (2, i, k, 3).

Řešeńı:
Pro větš́ı názornost si nakresĺıme diagram:
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Stav odhadneme pomoćı maximálńı věrohodnosti

L(i, k) = P
(
X0 = 2, X1 = i, X2 = k, X3 = 3

)
.

V našem př́ıpadě tak máme

L(i, k) = P (X0 = 2) · p2,i · pi,k · pk,3 .

Hodnotu počátečńı pravděpodobnosti c := P (X0 = 2) sice neznáme, ale ani j́ı nepotřebujeme k výpočtu
(za předpokladu, že byla nenulová). Abychom zjistili, které stavy i a k v̊ubec přicházej́ı (pro nenulovou
věrohodnost) v úvahu, nakresĺıme následuj́ıćı obrázek:
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Vypsali jsme všechny stavy, na které přejde v jednom kroku počátečńı stav 2 (druhý sloupec) a pak
všechny stavy, které přejdou na koncový stav 3 (třet́ı sloupec). Mezi těmito dvěma sloupci nakresĺıme
všechny možné zp̊usoby přechodu. Celkem máme tři možné cesty z počátečńıho 2 do koncového 3. Pak
snadno dostáváme:

L(2, 2) = c · 23 ·
2
3 ·

1
3 = 4

27 · c

L(2, 3) = c · 23 ·
1
3 ·

1
2 = 1

9 · c = 3
27 · c

L(3, 3) = c · 13 ·
1
2 ·

1
2 = 1

12 · c

L(i, k) = 0 , jinak.

Př́ıpad, pro který je hodnota věrohodnosti nejvyšš́ı, je tedy i = 2 a k = 2 (za předpokladu, že P (X0 =
2) > 0, jinak jsou všechny čtyři stavy stejně věrohodné).

14.2 (maximálně věrohodné odhady)
Markov̊uv řetězec má dva stavy 1 a 2. Pravděpodobnost přechodu ze stavu 1 do stavu 2 je p, pravděpodobnost

přechodu ze stavu 2 do stavu 1 je q. Z pozorované posloupnosti stav̊u

(1, 2, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1)

odhadněte parametry p, q.

Řešeńı:
Markovov̊uv řetězec má graf

1 2

p

q

1− p 1− q

a matici přechodu

P = (pij)i,j∈{1,2} =

(
1− p p
q 1− q

)
.

Necht’ nij jsou naměřené četnosti přechodu ze stavu i do j v naměřené posloupnosti stav̊u (i0, i1, . . . , ik).
Věrohodnostńı funkce je pak tvaru

L(p, q) = P (X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xk = ik) = P (X0 = i0) ·
k−1∏
`=0

pi`,i`+1
=
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= P (X0 = i0) · (1− p)n11 · pn12︸ ︷︷ ︸
=L1(p)

· qn21 · (1− q)n22︸ ︷︷ ︸
=L2(q)

Jestliže budeme předpokládat, že P (X0 = i0) 6= 0 (jinak bychom neměli co zjǐst’ovat, protože všechny
možnosti by byly stejně věrohodné), pak je jasné, že maxima bude dosaženo, pokud budou maximali-
zovány obě funkce Li každá v dané proměnné.

Stač́ı tedy zjistit, kdy obecně nabývá maxima funkce

L(α) := (1− α)n · αm

pro proměnnou α ∈ 〈0, 1〉. Po zlogaritmovańı a zderivovańı máme

λ(α) = ln(L(α)) = n ln(1− α) +m lnα

0 = λ′(α) = − n

1− α
+
m

α
=
m− α(n+m)

(1− α)α
⇔ α =

m

n+m

Pro p̊uvodńı L(p, q) pak dostaneme maximum pro p = n11

n11+n12
a q = n22

n21+n22
.

Pro naše zadáńı
(1, 2, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1)

a odpov́ıdaj́ıćı tabulku nij :

aaaaa
i j 1 2

1 7 3
2 3 2

dostaneme tedy nejvěrohodněǰśı matici přechodu tvaru

P =

(
7

7+3
3

7+3

3
3+2

2
3+2

)
=

(
7
10

3
10

3
5

2
5

)
.

Tento výsledek je i heuristicky očekávatelný, protože pokud jsme např. ze stavu 1 šli 7-krát do stavu
1 a 3-krát do stavu 2, pak přirozeně nejlepš́ı poměr mezi 1− p a p je (1− p) : p = 7 : 3, neboli p = 3

7+3 .

14.3 (aplikace Markovových řetězc̊u, asymptotické pravděpodobnosti stav̊u)
Alice tref́ı terč s pravděpodobnost́ı 1/3, Bob s pravděpodobnost́ı 1/2. Pokud hráč zasáhne terč, stř́ıĺı dále,

pokud mine, je na řadě druhý hráč. Zač́ıná Alice. Alice vyhrává, pokud tref́ı terč 2× za sebou, Bob vyhrává,
pokud tref́ı terč 3× za sebou. Pro oba hráče stanovte pravděpodobnosti výhry.

Řešeńı:
Pokud bychom rozlǐsovali nejen to, který hráč je na řadě, ale i kolik již má úspěšných pokus̊u, potřebovali
bychom 7 stav̊u:

• VA - vyhrála Alice,

• VB - vyhrál Bob,

• Ai - Alice má právě za sebou i úspěšných pokus̊u i ∈ {0, 1},

• Bi - Bob má právě za sebou i úspěšných pokus̊u i ∈ {0, 1, 2}.
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Odpov́ıdaj́ıćı diagram by byl tento:

VB B2 B1 B0

A0 A1 VA1
2
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Protože nás zaj́ımaj́ı pouze pravděpodobnosti výhry obou hráč̊u, můžeme si situaci popsat jed-
nodušš́ım zp̊usobem a to tak, že rozlǐśıme pouze stavy:

• VA - vyhrála Alice,

• VB - vyhrál Bob,

• HA - na řadě je Alice,

• HB - na řadě je Bob,

kde celou sérii úspěšných pokus̊u daného hráče považujeme za jeden krok. Tento krok pak konč́ı

výhrou hráče s pravděpodobnost́ı
(
1
3

)2
pro Alici,

(
1
2

)3
pro Boba, nebo se na řadu dostává druhý hráč:

4

3 1

2

HB

HA VA

VB

1
2 ·

1
2 ·

1
2 + 1

2 ·
1
2 + 1

2 = 7
8

1
2 ·

1
2 ·

1
2 = 1

8

1
3 ·

1
3 = 1

9

8
9 = 2

3 + 1
3 ·

2
3

1

1

Stavy si oč́ıslujeme tak, aby prvńı byly ty absorpčńı a teprve po nich následovali ty přechodné:

1 := VA (vyhrála Alice), 2 := VB (vyhrál Bob), 3 := HA (na řadě je Alice), 4 := HB (na řadě je Bob).

pravděpodobnosti výher Alice a Boba zjist́ıme z asymptotického rozděleńı pravděpodobnosti p(∞) s
počátečńım rozděleńım

p(0) = (0, 0, 1, 0) .

Je tedy potřeba spoč́ıtat P∞ pro matici přechodu

P =


1 0 0 0
0 1 0 0

1/9 0 0 8/9
0 1/8 7/8 0

 =

(
I2 0
R Q

)
,

kde

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

(
1/9 0
0 1/8

)
, Q =

(
0 8/9

7/8 0

)
.
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Fundamentálńı matice tohoto řetězce je

F =
(
I2 −Q

)−1
=

(
1 −8/9
−7/8 1

)−1
= (9/2) ·

(
1 8/9

7/8 1

)
=

(
9/2 4

63/16 9/2

)
a tedy

(
I2 −Q

)−1
R =

(
9/2 4

63/16 9/2

)
·
(

1/9 0
0 1/8

)
=

(
1/2 1/2
7/16 9/16

)
.

Celkem tedy dostaneme

P∞ =

(
I2 0(

I2 −Q
)−1

R 0

)
=


1 0 0 0
0 1 0 0

1/2 1/2 0 0
7/16 9/16 0 0


a asymptotické rozděleńı tak je

p(∞) = p(0) ·P∞ = (0, 0, 1, 0) ·


1 0 0 0
0 1 0 0

1/2 1/2 0 0
7/16 9/16 0 0

 = (1/2, 1/2, 0, 0) .

Zjistili jsme tak (vcelku překvapivě), že pravděpodobnosti výhry Alice i Boba jsou stejné (a sice 1
2 ),

pokud bude zač́ınat Alice jako prvńı.

Alternativńı postup: K nalezeńı hodnoty výhry Alice (a t́ım i výhry Boba) stač́ı znát prvńı sloupec
matice P∞, který je tvaru u = (1, 0, a, c)T . Mı́sto poč́ıtáńı fundamentálńı matice můžeme zase využ́ıt
vztahu

P ·P∞ = P∞

ze kterého speciálně máme
P · uT = uT

neboli 
1
0
a
c

 =


1 0 0 0
0 1 0 0

1/9 0 0 8/9
0 1/8 7/8 0




1
0
a
c

 =


1
0

1/9 + 8/9 · c
7/8 · a


Vyřešeńım rovnic

a = 1
9 + 8

9c

c = 7
8a

tak máme P (VA) = a = 1
2 a c = 7

16 .

Poznámka: Uvažujme následuj́ıćı obecněǰśı př́ıpad. Pro n,m, a, b ∈ N předpokládejme, že

• Alice má pravděpodobnost zásahu 1
n

a k výhře muśı mı́t sérii a úspěšných pokus̊u a podobně

• Bob má pravděpodobnost zásahu 1
m

a k výhře muśı mı́t sérii b úspěšných pokus̊u a dále, že

•
(
1
n

)a
<

(
1
m

)b
a proto opět necháme zač́ıt Alici.

Page 5



Kdybychom opět chtěli, aby Alice a Bob měli stejné šance na výhru, zjist́ıme, že to nastane právě když bude platit

na −mb = 1 .

V rámci teorie č́ısel se řešeńımi této rovnice zabýval Eugène Charles Catalan a v roce 1844 vyslovil hypotézu (tzv.
Catalan’s conjecture), že jediné řešeńı této rovnice v kladných přirozených č́ıslech je právě jen 32 − 23 = 1. Hypotézu
potvrdil Preda Mihăilescu v roce 2002.

Ještě jedna poznámka: Můžeme si ještě podrobněji zd̊uvodnit, proč pravděpodobnosti výhry vycházej́ı u obou
Markovových řetězc̊u (složitěǰśıho i jednodušš́ıho) stejně. Pravděpodobnost výhry Boba (v obou grafech) představuje součet
pravděpodobnost́ı všech cest v daném grafu vycházej́ıćıch z A0 (př́ıpadně HA) a konč́ıćıch v VB . Necht’ takováto cesta v
prvńım grafu obsahuje vrchol B2. Protože tento vrchol je pouze pr̊uchoźı a neobsahuje smyčku, můžeme např. cestu

A0 → · · · → B1

1
2→ B2

1
2→ VB nahradit cestou A0 → · · · → B1

1
2
· 1
2→ VB , která bude mı́t stejnou hodnotu pravděpodobnosti

a bude cestou v novém grafu, kde jsme vrchol B2 vynechali a př́ıslušně změnili hodnoty šipek:

VB B1 B0

A0 A1 VA

1
2

1
2
· 1
2

1

1
2

1
2
· 1
2

1
2

1
3

1
3

2
3

2
3

1

Podobně jsme v cestách, které v p̊uvodńım grafu obsahovaly úsek · · · → B1

1
2→ B2

1
2→ A0 → . . . nahradili tento

úsek takto: · · · → B1

1
2
· 1
2→ A0 → . . . a tato nová cesta má opět stejnou pravděpodobnost jako ta, ze které vznikla.

Celkově tedy zachováváme pravděpodobnost cest. Nyńı máme nový graf, který má jen jednu nedokonalost a sice, že dva
vrcholy jsou propojeny v́ıce než jednou šipkou. Tyto dvě šipky nyńı spoj́ıme do jedné a přǐrad́ıme j́ı hodnotu součtu obou
p̊uvodńıch šipek. T́ım opět zachováme pravděpodobnost cest - zde je jednodušš́ı to zd̊uvodnit přes interpretaci s kapalinou:
při jednom kroku proud́ı kapalina z B1 do A0 dvěma cestami, ale celkově ji přeteče stejně jako kdyby šla jen jednou cestou
s odpov́ıdaj́ıćım vyšš́ım pr̊utokem. T́ımto tedy źıskáme nový graf, který už je skutečně Markovovým řetězcem:

VB B1 B0

A0 A1 VA

1
2

1
2
· 1
2

1

1
2

+ 1
2
· 1
2

1
2

1
3

1
3

2
3

2
3

1

Opakováńım tohoto postupu dospějeme k jednodušš́ımu řetězci se čtyřmi vrcholy (viz výše), přičemž pravděpodobnosti
výher z̊ustanou zachovány.

14.4 (aplikace Markovových řetězc̊u, asymptotické pravděpodobnosti stav̊u)
Alice hraje v kasinu hru, kde s pravděpodobnost́ı 1/3 vyhraje. V každém kole vsad́ı 1000 dolar̊u. V př́ıpadě

výhry źıská 1000 dolar̊u, v př́ıpadě prohry o 1000 dolar̊u přijde. Alice odejde z kasina, jestliže prohraje
všechny své peńıze nebo bude mı́t 4000 dolar̊u. Jaká je pravděpodobnost, že Alice odejde s prázdnou, měla-li
na začátku 3000 dolar̊u?

Řešeńı:
Nakresĺıme si př́ıslušný orientovaný graf:
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1

Pro Alici uvažujme stavy

1 - odcháźı s prázdnou, 2 - má 4000 dolar̊u (a tedy odcháźı), 3 - má 1000 dolar̊u, 4 - má 2000 dolar̊u a 5
- má 3000 dolar̊u.

Stavy jsme si oč́ıslovali tak, aby prvńı byly ty absorpčńı a teprve po nich následovali ty přechodné. Na
začátku má Alice 3000 dolar̊u, tedy je ve stavu č́ıslo 5 a počátečńı rozděleńı pravděpodobnosti tak je

p(0) = (0, 0, 0, 0, 1) .

pravděpodobnost, že Alice odejde s prázdnou odpov́ıdá složce pro stav 1 v asymptotickém rozděleńı
pravděpodobnosti p(∞).

Pro výpočet asymptotického rozděleńı pravděpodobnosti si opět zaṕı̌seme matici přechodu

P =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

2/3 0 0 1/3 0
0 0 2/3 0 1/3
0 1/3 0 2/3 0

 =

(
I2 0
R Q

)
,

kde

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

2/3 0
0 0
0 1/3

 , Q =

 0 1/3 0
2/3 0 1/3
0 2/3 0

 .

Opět si urč́ıme matici

P∞ := lim
n→∞

Pn =

(
I2 0

(I3 −Q)−1R 0

)
.

Spoč́ıtáme fundamentálńı matici F =
(
I3 −Q

)−1
:

(
I3 −Q

∣∣∣ I3

)
=

 1 −1/3 0
−2/3 1 −1/3

0 −2/3 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼ · · · ∼
∼ · · · ∼

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ 1

5

7 3 1
6 9 3
4 6 7

 =
(
I3

∣∣∣ (I3 −Q
)−1)

.

Tedy

F =
(
I3 −Q

)−1
=

 1 −1/3 0
−2/3 1 −1/3

0 −2/3 1

−1 =
1

5

7 3 1
6 9 3
4 6 7


a

(
I3 −Q

)−1
R =

1

5

7 3 1
6 9 3
4 6 7

 · 1

3

2 0
0 0
0 1

 =
1

15

14 1
12 3
8 7

 .
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Celkem tedy dostaneme

P∞ =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

14/15 1/15 0 0 0
12/15 3/15 0 0 0
8/15 7/15 0 0 0


Pravděpodobnost, že Alice vše prohraje, pokud na začátku měla 3000 dolar̊u, nyńı odpov́ıdá hodnotě(

P∞
)
5,1

=
8

15
.

Alternativńı postup: Hodnota pravděpodobnosti toho, že Alice odejde s prázdnou je
(
P∞

)
5,1

.

Stač́ı zase znát prvńı sloupec matice P∞, který je tvaru u = (1, 0, a, b, c)T . Mı́sto poč́ıtáńı fundamentálńı
matice můžeme zase využ́ıt vztahu

P ·P∞ = P∞

ze kterého speciálně máme
P · uT = uT

neboli 
1
0
a
b
c

 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

2/3 0 0 1/3 0
0 0 2/3 0 1/3
0 1/3 0 2/3 0




1
0
a
b
c

 =


1
0

2/3 + 1/3 · b
2/3 · a+ 1/3 · c

2/3 · b


Vyřešeńım rovnic

a = 2
3 + 1

3b

b = 2
3a+ 1

3c

c = 2
3b

tak máme
(
P∞

)
5,1

= c = 8
15 .

Poznámky k empirickému rozděleńı:
Necht’ x1 ≤ · · · ≤ xn jsou naměřené hodnoty (veličiny X). Pro ně si můžeme přirozeně definovat empiric-

kou náhodnou veličinu Emp s diskrétńım rozděleńım, oborem hodnot

A = {a ∈ R | a = xi pro nějaké i}

a jejich pravděpodobnostmi

P (Emp = a) =
“ počet výskyt̊u a mezi hodnotami x1, . . . , xn”

n
.

Když si k této veličině zjist́ıme distribučńı funkci, dostaneme známou empirickou distribučńı funkci :

FEmp(t) = P (Emp ≤ t) =
#{i | xi ≤ t}

n

Od ńı si pak vytvoř́ıme kvantilovou funkci qEmp, která má tvar

qEmp(α) = xdnαe pro α ∈ (0, 1)
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kde due je horńı celá část z u ∈ R, tj. zaokrouhleńı desetinných č́ısel nahoru. Speciálńı hodnoty se pak jmenuj́ı

• 1. kvartil = qEmp( 1
4 ) = xdn4 e

• 2. kvartil = qEmp( 2
4 ) = xdn2 e (tzv. medián)

• 3. kvartil = qEmp( 3
4 ) = xd 3n4 e

14.5 Uvažujme následuj́ıćı data:

(1) počty výskyt̊u jistého druhu rostliny na ploše 1 m2:

0, 2, 1, 4, 4, 5, 2, 3, 7

(2) časy (v sekundách) mezi impulzy v mozku:

4.25, 0.65, 1.35, 0.20, 0.55, 6.63, 1.38, 0.22, 0.27

(3) venkovńı teploty naměřené v r̊uzných letech při pravidelné podzimńı akci:

8.07, 19.23, 9.27, 5.71, 12.62, 11.24, 11.92, 17.30, 14.87

Nakreslete pro tato data

(a) histogramy

(b) boxploty

(c) empirickou distribučńı funkci

a odhadněte, z jakého rozděleńı mohou tato data pocházet.

Řešeńı:
Histogram (pro četnosti): Naměřená data si rozděĺıme do disjunktńıch interval̊u Ii (stejné délky) pro
i = 1, . . . , k, které na sebe budou navazovat. Nad Ii nakresĺıme sloupec výšky mi, která znamená četnost
dat, jež spadnou do Ii. Abychom z histogramu něco mohli vyč́ıst a uměli ho (ručně) nakreslit, voĺıme
“rozumný” počet sloupc̊u (např. něco mezi 5 a 15).

Boxplot (neboli krabicový graf): Na rozd́ıl od histogramu je vždy definován stejně. Krajńı vousy
(“whiskers”) jsou dány krajńımi naměřenými hodnotami a krabice (“box”) uprostřed je pak určena
hodnotami jednotlivých kvartil̊u.

Počet měřeńı je zde ve všech př́ıpadech stejný: n = 9. Při uspořádaných datech x1 ≤ · · · ≤ x9 tak
budou hodnoty kvartil̊u tyto:

• 1. kvartil = xd 94 e = x3

• medián = xd 92 e = x5

• 3. kvartil = xd 3·94 e = x7

Medián je (v rámci uspořádáńı podle indexu) tedy přibližně uprostřed naměřených hodnot a podobně je
to s okolńımi kvartily. Data si tud́ıž před výpočtem vždy uspořádáme.
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(1) Uspořádaná data:

0, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 7

x1 1.kvar. med. 3.kvar. xn

Rozd́ıl mezi největš́ı a nejmenš́ı hodnotou je xn − x1 = 7 − 0 = 7. Tuto délku tedy budeme
potřebovat pokrýt několika disjunktńımi intervaly a protože se zde jedná o diskrétńı veličinu (počty
výskyt̊u), bude vhodné si zvolit š́ı̌rku sloupce rovnou 1. Intervaly pak budou 〈0, 1), 〈1, 2), . . . , 〈7, 8).

0 2 4 6 8

1

2

0 2 4 6

Počet výskyt̊u

0 2 4 6 8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Vzhledem k popisu dat (počty výskyt̊u na dané ploše) to vypadá na Poissonovo rozděleńı. Tomu
také zhruba odpov́ıdaj́ı i grafická znázorněńı (histogram, boxplot, emp. distr. funkce).

(2) Uspořádaná data:

0.20, 0.22, 0.27, 0.55, 0.65, 1.35, 1.38, 4.25, 6.63

x1 1.kvar. med. 3.kvar. xn

Rozd́ıl mezi největš́ı a nejmenš́ı hodnotou je xn − x1 = 6.63 − 0.2 = 6.42. Tuto délku budeme
zase potřebovat pokrýt několika disjunktńımi intervaly. Zkuśıme si opět vźıt š́ı̌rku sloupce rovnou
1. Intervaly si pro změnu zvoĺıme jako (0, 1〉, (1, 2〉, . . . , (6, 7〉. Výběr toho, do kterého z interval̊u
přǐrad́ıme dělićı body, neńı podstatný. Zde jsme si to takto zvolili čistě jen proto, že hodnoty čekaćı
doby jsou vždy nenulové (tj. prvńı interval by ideálně neměl zač́ınat nulou).
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Doba mezi impulsy

0 2 4 6 8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Vzhledem k popisu dat (doba čekáńı na daľśı událost) to vypadá na exponenciálńı rozděleńı. Tomu
také zhruba odpov́ıdaj́ı i grafická znázorněńı, kde boxplot je hodně posunutý doleva a empirická
distribučńı funkce připomı́ná exponenciálu.

(3) Uspořádaná data:

5.71, 8.07, 9.27, 11.24, 11.92, 12.62, 14.87, 17.30, 19.23

x1 1.kvar. med. 3.kvar. xn

Rozd́ıl mezi největš́ı a nejmenš́ı hodnotou je xn−x1 = 19.23−5.71 = 13.52 a tuto délku potřebujeme
pokrýt několika disjunktńımi intervaly. Tady se nab́ıźı vźıt si větš́ı (ideálně celoč́ıselnou š́ı̌rku), takže
zkuśıme š́ı̌rku sloupce rovnou 2. Intervaly si zvoĺıme např. 〈4, 6), 〈6, 8), . . . , 〈18, 20).
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1

Vzhledem k popisu dat (hodnota ovlivněná mnoha malými výkyvy) to vypadá na normálńı rozděleńı.
Tomu také zhruba odpov́ıdaj́ı i grafická znázorněńı (celkem symetrický boxplot i emp. distribučńı
funkce).
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