
12. cvičeńı z PST

2. - 6. května 2022

Př́ıklad 12.1 (metoda moment̊u a max. věrohodnosti - směs)
V krabici je mnoho hraćıch kostek, z nichž některé jsou správné, některé falešné. Na falešných padá

šestka s pravděpodobnost́ı 1/2, zbývaj́ıćı č́ısla maj́ı stejnou pravděpodobnost. Opakovaně jsme vytáhli kostku,
hodili j́ı a vrátili ji zpět. Četnost výsledk̊u udává tabulka:

hodnota i 1 2 3 4 5 6
četnost ni 18 20 12 15 10 25

(a) Odhadněte, kolik procent kostek je falešných.

(b) Okomentujte stručně, co bychom dostali metodou moment̊u, kdybychom měli napozorované hodnoty:

hodnota i 1 2 3 4 5 6
četnost ni 18 20 12 15 15 20

Řešeńı:
Pod́ıl falešných kostek označme c ∈ 〈0, 1〉. Naše náhodná veličina je

X =“hodnota, která padne na dané kostce”

a můžeme ji vyjádřit jako směs X = Mixc(X1, X2) složenou z náhodných veličin

X1 =“hodnota, která padne na falešné kostce”

X1 : “množina falešných kostek” → R

X2 =“hodnota, která padne na správné kostce”

X2 : “množina správných kostek” → R .

Metoda moment̊u: Máme

E(X1) =
1
10 (1 + · · ·+ 5) + 1

2 · 6 = 9
2

a
E(X2) =

1
6 (1 + · · ·+ 6) = 7

2

a z definice směsi tak dostaneme

E(X) = c ·E(X1) + (1− c) ·E(X2) = c · 9
2 + (1− c) · 7

2 = c+ 7
2 .

Realizace výběrového pr̊uměru je

x =

∑
i ni · i∑
i ni

=
18 · 1 + 20 · 2 + 12 · 3 + 15 · 4 + 10 · 5 + 25 · 6

18 + 20 + 12 + 15 + 10 + 25
=

354

100
= 3.54 .

Srovnáńım dostaneme
p̂+ 3.5 = E(X) = x = 3.54 ,

což dává p̂ = 0.04 ∈ 〈0, 1〉, a to vyhovuje zadáńı.
V př́ıpadě druhé tabulky:



hodnota i · · · 5 6
četnost ni · · · 15 20

bychom dostali

x =
18 · 1 + 20 · 2 + 12 · 3 + 15 · 4 + 15 · 5 + 20 · 6

18 + 20 + 12 + 15 + 15 + 20
=

349

100
= 3.49 .

Protože ale E(X) = c ·4.5+(1− c) ·3.5 ∈ 〈3.5, 4.5〉, tak rovnice c+3.5 = E(X) = x = 3.49 nemá řešeńı
pro c ∈ 〈0, 1〉.

V tomto př́ıpadě metoda moment̊u prostě nedává žádnou odpověď.

Metoda maximálńı věrohodnosti:
Z definice směsi máme pro jej́ı pravděpodobnostńı funkci, že

pX(i) = c · pX1(i) + (1− c) · pX2(i) =





c 1
10 + (1− c) 1

6 = 5−2 c
30 , i = 1, . . . , 5 ,

c 1
2 + (1− c) 1

6 = 1+2 c
6 , i = 6 .

Ve směsi rozděleńı šestka padla 25×, ostatńı č́ısla padla 75× (neńı třeba mezi nimi rozlǐsovat, protože
maj́ı stejnou pravděpodobnost). Tedy věrohodnostńı funkce je

L(c) =

(
5− 2 c

30

)75

·
(
1 + 2 c

6

)25

,

ℓ(c) = ln(L(c)) = 75 ln(5− 2 c) + 25 ln(1 + 2 c) + konst.

Maximum nastává pro ĉ takové, že

0 = ℓ′(ĉ) =
−150

5− 2 ĉ
+

50

1 + 2 ĉ
= 50 · 2− 8ĉ

(5− 2 ĉ)(1 + 2 ĉ)
,

ĉ = 1
4 ∈ 〈0, 1〉 .

protože na intervalu 〈0, 1
4 ) je ℓ′ > 0 a na (14 , 1〉 je ℓ′ < 0. Tato hodnota je i v souladu s počátečńımi

omezuj́ıćımi podmı́nkami.

Poznámky k empirickému rozděleńı:
Nechť x1 ≤ · · · ≤ xn jsou naměřené hodnoty (veličiny X). Pro ně si můžeme přirozeně definovat

empirickou náhodnou veličinu Emp s diskrétńım rozděleńım, oborem hodnot

A = {a ∈ R | a = xi pro nějaké i}

a jejich pravděpodobnostmi

P (Emp = a) =
“ počet výskyt̊u a mezi hodnotami x1, . . . , xn”

n
.

Když si k této veličině zjist́ıme distribučńı funkci, dostaneme známou empirickou distribučńı funkci :

FEmp(t) = P (Emp ≤ t) =
#{i | xi ≤ t}

n

Od ńı si pak vytvoř́ıme kvantilovou funkci qEmp, která má tvar

qEmp(α) = x⌈nα⌉ pro α ∈ (0, 1)
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kde ⌈u⌉ je horńı celá část z u ∈ R, tj. zaokrouhleńı desetinných č́ısel nahoru. Speciálńı hodnoty se pak
jmenuj́ı

� 1. kvartil = qEmp(
1
4 ) = x⌈n

4 ⌉

� 2. kvartil = qEmp(
2
4 ) = x⌈n

2 ⌉ (tzv. medián)

� 3. kvartil = qEmp(
3
4 ) = x⌈ 3n

4 ⌉

Př́ıklad 12.2 Uvažujme následuj́ıćı data:

(1) počty výskyt̊u jistého druhu rostliny na ploše 1m2:

0, 2, 1, 4, 4, 5, 2, 3, 7

(2) časy (v sekundách) mezi impulzy v mozku:

4.25, 0.65, 1.35, 0.20, 0.55, 6.63, 1.38, 0.22, 0.27

(3) venkovńı teploty naměřené v r̊uzných letech při pravidelné podzimńı akci:

8.07, 19.23, 9.27, 5.71, 12.62, 11.24, 11.92, 17.30, 14.87

Nakreslete pro tato data

(a) histogramy

(b) boxploty

(c) empirickou distribučńı funkci

a odhadněte, z jakého rozděleńı mohou tato data pocházet.

Řešeńı:
Histogram (pro četnosti): Naměřená data si rozděĺıme do disjunktńıch interval̊u Ii (stejné délky) pro
i = 1, . . . , k, které na sebe budou navazovat. Nad Ii nakresĺıme sloupec výškymi, která znamená četnost
dat, jež spadnou do Ii. Abychom z histogramu něco mohli vyč́ıst a uměli ho (ručně) nakreslit, voĺıme
“rozumný” počet sloupc̊u (např. něco mezi 5 a 15).

Boxplot (neboli krabicový graf): Na rozd́ıl od histogramu je vždy definován stejně. Krajńı vousy
(“whiskers”) jsou dány krajńımi naměřenými hodnotami a krabice (“box”) uprostřed je pak určena
hodnotami jednotlivých kvartil̊u.

Počet měřeńı je zde ve všech př́ıpadech stejný: n = 9. Při uspořádaných datech x1 ≤ · · · ≤ x9 tak
budou hodnoty kvartil̊u tyto:

� 1. kvartil = x⌈ 9
4 ⌉

= x3

� medián = x⌈ 9
2 ⌉

= x5

� 3. kvartil = x⌈ 3·9
4 ⌉ = x7

Medián je (v rámci uspořádáńı podle indexu) tedy přibližně uprostřed naměřených hodnot a podobně
je to s okolńımi kvartily. Data si tud́ıž před výpočtem vždy uspořádáme.
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(1) Uspořádaná data:

0, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 7

x1 1.kvar. med. 3.kvar. xn

Rozd́ıl mezi největš́ı a nejmenš́ı hodnotou je xn − x1 = 7 − 0 = 7. Tuto délku tedy budeme
potřebovat pokrýt několika disjunktńımi intervaly a protože se zde jedná o diskrétńı veličinu (počty
výskyt̊u), bude vhodné si zvolit š́ı̌rku sloupce rovnou 1. Intervaly pak budou 〈0, 1), 〈1, 2), . . . , 〈7, 8).

0 2 4 6 8

1

2

0 2 4 6

Počet výskyt̊u

0 2 4 6 8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Vzhledem k popisu dat (počty výskyt̊u na dané ploše) to vypadá na Poissonovo rozděleńı. Tomu
také zhruba odpov́ıdaj́ı i grafická znázorněńı (histogram, boxplot, emp. distr. funkce).

(2) Uspořádaná data:

0.20, 0.22, 0.27, 0.55, 0.65, 1.35, 1.38, 4.25, 6.63

x1 1.kvar. med. 3.kvar. xn

Rozd́ıl mezi největš́ı a nejmenš́ı hodnotou je xn − x1 = 6.63 − 0.2 = 6.42. Tuto délku budeme
zase potřebovat pokrýt několika disjunktńımi intervaly. Zkuśıme si opět vźıt š́ı̌rku sloupce rovnou
1. Intervaly si pro změnu zvoĺıme jako (0, 1〉, (1, 2〉, . . . , (6, 7〉. Výběr toho, do kterého z interval̊u
přǐrad́ıme dělićı body, neńı podstatný. Zde jsme si to takto zvolili čistě jen proto, že hodnoty
čekaćı doby jsou vždy nenulové (tj. prvńı interval by ideálně neměl zač́ınat nulou).
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0 2 4 6

1

2

3

4

5

0 2 4 6

Doba mezi impulsy

0 2 4 6 8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Vzhledem k popisu dat (doba čekáńı na daľśı událost) to vypadá na exponenciálńı rozděleńı. Tomu
také zhruba odpov́ıdaj́ı i grafická znázorněńı, kde boxplot je hodně posunutý doleva a empirická
distribučńı funkce připomı́ná exponenciálu.

(3) Uspořádaná data:

5.71, 8.07, 9.27, 11.24, 11.92, 12.62, 14.87, 17.30, 19.23

x1 1.kvar. med. 3.kvar. xn

Rozd́ıl mezi největš́ı a nejmenš́ı hodnotou je xn − x1 = 19.23 − 5.71 = 13.52 a tuto délku
potřebujeme pokrýt několika disjunktńımi intervaly. Tady se nab́ıźı vźıt si větš́ı (ideálně celoč́ıselnou
š́ı̌rku), takže zkuśıme š́ı̌rku sloupce rovnou 2. Intervaly si zvoĺıme např. 〈4, 6), 〈6, 8), . . . , 〈18, 20).
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5 10 15 20

1

2

6 8 10 12 14 16 18 20

Teploty

4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Vzhledem k popisu dat (hodnota ovlivněná mnoha malými výkyvy) to vypadá na normálńı rozděleńı.
Tomu také zhruba odpov́ıdaj́ı i grafická znázorněńı (celkem symetrický boxplot i emp. distribučńı
funkce).

Pro náhodnou veličinu X a pravděpodobnost α ∈ (0, 1) často potřebujeme naj́ıt t ∈ R, že P (X ≤ t) = α,
tj. FX(t) = α.

Definice: Mějme náhodnou veličinu X se spojitou distribučńı funkćı FX , která je ostře rostoućı na
otevřeném intervalu I ⊆ R takovém, že FX(I) = (0, 1) (tj. FX je bijekćı intervalu I a intervalu (0, 1)). Pak
existuje inverzńı funkce qX := (FX)−1 : (0, 1) → I a nazývá se kvantilová funkce veličiny X . V tom př́ıpadě
pak pro všechna α ∈ (0, 1) a t ∈ I plat́ı:

P (X ≤ t) = α ⇔ qX(α) = t

Odsud pak ihned plyne, např. že

� P
(
X ≤ qX(α)

)
= α

� P
(
qX(α) ≤ X

)
= 1− α a P

(
qX(1 − α) ≤ X

)
= α

� P
(
qX(α2 ) ≤ X ≤ qX(1− α

2 )
)
= 1− α a přitom je P

(
X < qX(α2 )

)
= α

2 = P
(
qX(1− α

2 ) < X
)
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Pokud nav́ıc I = R a X má hustotu, která je jako funkce sudá, pak plat́ı:

∗ FX(t) + FX(−t) = 1 pro každé t ∈ R,

∗ qX(α) = −qX(1− α) pro každé α ∈ (0, 1).

Pro hodnotu qX(α) budeme ve speciálńıch př́ıpadech použ́ıvat toto značeńı:

◦ uα pro X ∼ N(0, 1),

◦ tα; k pro X s t-rozděleńım s k stupni volnosti,

◦ χ2
α; k pro X s χ2-rozděleńım s k stupni volnosti.

Př́ıklad 12.3 (test středńı hodnoty normálńıho rozděleńı při neznámém rozptylu)
Výrobce tvrd́ı, že spotřeba j́ım vyráběného automobilu je µ0 = 8 ℓ/100 km. Pr̊uměrná spotřeba u n = 49

uživatel̊u ale byla x = 8.4 ℓ/100 km. Naměřen byl dále výběrový rozptyl s2
x
= 2.56 (ℓ/100 km)2.

(a) Testujte na hladině 5%, zda měl výrobce pravdu (tj. zda spotřeba je rovna 8 ℓ/100 km).

(b) Testujte na hladině 5%, zda je spotřeba nejvýše rovna 8 ℓ/100 km.

Jak dopadne testovańı těchto hypotéz na hladině 1%?

Řešeńı:
U veličiny

X = “spotřeba automobilu”

budeme předpokládat normálńı rozděleńı N(µ, σ2). Jednotlivá měřeńı Xi, pro i = 1, . . . , 49, jsou
nezávislá. Oba parametry jsou neznámé a my chceme testovat středńı hodnotu µ.

(a) Podle zadáńı máme na hladině α = 5% (př́ıp. 1%) otestovat hypotézu o středńı hodnotě

H0 : µ = µ0(= 8)

proti alternativńı hypotéze:

H1 : µ 6= µ0(= 8) .

Pomoćı testovaćı statistiky:
Protože hodnotu rozptylu neznáme, provedeme t-test s testovaćı veličinou (tzv. statistikou):

T =
X − µ0

SX

√
n

kde

� veličina X = 1
n

n∑
i=1

Xi je výběrový pr̊uměr a

� veličina S2
X

= 1
n−1

n∑
i=1

(Xi −X)2 je výběrový rozptyl.

Kritérium pro ZAMÍTNUTÍ H0 (na hladině α) je tvaru

zamı́táme H0 (na hladině α) ⇔ |t| > t1−α
2
;n−1 .

kde t je hodnota T na základě naměřených dat.
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Proč má zamı́taćı kritérium uvedený tvar: Za předpokladu platnosti nulové hypotézy, tj. pokud E(X) = µ0,
bude mı́t statistika T tzv. Studentovo t-rozděleńı s n − 1 stupni volnosti a hustotou ft(n−1) (která má podobný, ale ne
stejný, pr̊uběh jako u N(0, 1)):

1

u

ft(n−1)(u)

α

2

−t1−α
2
;n−1

0 t1−α
2
;n−1

α

2

Očekávané hodnoty takovéto statistiky T by se měly pohybovat bĺızko nuly. Pokud se př́ılǐs odchýĺı, bude to
d̊uvod k zamı́tnut́ı nulové hypotézy. Nebudeme přitom preferovat vychýleńı na žádnou ze stran - tj. chybu 1. druhu
s pravděpodobnost́ı α rozděĺıme na poloviny α

2
na obě strany. Pak máme

P
(H0 plat́ı)

(
nastává chyba 1. druhu

)
= P

(H0 plat́ı)

(
zamı́táme H0

)
=

= P
(H0 plat́ı)

( ∣∣T
∣∣ > t1−α

2
;n−1

)
=

α

2
+

α

2
= α

Teď už tedy dosad́ıme konkrétńı naměřené hodnoty (které pro jednotlivé veličiny znač́ıme pro odlǐseńı
malými ṕısmeny, tj. x, s2

x
a t). Realizace testovaćı statistiky je

t =
x− µ0

sx

√
n =

8.4− 8√
2.56

√
49 =

0.4

1.6
· 7 = 1.75 .

Protože pro α = 0.05 je

|t| = 1.75 6> 2.011
.
= t0.975;48 = t1−α

2
;n−1 ,

nulovou hypotézu NEZAMÍTÁME na hladině 5%.

Protože při sńıžeńı hladiny se zmenšuje i kritický obor W (je to vidět i na obrázku, kde žlutá plocha
bude menš́ı), tak na hladině 1% hypotézu H0 také NEZAMÍTÁME.

(Pro úplnost si ale stejně ještě vyjádř́ıme př́ıslušnou podmı́nku: |t| = 1.75 6> 2.682
.
= t0.995;48 .)

Obecněji tedy:

snižujeme hladinu chyby 1. druhu (tj. chceme si být v́ıce jist́ı) ⇒ muśıme tolerovat
v́ıce “prohřešk̊u” ⇒ častěji nezamı́táme

Pomoćı intervalu spolehlivosti:
Kritérium pro zamı́tnut́ı H0 na hladině α

|t| > t1−α
2 ;n−1

se dá ekvivalentně přepsat (při vyjádřeńı t = x−µ0

sx

√
n) jako

µ0 /∈
〈

x− sx√
n
· t1−α

2
;n−1 , x+

sx√
n
· t1−α

2
;n−1

〉
=: 〈µL, µU 〉

což je hledaný interval spolehlivosti.

Při vyč́ısleńı pro α = 5%, tj. t1−α
2 ;n−1 = t0.975; 48

.
= 2.011, tedy dostaneme
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〈µL, µU 〉 =
〈

8.4− 1.6√
49

· 2.011 , 8.4 +
1.6√
49

· 2.011
〉

= 〈7.94, 8.86〉

Protože máme µ0 = 8 ∈ 〈7.94, 8.86〉 = 〈µL, µU 〉, hypotézu H0 NEZAMÍTÁME na hladině 5%.
(Výsledek musel samozřejmě dopadnout stejně jako při testovaćı statistice, protože je to ekvivalentńı

princip.)

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

(b) V tomto př́ıpadě budeme na hladině α = 5% (př́ıp. 1%) testovat hypotézu o středńı hodnotě

H̃0 : µ ≤ µ0(= 8)

proti alternativńı hypotéze:

H̃1 : µ > µ0(= 8) .

Pomoćı testovaćı statistiky:
Statistika T bude mı́t stejný tvar jako v předešlém př́ıpadě (a). Kritérium pro ZAMÍTNUTÍ H̃0

(na hladině α) bude ale teď jiné, a sice

zamı́táme H̃0 (na hladině α) ⇔ t > t1−α;n−1 .

Proč má zamı́taćı kritérium uvedený tvar: Za předpokladu platnosti nulové hypotézy, tj. pokud E(X) ≤ µ0,
bude mı́t hustota pro statistiku T sv̊uj vrchol v intervalu (−∞, 0〉. Očekávané hodnoty takovéto statistiky T by se měly
pohybovat sṕı̌se v záporných až nulových hodnotách. Pokud se př́ılǐs odchýĺı do kladných hodnot, bude to d̊uvod k
zamı́tnut́ı nulové hypotézy. “Nejhorš́ı” z tohoto hlediska je krajńı př́ıpad E(X) = µ0, pro který má T opět Studentovo
t-rozděleńı s n−1 stupni volnosti (viz obrázek). (V ostatńıch př́ıpadech µ < µ0 uz ovšem statistika T Studentovo rozděleńı
nemá! Pro zájemce je v́ıce podrobnost́ı na konci tohoto dokumentu.)

Chyba 1. druhu s pravděpodobnost́ı α zde tedy bude sousťreděna jen na jedné straně:

1

u

ft(n−1)(u)

α

t1−α;n−1
0

Podobně jako předt́ım máme

P
(H̃0 plat́ı)

(
nastává chyba 1. druhu

)
= P

(H̃0 plat́ı)

(
zamı́táme H̃0

)
=

= P
(H̃0 plat́ı)

(
T > t1−α;n−1

)
= α

Hodnota statistiky T z̊ustane stejná jako předt́ım, tedy t = 1.75 , a protože pro α = 0.05 máme
splněno zamı́taćı kritérium

t = 1.75 > 1.677
.
= t0.95; 48 = t1−α;n−1 ,

hypotézu H̃0 ZAMÍTNEME.
(Pozor, jde o jednostranný test, takže kvantil je jiný! Veškerou chybu jsme spotřebovali jen na kladné

hodnoty. A toto malé zvětšeńı, oproti oboustrannému testu, už stačilo na zamı́tnut́ı.)
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Pro α = 1% pak máme
t = 1.75 6> 2.407

.
= t0.99; 48 ,

takže při této hladině hypotézu H̃0 naopak NEZAMÍTNEME.

Pomoćı intervalového odhadu:
Kritérium pro zamı́tnut́ı H̃0 na hladině α

t > t1−α;n−1

se dá ekvivalentně přepsat (opět při vyjádřeńı t = x−µ0

sx

√
n) jako

µ0 /∈
〈

x− sx√
n
· t1−α;n−1 , +∞

)
=: 〈µD, +∞)

což je hledaný dolńı interval spolehlivosti.

Při vyč́ısleńı pro α = 5%, tj. t1−α;n−1 = t0.95; 48
.
= 1.677, tedy dostaneme

〈µD, +∞) =
〈
8.4− 1.6√

49
· 1.677 , +∞

)
= 〈8.017, +∞)

Protože máme µ0 = 8 /∈ 〈8.017, +∞) = 〈µD, +∞), hypotézu H̃0 ZAMÍTÁME na hladině 5%.
(Výsledek opět dopadne stejně jako při testovaćı statistice, protože je to ekvivalentńı princip.)

Tvar intervalu spolehlivosti si můžeme intuitivně zapamatovat takto:

Při pravdivosti H̃0 je µ ≤ µ0. Protože 〈µD, ∞) představuje dolńı interval spolehlivosti 95% pro
µ, muśı být s touto pravděpodobnost́ı v tomto intervalu i µ0. Pokud neńı (což nastane jen s 5%
pravděpodobnost́ı), je to d̊uvod k zamı́tnut́ı.

Důležitá poznámka: Všimněme si, že jsme došli k těmto (zdánlivě protich̊udným výsledk̊um):
na hladině α = 5% jsme

� hypotézu µ = µ0 nezamı́tli

� hypotézu µ ≤ µ0 zamı́tli

přestože nezamı́tnutý př́ıpad je podpř́ıpadem zamı́tnutého! To vypadá sice jako rozpor, ale ve skutečnosti
v každém z př́ıpad̊u testujeme hypotézy jiným zp̊usobem. Jak už bylo napsáno výše, chyba se v př́ıpadě
oboustranného testu rozlož́ı symetricky na obě strany, zat́ımco u jednostranného testu je nahromaděna jen
na jednom konci.

Podrobněǰśı zd̊uvodněńı tvaru zamı́taćıho kritéria pro test nulové hypotézy µ ≤ µ0 s neznámým
rozptylem:

Nejdř́ıve si pro zjednodušeńı uvědomme následuj́ıćı věc:
Jestliže máme dvě veličiny X,Y takové, že X ≤ Y (tj. X(ω) ≤ Y (ω) pro všechna ω ∈ Ω), pak plat́ı, že

� E(X) ≤ E(Y ) pokud středńı hodnoty existuj́ı,

� P (c < X) ≤ P (c < Y ) pro všechna c ∈ R.

A nyńı to zd̊uvodněńı: Abychom v́ıce zd̊uraznili závislost veličiny X ∼ N(µ, σ2) na parametru µ, budeme

ji vyznačovat jako Xµ a podobně to budeme psát u statistiky Tµ =
Xµ−µ0

SXµ

√
n. Je nutné zd̊uraznit, že za
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předpokladu nulové hypotézy (tj. že µ ≤ µ0) statistika Tµ obecněNEMÁ Studentovo t-rozděleńı (t-rozděleńı
se objev́ı právě jen pokud µ = µ0).

Nyńı předpokládejme platnost nulové hypotézy H0 : µ ≤ µ0. Pak máme:

µ ≤ µ0 ⇒ Tµ =
Xµ − µ0

SXµ

√
n

︸ ︷︷ ︸
složitějš́ı rozděleńı

=
Xµ − µ

SXµ

√
n+

µ− µ0

SXµ

√
n

︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ Xµ − µ

SXµ

√
n

︸ ︷︷ ︸
t(n−1)−rozděleńı

=: Uµ

Tedy dostali jsme, že Tµ ≤ Uµ a Uµ má t(n−1)-rozděleńı s n− 1 stupni volnosti. Z toho máme, že:

E(Tµ) ≤ E(Uµ) = 0

Můžeme tak očekávat, že hodnoty statistiky Tµ budou předevš́ım v intervalu (−∞, 0〉. Jako obor W̃ ⊆ R

takových hodnot veličiny T , kdy už budeme zamı́tat, si proto zvoĺıme

W̃ : (u1,∞) ,

kde požadujeme, aby u1 ∈ R bylo nejmenš́ı takové, aby chyba 1. druhu byla nejvýše α, tj.

(∀µ ≤ µ0) α ≥ P
(H0 plat́ı)

(
nastává chyba 1. druhu

)
= P

(H0 plat́ı)

(
zamı́táme H0

)
=

= P
(H0 plat́ı)

(
Tµ ∈ W̃

)
= P

(H0 plat́ı)

(
u1 < Tµ

)

A teď si jen urč́ıme, kolik muśı být u1 a současně ukážeme, že největš́ı možná chyba nastává pro př́ıpad
µ = µ0:

Z toho, že Tµ ≤ Uµ a veličiny Uµ a Tµ0 maj́ı obě t(n−1)-rozděleńı s n−1 stupni volnosti ihned dostaneme,
že

P
(H0 plat́ı)

(
u1 < Tµ

)
≤ P

(H0 plat́ı)

(
u1 < Uµ

)
= 1− Ft(n−1)

(u1) = P
(H0 plat́ı)

(
u1 < Tµ0

)

Vid́ıme tedy, že P
(H0 plat́ı)

(
u1 < Tµ

)
≤ P

(H0 plat́ı)

(
u1 < Tµ0

)
≤ α a hledané nejmenš́ı u1 tak muśı splňovat,

že
P

(H0 plat́ı)

(
u1 < Tµ0

)
= α

a protože Tµ0 má Studentovo rozděleńı, je tud́ıž

u1 = t1−α;n−1

a kritérium pro ZAMÍTNUTÍ je tak skutečně tvaru

zamı́táme H0 (na dané hladině α) ⇔ t > t1−α;n−1 .
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