10. cviéeni z PST

22.- 26. dubna 2024

Odhad chyby v CLV pro binomické rozdéleni: Pro binomické rozdéleni Z, = > X; ~ Bi(n,p),

kde X; ~ Alt(p) jsou nezéavislé, plat{ odhad

p>+(1-p)?

0.4748

< 04748 -

Fnorm Z t) — (I) t

- \/var(Zn) '

i=1

Aproximace CLV se obvykle pouziva pro var(Z,) > 9. Pak je odhad chyby nejvyse:
Fnorm(Zn)(t) - (I)(t)‘ < L\/%ALS = 0.159.

Piiklad 10.1 Leteckd spolecnost proddvd letenky a chce co nejvice utrzit. Letadlo md 216 mist, ale vi se,
Ze prumérné 5% lidi se k odletu nedostavi. Jakd je pravdépodobnost, Ze pokud spolecnost prodd 220 letenek,
nepresahne pocet cestujicich kapacitu letadla?

Reseni:
Pro velicinu

Z = “pocet cestujicich (z téch, co si koupili letenku), kteri se dostavi k odletu”

nés zajima P(Z < 216).
K feSeni pouzijeme centralni limitni vétu. Oznacme si tedy pro i = 1,2, ...,n, kde n = 220, veli¢iny

X { 1 , -ty cestujici se dostavi k odletu,
7: =

0 , -ty cestujici se nedostavi k odletu.
n
Pokldddme je za nezgvislé s alternativnim rozdélenim X; ~ Alt(p) = Alt(0.95). Protoze plati Z = > X;

=1
dostaneme

E(Z)=n-E(X1)=n-p=220-0.95= 209
var(Z) =n-var(X1) =n-p- (1 —p) =209-0.05 =10.45
= /var(Z) = V10.45 = 3.233

(v pripadé rozptylu plati vztah diky nezavislosti veli¢in.)
Podle CLV bude mit veli¢ina

Z-E(Z)  Z-209
© Voar(Z) V1045

norm(Z)

piiblizné rozdéleni N(0,1). Muzeme proto psét

Z —209 216 — 209 7 (CLV)
P(Z <216)=P ( < ) =P (norm(Z) < ) =
V10.45 V10.45 V10.45

(CLV) 7
2 % (

= = ®(2.165) = 0.985 .
\/10.45) ( )




CLV jsme pouzili, jelikoz var(Z) = 1045 > 9. Jak je vidét, i kdyz pocet n = 220 se muze zdat
dostatecny, tak pti odhadu zdlez{ ve skuteénosti na soucinu var(Z) = np(1 — p) = 10.45, ktery je kvuli
malé hodnoté 1 — p = 0.05 pomérné maly.

Doplnéni: Rozdélen{ veli¢iny je zfejmé Z ~ Bi(n,p) = Bi(220, 0.95) a jeji hodnoty jsou Z €

{0,1,...,220}. Vypocet mizeme ted, vzhledem k malému poétu séitanci, udélat i pFimo:
20 /220N ,
P(Z<216)=1-P(Z>216)=1— Y. < ; >0.95z L 0.05220- —
i
i=217

=1- 0.95217(1750540 -0.05% + 24090 - 0.95 - 0.052 + 220 - 0.95% - 0.05 + 1 - 0.95% - 1) =

=1-0.95%17.286.82 =1 — 0.0042 = 0.9958 .

Odhad a skuteénd hodnota se tedy lisi jen ptiblizné o 0.01, coz je mnohem méné, nez odhad chyby,
ktery mame vyse (zde k tomu pfispivd i to, ze obé hodnoty P(Z < 216) = Fy,opm(z,)(2.165) i ®(2.165)
jsou blizké k 1.)

Piiklad 10.2 Pravdépodobnost toho, Ze se za dobu T porouchd pristroj je p = 0.2. S jakou pravdépodobnosti
se za dobu T ze 100 (nezdvisle pracugicich) pristroju porouchd

(a) alespori 20,
(b) méné nez 28,

(c) 14 aZ 26 pristroju?

Reseni:
Proi=1,...,n (kde n = 100) si zavedeme veli¢iny

1 , i-ty pristroj se porouchd,
X =
0 , -ty ptistroj bude v poradku.
Veliciny X; budou nezévislé s alternativnim rozdélenim Alt(p) = Alt(0.2), protoze P(X; = 1) = 0.2.

Pocet porouchanych piistroju je tedy veli¢ina

100

Z=Y X;
i=1

kterd mé tudiz binomické rozdéleni Bi(n, p) = Bi(100, 0.2). To sice umime piesné popsat, ale vycislovani
souc¢tu mnoha velmi malych ¢lenu by vedlo ke znatnym numerickym chybdm (a bez softwaru by ani

nebylo mozné). Proto pouzijeme CLV, kterd velmi dobfe aproximuje hledané pravdépodobnosti.
Pro Z =% | X, tedy mdme
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Podle CLV muzeme predpoklddat, ze veli¢ina norm(Z) = Z_E((?) = Z\/_%O ma priblizné normované
var

normalni rozdéleni N(0,1).

To také muzeme chépat tak, ze velicina Z mé priblizné normalni rozdéleni
N(E(Z),var(Z)) = N(20,4%)

tedy ze
t—20
Fz(t) =@ | —— ro teR.
Z() ( /_16> p

Pak tedy méame:
(a)

Z-20 _ 2020
V16— V16

P(Z>20)=P ( ) = P(norm(Z) > 0) =

(CLV)
=1-P(norm(Z)<0) = 1-®(0)=1-05=0.5.

(Pro srovnani: skute¢nd hodnota pro binomické rozdéleni je 0.5398.)

Kdy# budeme uvazovat (spojité) rozdéleni N (20, 42), které ALE POUZE aproximuje ptivodn{ diskrétni
binomické rozdéleni veli¢iny Z, muzeme si piedstavit hledanou pravdépodobnost (z HLEDISKA VYPOCTT
takto:

I (20,42)

(CLV)

) - P(norm(Z) < 2) =

Z—20 28-20

P(Z<28)=P<\/E < NiT;

(CLV)
= B(2)=0.977.

(Pro srovndni: skuteénd hodnota pro binomické rozdéleni je 0.9658.)

Kdyz opét budeme uvazovat (spojité) rozdéleni N (20, 42), které POUZE aproximuje pivodni diskrétni
bir}omigké rozdélen{ veli¢iny Z a vezmeme do tivahy pravidlo t¥{ sigma, muzeme uvazovat (z HLEDISKA
VYPOCTU) takto:

Protoze 28 = u + 20, tak hodnota P(Z < 28) = P(N(2O,42) < 28) ndm musi vyjit vétsi nez 95%

(viz néért).
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In(20,42)

T
w =20 24 28
~ ~
pto pt20

()

P(14§Z§26)=p<14—20 Z—20 26—20)

76~ Vie © Vi6 =P<—1.5§norm(Z)§1.5>:

- P(norm(Z) < 1.5) - P(norm(Z) < —1.5) . B(1.5) — B(—1.5) =

=2-9(1.5)—1=2-0.933—-1=0.866 .
(Pro srovndni: skuteénd hodnota pro binomické rozdéleni je 0.8973.)

Kdyz opét budeme uvazovat (spojité) rozdéleni N (20, 42), které POUZE aproximuje pivodni diskrétni
binomické rozdéleni veli¢iny Z a vezmeme do tvahy pravidlo ti{ sigma, mizeme uvazovat (z HLEDISKA
VYPOCTU) takto:

Protoze p — 20 = 12 < 14 < 16 = p—oc a p+o0 = 24 < 16 < 28 = pu + o, tak hodnota

P4 < Z < 26) = P(14 < N(20,4%) < 26) ném musi vyjft mezi 68% a 95% (viz nacrt).

fN(20,42)

T T : T
12 16 ©w=20 24 28
—~ ~ ~~ S~
pn—20 p—o pto Ht20
Pripomenuti: Méjme ndhodny vybér (X7, ..., X,,) zavisly na parametru 9 (tj. mame vektor z nezdvislych

stejné rozdélengch ndhodnych veli¢in X; s distribuén{ funke{ Fy zdvislou na parametru ). Muzeme uvazovat
i zévislost na vice parametrech, ale vétsinou budeme pracovat jen s jednim.

V praxi mdme hodnotu parametru danou (ozna¢me si ji p), ale bohuzel ji nezndme. Snazime se ji proto
uréit (jako hodnotu 9) z naméfenych hodnot (z1,...,2,) € R™ a to co “nejlépe” (tim, ze si stanovime
néjaké vhodné podminky, které chceme splnit). Hodnoté 9 pak fikdme bodovy odhad (té skuteéné hodnoty
parametru ¥y).

Moznych metod odhadu je vice. Obvykle se pouzivaji

e metoda maximalni vérohodnosti

+ wvghody: davéa (v podstaté) vzdy vysledek; je mozné ji pouzit i pro velic¢iny, co nemaji ¢iselné
hodnoty (coz znamend, ze nezdlezi na hodnotéch, ale na jejich pravdépodobnostech)
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— nevghody: neni vytvofena pro veli¢iny se smiSenym rozdélenim (tj. jinym nez bud diskrétnim
nebo spojitym)

e metoda momentu
+ wijhody: da se pouzit na jakykoliv typ veliciny X (kterd méa konecné hodnoty E(X¥) pro prvnich
nékolik k =1,2,3,...)

— nevyhody: obecné nemame zaruceno, ze dostaneme néjaky vysledek

Jak se pouzivd metoda maximalni vérohodnosti pro diskétné rozdélenou veli¢inu X:

Vyznaéme zdvislost rozdéleni X v zdvislosti na parametru ¢ dolnim indexem takto Py(X = x), kde
z € R.

Méjme koneénou mnozinu K C R naméfenych hodnot veliciny X. Necht kazd4 z hodnot i € K mé
¢etnost pii méfenich n; € Ny. Pak vérohodnostni funkce ma tvar

1) = [T (Pox = z))"

ice K

Priiklad 10.3 Pocet kazi X na tabulkdch skla se 7idi Poissonovym rozdélenim. Bylo pozorovdno

i = pocet kazu na dané tabulce || 0 | 1|2 |35
n; = pozorovand cetnost 171411121

Metodou maximdlni vérohodnosti (prip. metodou momenti) uréete parametr \ tohoto Poissonova rozdélend.

Reseni:

Celkovy pocet méfeni je n =) . n; = 174+ 44142+ 1 = 25. Naméfené hodnoty (z1,...,z,) se
sklddaji z hodnot i € {0,1,2,3,5}, kde kazd4 z nich se vyskytuje se svoji ¢etnost{ n;. Protoze nebude
zalezet na pofadi, v jakém jsme hodnoty z; naméfili, muzeme si pro jednoduchost predstavit, ze je

(@1, .. 2n) = ( 0,....,0,1,...,1, 2, 3, 3, 5) .
—
17—krdt 4—krdt

)\k
Pro ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim Poiss(\) je PA\(X = k) = o e
Metoda maximaélni vérohodnosti:

Hledame takové A > 0, které maximalizuje funkci vérohodnosti L(\), kterd je definovana jako

nezav. n )\m] —
L()\):P)\(XlleavXn:In)( - )HP)\(XJ::CJ):H e)\:
j=1 ’

A0 17 A1 4 )\2 1 A3 2 )\5 1
(&) (7)) (3) G) (5) -
A\O-17+1-442:143-245-1 A7

_ e ANATH4+14241) _ o= 252
konst. konst.

)

kde X, jsou jednotlivé nezdvislé veli¢iny (v pokusech) a z; naméfené hodnoty.
Funkci také muzeme jednoduse dostat pouzitim vzorce vyse, tedy

=] (PA(X:z'))m: I1 <A_iek>m_...

7!
i€{0,1,2,3,5} i€{0,1,2,3,5}
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Pro vySetfeni maxima funkce L je vhodnéjsi ptejit k logaritmu této funkce, tj.
L(A) =InL(A) = 17In X\ — 25\ — In(konst.)

7 jeji derivace

ziskdme TeSeni .
7_25: = A= — =0.68.

a ze znamének derivace je snadno vidét, ze v A = é—g je skuteéné maximum.

Metoda moment:

Chceme, aby platily rovnosti teoretickych momentit E(X*), zavislych na parametru A, a vibérovych
momentu my, = % S 2k, tedy E(X¥) =my pro co nejvice pocatecnich hodnot k =1,2,. ...

Pocet rovnic volime tak, abychom dostali co nejmensi (nenulovy) pocet feseni (idedlné jen jedno) pro
parametr A\ . Existenci feSeni ale obecné zaru¢enou neméame.

V nasem piipadé budeme tedy pozadovat rovnost E(X) =m; (= Z) . Pfitom mame

e stfedni hodnotu E(X) = A

o0 T 1741.442.1432451 _ 17
T 5 o 4421432451
e vybérovy prumér T = *—— = lZn = A =355

ot

Takze dostavame rovnici A = &, coz vede opét odhad = %, coz neni piili§ prekvapivé, protoze
parametr A ma vyznam stiedni hodnoty X a ta se nejlépe odhaduje pomoci vybérového pruméru .
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