11. cviéeni z PRA

2. a 9. kvétna 2024

Priiklad 11.1  Basketbalista hdzi na tréninku na kos. Skonci, aZ mastrili 20 kosu. Hody jsou vzdjemné
nezavislé. Trenér mu podcital pocty nedspésniyjch hodu pred kaZdou uspésnou trefou a zjistil, Ze se trefil

12 krdt ihned
6 krat aZ na druhy pokus

2 krdat aZ na treti pokus.

Odhadnéte basketbalistovu dspésnost p € (0,1)

(a) metodou momenti;

(b) metodou mazimdlni vérohodnosti.

Reseni:

Ulohu muzeme tesit dvéma zpusoby - bud pomoci geometrického rozdéleni nebo pomoci alternativniho
rozdéleni.

(1) Pomoct geometrického rozdéleni:

Veli¢ina
X = “pocet neuspésnych zasahi, nez se basketbalista trefi”

mé geometrické rozdéleni Geom(p) pro p € (0,1) a

Py(X =i)=(1-p)'p, i €Ny.

7 tabulky
hodnota i veliciny X 0 |1]2
pozorovand ¢etnost n; || 12 | 6 | 2
vidime, ze pocet méfeni je n =Y. n; = 1246 + 2 = 20. Namétené hodnoty (z1,...,x2) se sklddaji z

hodnot ¢ € {0,1, 2}, kde kazdd se vyskytuje se svoji cetnosti n;.

Metoda momentu:

Porovnavéame teoretické k-té momenty E(X*) s jejich odhady my = % Z?:l .CC]; pro prvnich nékolik
k=1,2,....

StFedni hodnota geometrického rozdéleni X ~ Geom(p) je

1
EX)=--1
(X) 5
a jeji odhad z realizace je

n

PR "01241-642-2 10

n o S.n;  1246+2 20

ml :j:




Porovnanim dostaneme

1 1

——1=EX)=7T==

p 2
coz dava reSeni 5
b= 3"

Metoda maximaélni vérohodnosti:
Hleddme hodnotu p € (0,1), kterd maximalizuje funkci vérohodnosti

20
Lip) = Bp(Xy =ar,. o X =am) = [[ B(X; =aj) =[] (B =0)" =
J=1 i€{0,1,2}
:(ﬂ—pfﬂm(ﬂ—pfﬂﬁﬁl—m%ﬁQZ
— (1 _p)0»12+1»6+2-2 .p12+6+2 — (1 _p)lo ']920

kde X; jsou jednotlivé nezdvislé veli¢iny (odpovidajici jednotlivym pokusum) a z; naméfené hodnoty.
Ekvivalentné budeme hledat maximum funkce

{(p) =In (L(p)) =10-In(1 —p)+20-Inp .

7Z jeji derivace
py— 1020 —30p
l-p p  (-pp
dostavame opét feseni
‘H=0 = p=3

které vyhovuje zadéni, tj. p € (0,1). Ze znamének derivace je snadno vidét, ze v p = % je skutecneé
maximum.

(2) Pomoct alternativniho rozdéleni:
Velicina
_J 1, pridaném hodu se basketbalista trefi
B 0, pri daném hodu se basketbalista netrefi
md alternativni rozdéleni Alt(p) pro p € (0,1), tedy
P,Y=1)=p a P(Y=0=1-p.
Pocet pokusu s veli¢inou Y bude nyni odpovidat poc¢tu vsech hoda m =12-146-2+2-3 = 30. Pfitom
mame 12 + 6 + 2 = 20 dspésnych pokusu a tedy 30 — 20 = 10 pokusu je neispésnych. Uz nyni bychom

7 toho snadno mohli usoudit, ze odhad tispésnosti musi byt p = 2ocet spésnyeh hodd _ 20,
’ poéet viech hodi 30

Budeme ale postupovat podle zadani, tj. pouzijeme uvedené metody.
Mame tedy tabulku:

hodnota i veliciny YV 0 1
pozorovand ¢etnost n; || 10 | 20
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Nameéfené hodnoty (y1, ..., ys0) se sklddaji z hodnot i € {0,1}, kde kazd4 se vyskytuje se svoji ¢etnosti
n;.

Metoda momenti:
Stfedni hodnota alternativniho rozdéleni Y ~ Alt(p) je

a jeji odhad z realizace je

= ' 0-1041-20 2

= _J=r 4
mEYE S, 10 + 20 3
Porovnanim dostaneme 5
p=B()=7=:
tedy
.2
p=3.

Metoda maximalni vérohodnosti:
Hleddme hodnotu p € (0,1), kterd maximalizuje funkci vérohodnosti

30
Lip)=P,(Yi=y1,....Yso =ys0) = [ [ (Y =w) = [[ (B(Y =4)" =
j=1

= (1-p)"%*

ktera je stejnd jako v piredchozim piipadé geometrického rozdéleni. Tedy opét je p = % .

Dulezité pozorovani: Vsimnéme si, ze obé metody davaji v obou pfipadech stejné odhady a tato
hodnota je opét spole¢nd pti obou rozdélenich.

Binomické rozdéleni zde nemuzeme pouzit, protoze bychom museli dopfedu mit ddn pevny pocet
vSech hodu, ktery je zndm az po pokusu v zavislosti na tom, jak pokus probihal. A tento pocet by pak
v dalsich pokusech byl opét jiny.

Poznamka k vérohodnostni funkci pro spojitd rozdéleni: Pro metodu max. vérohodnosti se u
diskrétniho rozdélen{ vyuzivd pravdépodobnosti, ze dand hodnota xy bude presné nabyta, tj. P(X = xq).
Tyto pravdépodobnosti by ale byly v pfipadé spojitého rozdéleni vzdy nulové. Musime tedy pouzit néjakou
jinou charakteristiku v daném bodé a zde se nabizi hustota fx. Jak ale vime, hustota neni urcena svymi
hodnotami, ale jen svymi integraly. My ovSem nebudeme ani tak chtit zkoumat hustotu v bodé zy, nybrz

spise chovani vyrazu P(X € (xg—e,z0 + 5)) pro € — 04. D4 se ukazat, ze pokud je hustota fx spojitd v
xo, pak plati

. 1
81_1}151+2—€-P(X € (zo —a,xo—i—a)) = fx(zo) .

Tedy v tomto pifpadé je chovani daného vyrazu skuteéné piiblizné imérné hodnoté fx (zo).

Proto se ve vérohodnostni funkci nakonec opravdu hustota pouzivd, ale za predpokladu, Ze je fx je
spojitd bud vsude nebo v oboru hodnot, ktery je otevienou mnozinou (dvodem je to, ze limitu déldme z
obou stran). Napf. pro exponencidlni rozdéleni (které modeluje dobu ¢ekani) je obor hodnot (0, 4+00) a tam
uz hustotu spojitou mame (piestoze na celém R spojitd neni).
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Priiklad 11.2 Doba do poruchy pristroje ma exponencidalni rozdéleni. Bylo zjisténo, Ze se pristroj porouchal
postupné za 4 dny, 7 dni, 12 dni, 2.5 dne a 24.5 dne. Metodou mazimdini vérohodnosti (prip. metodou
momenti) urcete parametr A tohoto exponencidlniho rozdélend.

Reseni:
Méme tedy veli¢inu
X = “doba do poruchy pristroje” [ve dnech]

Ae ™™  proz >0
0 pro x < 0.
Pocet méfeni je n = 5 a jejich hodnoty jsou x1 = 4 dny, ..., x5 = 24.5 dne.

s exponencidlnim rozdélenim Exp()) a hustotou fy(z) =

Metoda maximalni vérohodnosti:
Obor hodnot X je (0, +00), coz je otevieny interval a hustota je zde spojitd. (Hodnotu 0 neuvazujeme,
protoze jako ¢ekaci dobu mé smysl brét jen kladné hodnoty.)

Hledame takové A > 0, které maximalizuje vérohodnostni funkci

L) =[] AG@) =J[re ™ =xe Mt xe T xe M2 e 20 \e M0 —

i=1 i=1
— AP o N (A+TH1242.5424.5) _ \5 o~ A-50
Logaritmicko-vérohodnostni funkce je
L(A) =InL(A) =5In )\ — 50\,

7 jeji derivace
5

7(\) = ~ —50.
=2
ziskdme Feseni
5 ~ 1 _ 1 .
T-50=0 = A= — [den] = 7= = =10 [dnt]
A 10 A
(ve kterém skute¢éné nastdvd maximum, jak je vidét ze znamének derivace.)
Metoda moment:
Chceme, aby platily rovnosti E(X*) = mj, teoretickych a vybérovych momentti pro co nejvice
pocatecnich hodnot £ =1,2,....
Méme
e stiednf hodnotu E(X) = 1
o vybérovy primér T = my = I—— = L2285 _ 30 )
7 pozadované rovnosti i = E(X) = T = 10 dostdvdme opét odhad N = %. Tato shoda je opét
zpusobena tim, Ze parametr 7 = % mé vyznam stfedni hodnoty X a ta se nejlépe odhaduje pomoci

vybérového pruméru .

Poznamka: Pro nésledujici rozdéleni veliciny X davaji obé vyse probirané metody stejné vysledky pro
dany parametr:

e p pro alternativni{ Alt(p), odhad je p=E(X) =T



e p pro binomické Bi(n,p), odhad jenp = E(X) =T = p=2=2
e p pro geometrické Geom(p), odhad je % -1=E(X)=7 = p==

e ) pro Poissonovo Poiss(\), odhad je A = E(X) =7
e 7 pro exponencidlni Ezp(L), odhad je # = E(X) ==
e u pro normalnf N(u,0?), odhad je i = E(X) =7

VVVVVV

zde velmi snadnd. V pisemkéch je oviem smyslem zaddni provérit znalost pouziti zvolené metody (obvykle
pravé metody maximdlni vérohodnosti), takze znalost vysledku ziskaného jinym zptsobem je pouze kontrola,
Ze nam to vyslo spravneé.

Poznamky ke kvantilum:

Pro ndhodnou veli¢inu X a pravdépodobnost « € (0, 1) ¢asto potiebujeme najit t € R, ze P(X <t) = a,
tj. Fx(t) = a. Takové t obecné nemusi existovat (napi. kdy Fx mé skoky) nebo nemusi byt uréeno
jednoznacéné (kdyz Fx je misty konstantn{). Naptiklad si vezméme tuto distribuéni funkei:

Chteéli bychom tedy idealné mit inverzni funkci k Fx, kterd ale obecné neexistuje. Pfresto muzeme néco
podobného, tzv. kvantilovou funkci qx : (0,1) — R, definovat (diky tomu, ze Fx je neklesajici) a to
nésledujicim zptsobem:

e graf Fx doplnime na ”souvislou ¢aru”, tj. pfipadné skoky funkce Fx nahradime spojitou svislou
useckou,

e tento utvar prevratime podle osy 1. a 3. kvadrantu (tj. podle piimky "z = y”),

e tam, kde pfevrdceny utvar neni funkeci (tj. obsahuje svislé ¢ary) tyto dseky odstranime a nahradime
jedinou hodnotou, a sice limitou zleva (a pfipadné krajn{ tseky v bodech 0 a 1 odstranime dplné,
protoze tam se kvantil ¢x nedefinuje)

e vyslednym tutvarem si pak definujeme graf funkce qx.
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Jak je tedy videt, grafy funke{ Fx a gx (po doplnéni na souvislé ¢ary) si budou navzdjem zrcadlovymi
obrazy (vhledem k ose z = y). Takovéto definice kvantilu je sice ndzornd, ale chtélo by to i explicitni popis.
Plati:

e ¢x(a) =min{t € R| Fx(t) > a} pro véechna a € (0,1)

P(X < qX(a)> =Fx (qX (n)) > « pro véechna a € (0,1)

P<X < qx(a)) < « pro véechna o € (0,1)

e ¢x je neklesajici a zleva spojita funkce

Jestlize je F'x spojita a ostfe rostouci, pak ¢x je inverzni funkci k Fx.
V tom piipadé pak pro vsechna « € (0, 1) plati:

o gx(a) = (Fx) *(a)

) P(X < qX(a)) =«

Poznamky k empirickému rozdéleni:
Necht z; < -+ < x, jsou naméfené hodnoty (veliciny X). Pro né si mizeme piirozené definovat
empirickou ndhodnou velicinu Emp s diskrétnim rozdélenim, oborem hodnot

A={aeR|a=uz; pronéjaké i}
a jejich pravdépodobnostmi

“pocet vyskyti a mezi hodnotami x1,...,x,”

P(Emp =a) =

n
Kdyz si k této veli¢iné zjistime distribuéni funkci, dostaneme znamou empirickou distribucni funkci:

i | =i <t}

FEmp(t) - P(Emp S f) — n

Od ni si pak vytvorime kvantilovou funkeci ggmp, kterd mé tvar
gEmp(@) = min{t € R | Femp(t) > o} = min{z; | Femp(x;) > a} .

a nakonec se da prepsat jako
QEmp(a) — m]’n(ﬂ pro a & (07 1)
kde [u] je horni celd ¢dst z u € R, tj. zaokrouhleni desetinnych ¢isel nahoru. Specidlni hodnoty se pak
jmenuji
o 1.kvartil = qup(%) =0
2
1

o 2. kvartil = gpmp(5) = Trn (tzv. medidn)

e 3.kvartil = qup(%) = Tran]

Podobnym zptisobem se kvartily definuji pro libovolnou veli¢inu X (jako ¢x (1), ax(3) a gx(3)).
Pro libovolnou veli¢inu X (a specidlné pro X = Emp) plati:

P( X < Z.kvartz’l) > i

. . 1
P( 1. kvartil < X < 3&. kvartzl) > 3
P( X > 38 kvartz’l) > i
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Priklad 11.3 Uvazujme ndsledujici data:
(1) pocty vyskyti jistého druhu rostliny na plose 1m?:

0, 2, 1, 4, 4, 5, 2, 3, 7

(2) casy (v sekunddch) mezi impulzy v mozku:

4.25, 0.65, 1.35, 0.20, 0.55, 6.63, 1.38, 0.22, 0.27

(3) venkouvni teploty namérené v ruznych letech pri pravidelné podzimni akci:

8.07, 19.23, 9.27, 5.71, 12.62, 11.24, 11.92, 17.30, 14.87

Nakreslete pro tato data
(a) histogramy
(b) boxploty
(¢) empirickou distribucni funkci

a odhadnéte, z jakého rozdéleni mohou tato data pochdzet.

Reseni:
Histogram (pro ¢etnosti): Naméfend data si rozdélime do disjunktnich intervali I; (stejné délky) pro
i=1,..., k, které na sebe budou navazovat. Nad I; nakreslime sloupec vysky m;, ktera znamena ¢etnost

dat, jez spadnou do I;. Abychom z histogramu néco mohli vyéist a umeéli ho (ruéné) nakreslit, volime
“rozumny” pocet sloupcu (napf. néco mezi 5 a 15).

Boxplot (neboli krabicovy graf): Na rozdil od histogramu je vzdy definovén stejné. Krajni vousy
(“whiskers”) jsou ddny krajnimi naméfenymi hodnotami a krabice (“box”) uprostied je pak uréena
hodnotami jednotlivych kvartilu.

Pocet méteni je zde ve vSech pfipadech stejny: n = 9. Pii uspoifddanych datech x; < --- < xg tak
budou hodnoty kvartila tyto:

e 1.kvartil = Trey =13
e medidn =9 =Ts
o 3.kvartil = Trae| = T7

Medidn je (v rdmci uspoiaddni podle indexu) tedy pfiblizné uprostied naméfenych hodnot a podobné
je to s okolnimi kvartily. Data si tudiz pted vypoctem vzdy usporddame.

(1) Uspotddana data:
0, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5 7
T 1.kvar. med. 3.kvar. Ty

Rozdil mezi nejvétsi a nejmensi hodnotou je z, —x1 = 7— 0 = 7. Tuto délku tedy budeme
potiebovat pokryt nékolika disjunktnimi intervaly a protoze se zde jednd o diskrétn{ veli¢inu (poéty
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vyskytt), bude vhodné si zvolit sifku sloupce rovnou 1. Intervaly pak budou (0, 1), (1,2),...,(7,8).

2,

Pocet vyskytu

0.8

0.6

0.4

0.2

Vzhledem k popisu dat (poéty vyskyti na dané plose) to vypada na Poissonovo rozdéleni. Tomu
také zhruba odpovidaji i grafickd zndzornén{ (histogram, boxplot, emp. distr. funkce).

(2) Uspotddana data:

0.20, 0.22, 0.27, 0.55, 0.65,

T 1.kvar. med.

1.35, 1.38, 4.25, 6.63

3.kvar. T,

Rozdil mezi nejvétsi a nejmensi hodnotou je x, — x1 = 6.63 — 0.2 = 6.42. Tuto délku budeme
zase potiebovat pokryt nékolika disjunktnimi intervaly. Zkusime si opét vzit $itku sloupce rovnou

1. Intervaly si pro zménu zvolime jako (0, 1), (

1,2),..

., (6,7). Vybér toho, do kterého z intervalu

prifadime délici body, neni podstatny. Zde jsme si to takto zvolili ¢isté jen proto, ze hodnoty
¢ekaci doby jsou vzdy nenulové (tj. prvni interval by idedlné nemél zacinat nulou).
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Doba mezi impulsy

0.8}

0.6 |-

0

2

4

6

8

Vzhledem k popisu dat (doba ¢ekdni na dalsi udélost) to vypadd na exponencidlni rozdéleni. Tomu
také zhruba odpovidaji i grafickd znazornéni, kde boxplot je hodné posunuty doleva a empiricka
distribuéni funkce pfipomina exponencialu.
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