2. cviceni z PRA

26. unora - 1. bfezna 2023

Piiklad 2.1 Na party se seslo 14 studenti, z toho 8 vysokoskoldku a 6 stredoskolaku. Jakd je pravdépodobnost,
Ze v ndhodné vybrané ctverici budou

(1) wsichni ctyri stredoskoldci (jev A),
(2) prdvé jeden vysokoskoldk (jev B),
(8) asponi jeden vysokoskoldk (jev C)?

Reseni:
Prostor vsech moznych rovnocennych vysledku je

Q = “vsechny neusporddané 4-ce utvorené ze 14 o0sob”

tedy vSechny 4-prvkové podmnoziny 14-ti prvkové mnoziny (neboli neusporddany vyber 4 prvku ze 14

pruki bez opakovdnd). Jejich pocet je kombinacni éislo |Q] = (144) = m.

(1)
A = “vSechny neusporddané 4-ce utvorené ze 6 osob (stredoskoldki)”

6

Pocet vsech takovych ¢tveric je (§

), tudiz hledand pravdépodobnost je
(2)
P(A) = 22 =0.015.

(2) Pozadované ¢tverice pro B muzeme popsat pomoci mnoziny vech ”jednic” vytvorenych z vysokoskolaku
(oznaéme ji jako J) a trojic vytvorenych ze stfedoskoldki (oznac¢me ji jako T). K vytvofen{
priznivych ¢tvefic je tfeba vSechny trojice zkombinovat se vSemi ”jednicemi”, tedy ekvivalentné
pomoci kartézského souc¢inu:

B=JxT

Ziejme |T| = (g) alJ| = (?) = 8. Tudiz hledand pravdépodobnost je

piiy= V1 <§>(1~4)<§> o

4

(3) Jednd se o doplikovy jev k jevu A, tj. C' = A€, tudiz

P(C) =1— P(A) = 0.985.

Poznamka: V tomto piikladu jsme setkali s tzv. hypergeometrickym rozdélenim.




To se objevuje tehdy, kdyz

e 7z mnoziny, kterd md N prvka (zde N = 14),

e 7z nichz pravé K mé néjakou vlastnost V (zde K = 8 a V ="byt vysokoskoldk”),
e chceme vybrat pravé n prvku (zde n = 4)

a ptame se, s jakou pravdépodobnosti bude pravé k z nich mit vlastnost V.

Tato pravdépodobnost je ddna podilem pfiznivych moznosti ku vSem. Piiznivé jsou dany poctem
zpusobu jak vybrat k prvku (s V) z K prvku (s V) ndsobeno poctem zpusobu jak vybrat zbytek, tj.
n — k prvku (bez V) z N — K prvku (bez V). Celkem tedy

K\ (N-K
(k) ) (nfk)
(%)
n
pricemz rozsah proménné k je uré¢en pomoci
max{0,n+ K — N} < k < min{n, K}

tedy
0 =max{0,44+ 8 — 14} < k <min{4,8} =4 .

Tuto podminku dostaneme ihned z nerovnosti

k<K, n—-k<N-K,

k<n, n—-k<n.

Priklad 2.2 Jakd je pravdépodobnost, Ze ve skupiné n lidi maji alespori dva narozeniny ve stejny den?
(Neuvazujte prestupné roky a predpoklddejte, Ze se béhem celého roku déti rodi rovnomérné.)

Reseni:
Prvni ¢dst z predpokladi znamend, Ze pocet vSech dnu v roce pro nas bude vzdy 365. Druhd ¢ast
predpokladu pak znamend, ze vSechny dny v roce povazujeme za rovnocenné. Tedy pravdépodobnost,
ze se dany ¢lovék narodi v dany den v roce bude pro vSechny dny stejna. Situaci, kterd popisuje, jaké
kdo mé narozeniny ve skupiné n lidi vyjadiime jako uspoiddanou n-tici nad 365 prvky (i-t4 hodnota v
n-tici odpovidd datu narozen{ i-tého ¢loveka).

Vsechny mozné vysledky tedy predstavuji mnozinu Q = {1,...,365}" (tj. kartézsky sou¢in mnoziny
{1,...,365} a to celkem n-krat, podobné jako tieba zapisujeme R™). Protoze vSechny dny povazujeme
za rovnocenné, tak i n-ticemi z nich vytvofené budeme povazovat za rovnocenné. Také si to muzeme
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predstavit tak, ze mame urnu s listky s ¢isly od 1 do 365 (pfedstavujicimi ocislované dny v roce) a my
z ni n-krat opakované budeme losovat ¢isla s tim, ze listky vzdy vratime zpét.
Necht A je jev, ze ve skupiné n lidi maji alespoii dva narozeniny ve stejny den. Pak jev A® znamend,
ze ve skupiné n lidi mé kazdy ¢lovék narozeniny v jiny den. Jde tedy o variace bez opakovani t¥idy n z
365 prvku.
|| = 365"

|A°| = 365-364----- (365 —n+1)

a tedy
365-364----- (365 —n+1)

365™ ’

P(A%) =

@ tudiz 365 - 364 365 1
P(a)=1- placy =1 - 20530 B nrl)

Pro zajimavost se jesté podivdme na pfibliznou hodnotu této pravdépodobnosti. Pro jednoduchost ozna¢me H = 365.

Pel mime H-(H-1) - (H—(n—1) | no1
P(A)=1- T :1_<1_E>'“(1_ I >:

1 eln(l—%)...(l— "1;1) 1 ekgl In(1-4)

Pouzijeme ted linedrni aproximaci funkce

n—1
f)=> (1 - kz)
k=1

v bodé z¢ = 0, kterou pak vycislime pro z = %, kterd je blizkd nule, a to jako f(z) ~ f(0) + f/(0) - (x — 0). Tedy

n—1 4 n—1 k
Fl(z) = ( In(1-— km)) = —
kz::l kz::l 1—kx
n—1
=~y k=-"0"0
k=1
& 1
— kY 1\ _ , 1 nn-1)
k;lln<1—ﬁ) _f(ﬁ) RO+ [(0) ===
Odsud méame, ze
n(n—1)

a ukézku nékterych hodnot v tabulce:

[ n [ 23] 24 [ 25 [ 26 [ 27 [ 50 |
[ P(A) ] 50% [ 53.06% | 56.04% [ 58.95% | 61.77% [ 96.51% |

Jevy Ay, ..., A, jsou nezdvislé pravé kdyz pro kazdou indexovou podmnozinu ) # K C {1,...,n} plat{
P (ﬂ AZ) = [[ P4 .
ieK ieK

Tj. pravdépodobnost libovolnych pruniku je soucin pravdépodobnosti piislusnych jevu.

Poznamka: Méjme n nezavislych opakovani daného pokusu, jehoz uspésnost je 0 < p < 1. Jev

By = “nastane prdvé k dspéchi v n pokusech”
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pro k =0,1,...,n ma pravdépodobnost

P50 = ()t -t

Duvod, pro¢ tu mame kombinaé¢ni ¢islo, je v tom, ze danych k dspéchu je rozmisténo mezi n pokusu prave
n ;
(k) zpusoby.

Odvozeni: Vezmeme si jevy
A; = “dspéch v i-tém pokusu”

Ty jsou nezdvislé a maji pravdépodobnost P(A;) = p. Pak jev By vyjadiime jako sjednocen{ disjunktnich jevu (ty v hranaté
zdvorce)

odkud mame ihned

e 5 () (1,7

€K

Piiklad 2.3 Pravdépodobnost vijhry 1.hrdcée nad 2.hrdacem je 0.7. Jakd je pravdépodobnost, Ze béhem deseti
po sobé jdoucich zdpasu

(1) alespori jednou vyhrdl 2.hrdc (jev H),

(2) maximdiné dvakrdt vyhrdl 1.hrdé (jev 1)?

Reseni:
Jevy
By = “1.hrdc¢ vyhrdl prdavé k z 10 zdpasu”
pro k = 0,1,...,10 jsou evidentné navzdjem disjunktni (tj. maji prdzdné pruniky neboli zddné dva

nemuzou nastat soucasné) a maji pravdépodobnost
P(By) = (f) 0.7% . 0.310-F
(a) Zde bude vhodnéjsi prejit k dopliku a pak je
H¢ = “1.hrdc¢ vyhrdl vsech 10 zdpasi” = Big
P(H)=1-P(H®)=1-P(By) =1-0.7"Y = 0.9718.

(b) Jev I znamen4, ze

e bud vse vyhral 2.hric
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e nebo devét her vyhrdl 2.hra¢ a jednu 1.hré¢ (na poradi hry nezélezi)

e nebo osm her vyhrél 2.hra¢ a dvé 1.hrd¢ (na poradi rovnéz nezalezi).
Tedy je
I =ByUB;UB,y

a z jejich disjunktnosti méame

P(I) = P(By) + P(B1) + P(By) = 0.7 + (110> 0.3-0.7° + (120> 0.3%.0.7% = 0.3828.
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