3. cviceni z PRA

4. - 8. biezna 2024

Piiklad 3.1 (operace s nezdvislymi jevy) Signdl prochdzi zarizenim zleva doprava. Jednotlivé bloky v zarizent
magi poruchu s pravdépodobnostmi vyznacenymi na obrdizku a vyskyty poruch jsou na sobé nezdvislé. Urcete
pravdépodobnost, Ze vysland zprdva bude prenesena.
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Pravdépodobnosti jsou p1 = 0.2, po = p3 = 0.4, ps = 0.3 a ps =0.1.

Reseni:

Ulohu si zjednodusime tim, ze budeme postupné nahrazovat vice bloku jednim blokem, ktery bude
mit stejnou pravdépodobnost poruchy.

e Pro paralelni zapojeni

a jevy A; =“i-ty blok (seshora) md poruchu” je pravdépodobnost poruchy tohoto zapojeni rovna
P(“porucha paralelniho zapojeni”) = P(A1N---NA,) = P(A1)---P(An) =q1 - qn -

e Pro sériové zapojeni
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a jevy B; =“i-ty blok (zleva) md poruchu” je pravdépodobnost poruchy tohoto zapojeni rovna

P(“porucha sériového zapojen{”) = P(ByU---UB,) =1—P((ByU---UB,)") =
— 1 P(B{N--NBY) = 1— P(BS) - P(BS) =1~ (1—q) - (1—qa) -
Pro vyfegeni pivodniho zadan{ ted

(a) nejdiive nahradime sériové zapojeni dvou bloku s pravdépodobnostmi poruch p; = 0.4 a p3 = 0.4
jedinym blokem s pravdépodobnosti poruchy

p273:1—(1—p2)(1—p3) =1-06-0.6=0.64.




(b) déle nahradime paralelni zapojeni tii bloku s pravdépodobnostmi poruch p; = 0.2, p2 3 = 0.64 a
ps = 0.3 jedinym blokem s pravdépodobnosti poruchy

D1,2,34=p1 P23 -ps=0.2-0.64-0.3=0.0384.

(¢) a nakonec nahradime sériové zapojeni dvou bloku s pravdépodobnostmi poruch py 234 = 0.0384
a ps = 0.1 jedingym blokem, ktery odpovida celému zafizeni a ma pravdépodobnost poruchy

p172737475 =1- (1 —p1727374)(1 - p5) =1- 09616 . 09 =1- O, 86544 = 013456 .

Pripomenuti: Geometricky pravdépodobnostni prostor je zobecnénim klasického pravdépodobnostniho
prostoru. Mmnozinou vsech moznych vysledku zde bude néjakd podmnozina 2 C R™, které jsme schopni
prifadit jeji n-rozmérny konec¢ny objem a jevy budou jeji podmnoziny, kterym také umime ptifadit néjaky
objem. Protoze vlastnost pfitazen{ objemu (tzv. meéfitelnost) neni vibec samoziejmosti, je nutné zacit
uvazovat jen ur¢ité podmnoziny mnoziny  (tj. jevy) a tedy i pojem o-algebry, ktery takovéto mnoziny
vymezi. Podrobnéjsi specifikaci jevii se nebudeme zabyvat. Opieme se jen o skute¢nost, ze to celé funguje,
pokud pracujeme s otevienymi mnozinami (a jejich spocetnymi pruniky, sjednocenimi a dopliky.) Objem
mnoziny (jevu) A budeme znaéit vol(A).

Opét (jako u klasické pravdépodobnosti) budeme povazovat viechny vysledky za rovnocenné, takze
pravdépodobnost jevu A nebude zdviset na tvaru ani umisténi mnoziny A uvniti mnoziny 2, ale pouze

na jeji velikosti, takze pak je P(A) = %.

Priklad 3.2 Meéjme dvé ndhodnd c¢isla x a y mezi 0 a 1. Jakd je pravdépodobnost, Ze jsou obé vétsi nez 0.3
a zdrovern jejich soucet je mensi nez 17

Reseni:
Mnozina vSech moznych vysledku €2 jsou tedy dvojice ¢isel (z,y) z (0,1), tj. Q = (0,1) x (0,1). Hleddme
tedy pravdépodobnost jevu

A={(z,y) €Q|z>03 AN y>03 AN z+y<l1}.

Ta je ddna pomérem plochy vol(A) mnoziny A a plochy vol(2) mnoziny €.

Y
1
A
0.3
x
0 0.3 1
Takze
vol(A) = (0.7 —0.3) - (0.7 — 0.3) = 0.08
a proto je
_wol(A) 0.08
P(A) = ol @~ 1 - 0.08.
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Priiklad 3.3 Na rovnomérnou nekonecénou ctvercovou mrizku, kde vzddlenost pruseciki je a, hodime minci
o prumeéru b, kde b < a. Jakd je pravdépodobnost, Ze mince protne néjakou z linek této miizky?

Reseni:
Vsechny mozné vysledky budou soufadnice (z, y) stifedu mince na ploge. Plocha, kterou mame k dispozici
je nekonecnd. Protoze ale Ctverce, na které je rozdélena, povazujeme za rovnocenné, zvolime si jeden z
nich napf.

Q= (0,a) x (0,a)

jako referené¢ni, a vSechny piipady, kdy stifed mince dopadne mimo tento ¢tverec, se ztotozni pomoci
posunuti s piipadem, kdy stfed mince je ve ¢tverci 2. Zajima nés tedy pravdépodobnost jevu

A = “mince protne hranu referencniho ¢tverce Q7 .
Jednodussi je popsat doplnék (viz obrazek)

A° = “mince NEprotne hranu referenéniho ¢tverce Q7 = (%, a— %) X (%, a— %)
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Takze

Priklad 3.4 Lodé A a B pripluji do pristavu ndhodné a nezdvisle na sobé v ndsledugicich 24 hodindch.
Lod A pockd 2 hodiny a pak odplowvd, B pockd 1 hodinu a pak odplouvd. Jakd je pravdépodobnost, Ze se v
pristavu potkaji?

Reseni:
Oznacme S jev, ze se dané lodé v piistavu potkaji. Mozné vysledky jsou ¢asy (x,y), kdy jednotlivé lodé
pripluji. Takze

Q = (0,24) x (0,24)
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Lod A mé dobu pobytu v pfistavu v intervalu (x,z 4+ 2) a podobné lod B mé dobu pobytu v piistavu v

intervalu (y,y + 1).
Odpovidajici jev setkani je

S = “lodé se setkaji v pristavu” = {(x,y) € Q | intervaly (z, z+2) a (y, y+1) maji neprdzdny prunik} =
={l@y eQle<y+l, y<z+2}
Take se to da odvodit tak, ze
e pokud je x <y, pak musi byt y < z + 2,

e a pokud je y <z, pak musi byt x <y + 1.

Y 22
24
23
S
2
x
0 1 24
Jednodussi je zase spocitat pravdépodobnost doplnku S¢
222 +232)/2
P(S) =1 - P(se) =1 GEFIIZ .4y

242

Jevy A, B a C jsou nezavislé pravé kdyz:

P(ANB)=P(A)-P(B), P(ANC)=P(A)-P(C), P(BNC)=P(B)-P(C)

P(AnBNC)=P(A)-P(B)-P(C)
pricemz zadna z téchto 4 podminek NENI disledkem zbylych tfech.

Priklad 3.5 Nezdvislé jevy A, B,C maji po radé pravdépodobnosti 0.2, 0.3, 0.4. Urcete pravdépodobnost
jevu X = (AUB)NC.
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Reseni:

Pouzijeme, ze pokud jevy Ai,..., A, jsou nezavislé, pak také jevy
e A1 UAs, As, ..., A, jsou nezdvislé

e A1 N Ay, As, ..., A, jsou nezavislé

o A§, Ag, As, ..., Ay, jsou nezédvislé

Nezdvislé jevy tedy muZeme libovolné sdruzovat nebo pronikat (dany jev vzdy sjednotime nebo
pronikneme vzdy jen s jednou skupinou jevi), a muzeme je libovolné pievracet na jejich dopliky.
Vysledek jsou opét nezavislé jevy.

Protoze A, B, C jsou nezavislé, jsou i jevy AU B a C nezavislé. Tedy médme

P(X)=P((AuB)NC)=P(AUB)-P(C)

pricemz

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) =
— P(A) + P(B) — P(A) - P(B
=0.2403-0.2-0.3=0.44,

Celkem tak dostaneme

P(X)=P(AUB)-P(C)=0.44-0.4 = 0.176 .

Piiklad 3.6 Ndhodné jevy A a B jsou nezdvislé a P(AU B) = 0.545, P(AN B) = 0.105. Urcete pravde-
podobnosti P(A), P(B) a P(AN B°).

Resen:
Jestlize vyuzijeme nezavislosti nahodnych jeva A a B, pak dostaneme
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A) - P(B), P(ANB)=P(A)- P(B).
Ozna¢me si P(A) = 2 a P(B) = y. Pro hledané pravdépodobnosti tak dostaneme soustavu rovnic

0.105
0545 =2 +y—0.105, 2-y=0105=y=——.

Po dosazeni do prvni rovnice dostaneme kvadratickou rovnici pro neznamou z ve tvaru
22 —0.652 +0.105 =0 = z1 = 0.35, 25 =0.3.
Ze symetrie vztahu plyne, ze je
P(A)=0.35, P(B)=0.3 nebo P(A)=03, P(B)=0.35.
A déle pro prvni z moznosti je
P(ANB°) =P(A)-P(B°) =0.35-0.7T=0.245
a pro druhou volbu Feseni je

P(ANB®) = P(A) - P(BY) = 0.3-0.65 = 0.195 .
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