
4. cvičeńı z PRA

11. února - 15. března 2024

Připomenut́ı: Jevy A1, . . . , An jsou nezávislé
def.
⇐⇒ pro každou indexovou množinu K ⊆ {1, . . . , n} je

P
( ⋂

i∈K

Ai

)
=

∏

i∈K

P (Ai) .

Netriviálńı podmı́nky vzniknou pro |K| ≥ 2. Máme tak 2n − n− 1 podmı́nek.

Speciálně: jevy A, B a C jsou nezávislé právě když:

P (A ∩B) = P (A) · P (B), P (A ∩ C) = P (A) · P (C), P (B ∩ C) = P (B) · P (C)

a
P (A ∩B ∩ C) = P (A) · P (B) · P (C)

přičemž žádná z těchto 4 podmı́nek NENÍ d̊usledkem zbylých třech.

Př́ıklad 4.1 Háźıme dvěma kostkami. Uvažujme jevy

A =”na 1.kostce padne sudý počet punt́ık̊u”,

B =”na 2.kostce padne lichý počet punt́ık̊u”,

C =”na obou kostkách padne stejný počet punt́ık̊u”.

Jsou jevy A,B,C nazávislé? Jsou po dvou nezávislé?

Řešeńı:

Prostor všech možných výsledk̊u jsou uspořádané dvojice hodnot na jednotlivých kostkách

Ω = {1, . . . , 6} × {1, . . . , 6}

a každý výsledek bude stejně pravděpodobný. Pak máme

A = {2, 4, 6} × {1, . . . , 6}

B = {1, . . . , 6} × {1, 3, 5}

C = {(1, 1), . . . , (6, 6)}

a tedy P (A) = |A|
|Ω| =

3·6
36 = 1

2 a podobně P (B) = 1
2 a P (C) = 1

6 . Dále je

A ∩B = {2, 4, 6} × {1, 3, 5}

A ∩ C = {(2, 2), (4, 4), (6, 6)}

B ∩ C = {(1, 1), (3, 3), (5, 5)}

A ∩B ∩ C = ∅

takže

P (A ∩B) =
|A ∩B|

|Ω|
=

3 · 3

36
=

1

4
=

1

2
·
1

2
= P (A) · P (B)



a podobně

P (A ∩ C) =
3

36
=

1

12
=

1

2
·
1

6
= P (A) · P (C)

P (B ∩ C) =
3

36
=

1

12
=

1

2
·
1

6
= P (B) · P (C) .

Tud́ıž jevy A,B,C jsou po dvou nezávislé. Protože ale dále plat́ı, že

P (A ∩B ∩ C) = 0 6= 1
2 · 1

2 · 1
6 = P (A) · P (B) · P (C).

jevy A,B,C nejsou (celkově) nezávislé.

Poznámka: Nepleťte si disjunktńı jevy s nezávislými:

� A a B jsou disjunktńı ⇔ A ∩B = ∅.

� A a B jsou nezávislé ⇔ P (A ∩B) = P (A) · P (B).

Př́ıklad 4.2 (operace s nezávislými jevy) Zař́ızeńı na obrázku je tvořeno zapojeńım blok̊u, které pracuj́ı
nezávisle na sobě a pravděpodobnost́ı výskytu poruch jsou zadány. Vypočtěte pravděpodobnost poruchy funkce
celého zař́ızeńı.

• •

p1

p2

p4

p3 p5

Pravděpodobnosti vyč́ıslete pro p1 = 0.2, p2 = p3 = 0.4, p4 = 0.3 a p5 = 0.1.

Řešeńı:

Úlohu si zjednoduš́ıme t́ım, že budeme postupně nahrazovat v́ıce blok̊u jedńım blokem, který bude
mı́t stejnou pravděpodobnost poruchy.

• Pro paralelńı zapojeńı

•

q1

q2

...

qn

•

a jevy Ai =“i-tý blok (seshora) má poruchu” je pravděpodobnost poruchy tohoto zapojeńı rovna

P (“porucha paralelńıho zapojeńı”) = P (A1 ∩ · · · ∩ An) = P (A1) · · ·P (An) = q1 · · · qn .

• Pro sériové zapojeńı
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• q1 q2 · · · qn •

a jevy Bi =“i-tý blok (zleva) má poruchu” je pravděpodobnost poruchy tohoto zapojeńı rovna

P (“porucha sériového zapojeńı”) = P (B1 ∪ · · · ∪Bn) = 1− P
(
(B1 ∪ · · · ∪Bn)

c
)
=

= 1− P (Bc
1 ∩ · · · ∩Bc

n) = 1− P (Bc
1) · · ·P (Bc

n) = 1− (1− q1) · · · (1− qn) .

Pro vyřešeńı p̊uvodńıho zadáńı teď

(a) nejdř́ıve nahrad́ıme sériové zapojeńı dvou blok̊u s pravděpodobnostmi poruch p2 = 0.4 a p3 = 0.4
jediným blokem s pravděpodobnost́ı poruchy

p2,3 = 1− (1− p2)(1− p3) = 1− 0.6 · 0.6 = 0.64 .

(b) dále nahrad́ıme paralelńı zapojeńı tř́ı blok̊u s pravděpodobnostmi poruch p1 = 0.2, p2,3 = 0.64 a
p4 = 0.3 jediným blokem s pravděpodobnost́ı poruchy

p1,2,3,4 = p1 · p2,3 · p4 = 0.2 · 0.64 · 0.3 = 0.0384 .

(c) a nakonec nahrad́ıme sériové zapojeńı dvou blok̊u s pravděpodobnostmi poruch p1,2,3,4 = 0.0384
a p5 = 0.1 jediným blokem, který odpov́ıdá celému zař́ızeńı a má pravděpodobnost poruchy

p1,2,3,4,5 = 1− (1− p1,2,3,4)(1− p5) = 1− 0.9616 · 0.9 = 1− 0, 86544 = 0.13456 .

Důležitá poznámka: Pro jev A ⊆ Ω, kde P (A) 6= 0, má funkce

P̃ (·) := P ( · |A)

všechny vlastnosti pravděpodobnosti (pro množinu výsledk̊u Ω a σ-algebruA). Tedy podmı́něná pravděpodobnost
se chová v prvńım argumentu jako obyčejná pravděpodobnost. Pozor, pro druhý argument už podobné
chováńı neplat́ı!

V následuj́ıćıch větách použ́ıváme tento základńı vztah pro jevy A a B:

P (B ∩ A) = P (B|A) · P (A)

pokud je podmı́něná pravděpodobnost P (B|A) definovaná, tj. pokud je P (A) 6= 0.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
Věta o úplné pravděpodobnosti: Nechť A1, . . . , An je úplný disjunktńı systém jev̊u na prostoru všech

výsledk̊u Ω (tedy jejich sjednoceńım je celé Ω a jevy jsou pro dvou disjunktńı).
Nechť P (Ai) 6= 0 pro všechna i. Pak pro každý jev B ⊆ Ω plat́ı

P (B) =

n∑

k=1

P (B ∩ Ak) =

n∑

k=1

P (B|Ak) · P (Ak) .

Bayesova věta: Pro jevy A a B plat́ı

P (A|B) =
P (B|A) · P (A)

P (B)
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pokud P (A) 6= 0 a P (B) 6= 0.
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

A ve spojeńı s větou o úplné pravděpodobnosti máme

P (Ai|B) =
P (B|Ai) · P (Ai)

n∑
k=1

P (B|Ak) · P (Ak)
.

(Všimněte si, že výraz v čitateli je jedńım ze sč́ıtanc̊u ve jmenovateli.)

Př́ıklad 4.3 Na fakultě je 50% studuj́ıćıch na informatice, 30% na matematice a 20% na fyzice. Z těch,
co studuj́ı na informatice je 10% žen, na matematice 30% a na fyzice 20%.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný studuj́ıćı je žena?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraná studentka studuje matematiku?

(c) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný studuj́ıćı je studentka na matematice?

Řešeńı:

Označme si jevy

A1 =“náhodně vybraný studuj́ıćı je informatik”

A2 =“náhodně vybraný studuj́ıćı je matematik”

A3 =“náhodně vybraný studuj́ıćı je fyzik”

B =“náhodně vybraný studuj́ıćı je žena”

Jevy A1, A2, A3 jsou navzájem disjunktńı a jejich sjednoceńım je celý pravděpodobnostńı prostor Ω
(tvořený všemi studuj́ıćımi). Tedy máme úplný systém disjunktńıch jev̊u na Ω. Dále známe

P (A1) = 0.5 P (A2) = 0.3 P (A3) = 0.2

P (B|A1) = 0.1 P (B|A2) = 0.3 P (B|A3) = 0.2

(a) Chceme znát P (B). Podle věty o úplné pravděpodobnosti máme

P (B) =

3∑

j=1

P (B ∩ Aj) =

3∑

j=1

P (B|Aj) · P (Aj) =

= 0.1 · 0.5 + 0.3 · 0.3 + 0.2 · 0.2 = 0.18 .

(b) Chceme znát P (A2|B). Podle Bayesovy věty máme

P (A2|B) =
P (B|A2) · P (A2)

P (B)
=

0.3 · 0.3

0.18
= 0.5 .

(c) Chceme znát P (B ∩A3). Podle definice podmı́něné pravděpodobnosti máme

P (B ∩ A2) = P (B|A2) · P (A2) = 0.3 · 0.3 = 0.09 .

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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Př́ıklad můžeme řešit i bez explicitńıho použit́ı výše uvedených vět a to pomoćı velikosti množin.
Tato velikost bude vyjadřovat ”počty” student̊u v dané množině ovšem s t́ım, že tento počet může být
i desetinné č́ıslo (použ́ıváme tak vlastně geometrický pravděpodobnostńı model). Tato desetinná č́ısla
pochopitelně nesmı́me zaokrouhlovat!

Prostoru Ω přǐrad́ıme nějakou velikost např. vol(Ω) = 100 (obvykle je dobré si volit takovou velikost,
kterou můžeme snadno dělit hodnotami ve jmenovateĺıch zlomk̊u v zadaných pravděpodobnostech).

Teď si postupně můžeme zač́ıt vyplňovat tabulku ńıže:

� počet studuj́ıćıch = vol(Ω) = 100

� počet studuj́ıćıch na informatice = vol(A1) = P (A1) · vol(Ω) = 0.5 · 100 = 50 a podobně pro
matematiku a fyziku

� počet žen na informatice = vol(B ∩ A1) = P (B|A1) · vol(A1) = 0.1 · 50 = 5 a podobně pro
matematiku a fyziku

� počet muž̊u na informatice = vol(Bc ∩A1) = vol(A1)− vol(B ∩A1) = 50− 5 = 45 a podobně pro
matematiku a fyziku

infor. (A1) matem. (A2) fyz. (A3)

muži (Bc) 45 21 16 82

ženy (B) 5 9 4 18

50 30 20 100

Odsud pak ihned máme např. že

počet žen = vol(B) =

3∑

i=1

vol(B ∩ Ai) = 5 + 9 + 4 = 18

a tud́ıž

P (B) =
počet žen

počet studuj́ıćıch
=

vol(B)

vol(Ω)
=

18

100
= 0.18

P (A2|B) =
počet žen na matematice

počet žen
=

vol(B ∩ A2)

vol(B)
=

9

18
= 0.5

a

P (B ∩ A2) =
počet žen na matematice

počet studuj́ıćıch
=

vol(B ∩ A2)

vol(Ω)
=

9

100
= 0.09 .

Následuj́ıćı př́ıklad je podobný, jen údaje jsou zadány jinak a postup se tomu tud́ıž muśı přizp̊usobit.

Př́ıklad 4.4 Na fakultě je 50% studuj́ıćıch na informatice, 30% na matematice a 20% na fyzice. Z těch, co
studuj́ı na informatice je 10% žen a (podobně) na matematice 30% je žen. Mezi studuj́ıćımi je celkově 80%
muž̊u.

(a) Jaké procento z muž̊u studuje na matematice?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný studuj́ıćı je žena na informatice?

(c) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný studuj́ıćı fyziky je muž?
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Řešeńı:

Opět si označme (jako u př́ıkladu 4.3) jevy

A1 =“náhodně vybraný student je informatik”

A2 =“náhodně vybraný student je matematik”

A3 =“náhodně vybraný student je fyzik”

B =“náhodně vybraný student je žena”

Opět máme úplný systém disjunktńıch A1, A2, A3 jev̊u na Ω =”všichni studuj́ıćı”. Tentokrát známe tyto
pravděpodobnosti

P (A1) = 0.5 P (A2) = 0.3 P (A3) = 0.2

P (B|A1) = 0.1 P (B|A2) = 0.3

P (Bc) = 0.8

(a) Chceme znát P (A2|Bc). Podle Bayesovy věty máme

P (A2|B
c) =

P (Bc|A2) · P (A2)

P (Bc)
=

(1− 0.3) · 0.3

0.8
=

21

80
= 0.2625 .

(b) Chceme znát P (B ∩ A1). Podle definice podmı́něné pravděpodobnosti máme

P (B ∩ A1) = P (B|A1) · P (A1) = 0.1 · 0.5 = 0.05 .

(c) Chceme znát P (Bc|A3). Protože neznáme P (A3|Bc), využijeme vztah

P (Bc|A3) =
P (Bc ∩ A3)

P (A3)
.

Z věty o úplné pravděpodobnosti máme

P (Bc ∩ A3) = P (Bc)−
2∑

j=1

P (Bc ∩ Aj) = P (Bc)−
2∑

j=1

P (Bc|Aj) · P (Aj) =

= 0.8−
(
(1− 0.1) · 0.5 + (1 − 0.3) · 0.3

)
= 0.8− 0.66 = 0.14

takže

P (Bc|A3) =
P (Bc ∩ A3)

P (A3)
=

0.14

0.2
= 0.7 .

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
Př́ıklad opět můžeme řešit i bez explicitńıho použit́ı výše uvedených vět (viz př́ıklad 3.5). Prostoru

Ω přǐrad́ıme opět velikost např. vol(Ω) = 100.
Teď postupně můžeme zač́ıt vyplňovat tabulku ńıže:

� počet studuj́ıćıch = vol(Ω) = 100

� počet studuj́ıćıch na informatice = vol(A1) = P (A1) · vol(Ω) = 0.5 · 100 = 50 a podobně pro
matematiku

� počet žen na informatice = vol(B ∩ A1) = P (B|A1) · vol(A1) = 0.1 · 50 = 5 a podobně pro
matematiku

� počet muž̊u na informatice = vol(Bc ∩A1) = vol(A1)− vol(B ∩A1) = 50− 5 = 45 a podobně pro
matematiku
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� počet muž̊u = vol(Bc) = P (Bc) · vol(Ω) = 0.8 · 100 = 80 a podobně pro ženy

� počet muž̊u na fyzice = vol(Bc ∩A3) = vol(Bc)− vol(Bc ∩A1)− vol(Bc ∩A2) = 80− 45− 21 = 14
a podobně pro ženy na fyzice

infor. (A1) matem. (A2) fyz. (A3)

muži (Bc) 45 21 14 80

ženy (B) 0.1 · 50 = 5 0.3 · 30 = 9 6 20

50 30 20 100

Odsud pak ihned máme že

P (A2|B
c) =

počet muž̊u na matematice

počet muž̊u
=

vol(Bc ∩ A2)

vol(Bc)
=

21

80
= 0.2625

P (B ∩ A1) =
počet žen na informatice

počet studuj́ıćıch
=

vol(B ∩ A1)

vol(Ω)
=

5

100
= 0.05

a

P (Bc|A3) =
počet muž̊u na fyzice

počet studuj́ıćıch na fyzice
=

vol(Bc ∩ A3)

vol(A3)
=

14

14 + 6
= 0.7 .

Př́ıklad 4.5 Požit́ı alkoholu bylo prokázáno u 1% všech řidič̊u a u 10% řidič̊u, kteř́ı zp̊usobili dopravńı
nehodu. Kolikrát se požit́ım alkoholu zvyšuje riziko nehody?

Řešeńı:

Označme si jevy

A = “požil alkohol”,

H = “zp̊usobil nehodu”.

Pak máme P (A) = 0.01 a P (A|H) = 0.1. Hledáme hodnotu P (H|A)
P (H|Ac) . Tud́ıž podle Bayesovy věty

máme

P (H |A)

P (H |Ac)
=

P (A|H) · P (H)

P (A)
·

P (Ac)

P (Ac|H) · P (H)
=

=
P (A|H) · (1− P (A))

P (A) · (1 − P (A|H))
=

0.1 · 0.99

0.01 · 0.9
= 11 .

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - –
Také na to můžeme j́ıt následuj́ıćım zp̊usobem:

0.1 = P (A|H) =
P (H |A) · P (A)

P (H |A) · P (A) + P (H |Ac) · P (Ac)
=

P (H |A) · 0.01

P (H |A) · 0.01 + P (H |Ac) · 0.99

a odsud je
P (H |A) · 0.001 + P (H |Ac) · 0.099 = P (H |A) · 0.01

P (H |Ac) · 0.099 = P (H |A) · 0.009 .

opět s výsledkem
P (H |A)

P (H |Ac)
=

0.099

0.009
= 11 .
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Co je náhodná veličina:

Náhodná veličina je funkce, která náhodnému výsledku (tj. elementárńımu jevu) přǐrad́ı konkrétńı
hodnotu. Např. vybranému člověku přǐrad́ı jeho tělesnou výšku. Jak je vidět, náhodná veličina v̊ubec
neńı náhodná, co do hodnoty, kterou přǐrazuje (ta je určena naprosto jasně). Náhodnost výstupu veličiny je
dána náhodnost́ı jej́ıho vstupu!

Abychom mohli s náhodnou veličinou X v̊ubec pracovat, potřebujeme umět určovat pravděpodobnosti
toho, že hodnoty X budou např. v intervalu 〈1.5, 7.2) ⊆ R, což znamená, že množině X−1〈1.5, 7.2) = {ω ∈
Ω | 1.5 ≤ X(ω) < 7.2} muśıme umět přǐradit jej́ı pravděpodobnost. To p̊ujde jen tehdy, jestliže to bude
množina měřitelná v daném systému jev̊u. Proto následuj́ıćı definice:

Definice náhodné veličiny: Náhodná veličina X v pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P ) je takové
zobrazeńı

X : Ω → R

že vzor každého intervalu I v R je “př́ıpustná” množina (neboli jev), tj. X−1(I) ∈ A. Tuto vlastnost stač́ı
ověřit jen pro určité typy interval̊u v R:

X je náhodná veličina ⇔ (∀t ∈ R) X−1
(
(−∞, t〉

)
∈ A

Co umožňuje náhodná veličina:

Náhodná veličina X : Ω → R umožňuje jednu podstatnou věc - zapomenout na p̊uvodńı prostor Ω
všech výsledk̊u (i s celou jeho strukturou jev̊u a jejich pravděpodobnostmi) a přitom stále umět vyč́ıslovat
pravděpodobnosti pro X , které potřebujeme znát.

Veličina X totiž umı́ přenést a vytvořit rozděleńı pravděpodobnosti tam, kde má své hodnoty - konkrétně
vytvoř́ı nový pravděpodobnostńı prostor na reálné př́ımce R. A to tak, že každý interval I ⊆ R bude mı́t

prostě pravděpodobnost PX(I) := P
(
X−1(I)

)
.

Pravděpodobnosti PX se ř́ıká rozděleńı pravděpodobnosti veličiny X (na R). Toto rozděleńı můžeme
úplně popsat pokud opět známe pravděpodobnosti jen některých speciálńıch interval̊u: opět jsou to intervaly
(−∞, t〉 pro t ∈ R. Jejich pravděpodobnosti pak přirozeně definuj́ı tzv. distribučńı funkci FX : R → 〈0, 1〉
jako

FX(t) := P (X ≤ t)
(
= P

(
X−1(−∞, t〉

))

Důležité vlastnosti distribučńı funkce: Pro distribučńı funkci FX veličiny X plat́ı, že

� má hodnoty v intervalu 〈0, 1〉,

� je neklesaj́ıćı,

� je zprava spojitá,

� lim
t→−∞

FX(t) = 0 a lim
t→+∞

FX(t) = 1.

(Tyto vlastnosti dokonce už distribučńı funkce úplně charakterizuj́ı v tom smyslu, že každá funkce
splňuj́ıćı výše uvedené vlastnosti je distribučńı funkćı nějaké náhodné veličiny.)

Náhodná veličina a jej́ı distribučńı funkce jsou jedny z nejd̊uležitěǰśıch pojm̊u v celém kurzu! Proto se je
snažte pochopit.

Př́ıklad 4.6 Uvažujme hod minćı s následuj́ıćımi výsledky

� ω1 = “padl rub” (s pravděpodobnost́ı 0.49)

� ω2 = “padl ĺıc” (s pravděpodobnost́ı 0.49)

� ω3 = “nastala výjimečná situace” (hrana, zakutáleńı mince apod.)(s pravděpodobnost́ı 0.02).
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Sestrojte dvě r̊uzné náhodné veličiny a nakreslete jejich distribučńı funkce.

Řešeńı:

Množina všech možných výsledk̊u je tedy Ω = {ω1, ω2, ω3}. Každá náhodná veličina na tomto prostoru
Ω má maximálně tři r̊uzné hodnoty, takže určitě bude diskrétńı

(tj. má nejvýše spočetně mnoho hodnot A = {x1, x2, . . . } ⊆ R takových, že
∑
u∈A

P (X = u) = 1.)

Pro distribučńı funkci diskrétńı veličiny X pak plat́ı

FX(t) = P (X ≤ t) =
∑

u≤t

P (X = u) .

Veličina (označená X) může být např.

� X :
ω1 7→ 1
ω2 7→ −1
ω3 7→ 0

Distribučńı funkce je skokovitá se skoky v bodech −1, 0 a 1 o velikostech 0.49, 0.02 a 0.49, tj.

FX(t) =
∑

u≤t

P (X = u) =






0 pro t ∈ (−∞,−1)
P (X = −1) = 0.49 pro t ∈ 〈−1, 0)
P (X = −1) + P (X = 0) = 0.51 pro t ∈ 〈0, 1)
P (X = −1) + P (X = 0) + P (X = 1) = 1 pro t ∈ 〈1,∞)

0 1 2−1

1

t

FX(t)

0

0.49

0.51

Obor hodnot X je A = {−1, 0, 1}.

Daľśı veličinu (Y ) si můžeme zvolit třeba takto

� Y :
ω1 7→ 1
ω2 7→ 1
ω3 7→ 3

Distribučńı funkce je skokovitá se skoky v bodech 1 a 3 o velikostech 0.98 a 0.02 (protože obraz
roven 1 maj́ı dva elementárńı jevy ω1 a ω2, jejichž souhrnná pravděpodobnost je 0.49+0.49 = 0.98),
tj.

FY (t) =
∑

u≤t

P (Y = u) =

{
0 pro t ∈ (∞, 1)

P (Y = 1) = P ({ω1, ω2}) = 0.98 pro t ∈ 〈1, 3)
P (Y = 1) + P (Y = 3) = 1 pro t ∈ 〈3,∞) .
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0 1 2 3

1

t

FY (t)

0

0.98

Obor hodnot Y je A = {1, 3}.
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