4. cviceni z PRA

11. Unora - 15. bfezna 2024

. . . ,q def, . . ..
Piipomenuti: Jevy Ay, ..., A, jsou nezavislé <= pro kazdou indexovou mnozinu K C {1,

P( N Ai) - [[ P -
i€k i€k
Netrividlni podminky vzniknou pro |K| > 2. Mdme tak 2" —n — 1 podminek.

Specidlné: jevy A, B a C jsou nezavislé pravé kdyz:

P(ANB)=P(A)-P(B), P(ANC)=P(A)-P(C), P(BNC)=P(B)-P(C)

P(AnBNC)=P(A)-P(B)-P(C)
pricemz zadna z téchto 4 podminek NENI disledkem zbylych ttech.
Priiklad 4.1 Hdzime dvéma kostkami. UvaZujme jevy

A ="na 1.kostce padne sudy pocet puntiki”,
B ="na 2.kostce padne lichy pocet puntiki”,

C ="na obou kostkdch padne stejny pocet puntiki”.

Jsou jevy A, B, C nazdvislé? Jsou po dvou nezdvislé?

..,n}je

Reseni:
Prostor vsech moznych vysledki jsou uspofddané dvojice hodnot na jednotlivych kostkach

Q=A{1,...,6} x{1,...,6}
a kazdy vysledek bude stejné pravdépodobny. Pak mame

A=1{2,4,6} x {1,...,6}

B={1,...,6} x {1,3,5}

C={(1,1),...,(6,6)}
a tedy P(A) = 4l =36 _ 1

= 36 = 3 a podobné P(B) = 5 a P(C) = §. Dile je

ANB={2,4,6} x {1,3,5}

ANC=1{(2,2),(4,4),(6,6)}
BNnC = {(17 1)7 (37 3)7 (57 5)}

ANBNC =0
takze

_JAnB| 3.3 1 1 1
PANB) = =a= =S5 = =55 = PA) - P(B)




a podobné
3 1 11
PANO =5=5"36
3 1 11
P B == — = — = — « — = P B . P .
(BNC)=gp=15=5 5= FB) PO
Tudiz jevy A, B, C jsou po dvou nezavislé. Protoze ale déle plati, ze

= P(A) - P(C)

P(ANBNC)=0#1.1.1=p(A). P(B)- P(C).

jevy A, B, C nejsou (celkoveé) nezavislé.

Poznamka: Neplette si disjunktn{ jevy s nezdvislymi:
e A a B jsou disjunktni & AN B = 0.
e A a B jsou nezavislé & P(ANB) = P(A)- P(B).

Piiklad 4.2 (operace s nezdvislymi jevy) Zarizeni na obrdzku je tvoreno zapojenim bloku, které pracuji
nezdvisle na sobé a pravdépodobnosti vyskytu poruch jsou zaddny. Vypoctéte pravdépodobnost poruchy funkce
celého zarizend.

:

|
I

T

:

Pravdépodobnosti vycislete pro p1 = 0.2, po = p3 =04, py = 0.3 a p5 =0.1.

Reseni:

Ulohu si zjednodusime tim, ze budeme postupné nahrazovat vice bloku jednim blokem, ktery bude
mit stejnou pravdépodobnost poruchy.

e Pro paralelni zapojeni

a jevy A; =“i-ty blok (seshora) md poruchu” je pravdépodobnost poruchy tohoto zapojeni rovna
P(“porucha paralelniho zapojeni”) = P(A1N---NA,) = P(A1)---P(An) =q1 - qn -

e Pro sériové zapojeni
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I = I SRy B

a jevy B; =“i-ty blok (zleva) md poruchu” je pravdépodobnost poruchy tohoto zapojeni rovna

P(“porucha sériového zapojeni”) = P(ByU---UB,) =1— P((Bl U---u Bn)c) =
=1-PBiNn---NBS)=1-P(Bf)---PB)=1-1-—q1) -1 —qn) -
Pro vyfeseni ptivodniho zadan{ ted

(a) nejdiive nahradime sériové zapojeni dvou bloku s pravdépodobnostmi poruch p; = 0.4 a ps = 0.4
jedinym blokem s pravdépodobnosti poruchy

p273:1—(1—p2)(1—p3) =1-0.6-0.6=0.64.

(b) déle nahradime paralelni zapojeni t¥{ bloku s pravdépodobnostmi poruch p; = 0.2, p2 3 = 0.64 a
ps = 0.3 jedinym blokem s pravdépodobnosti poruchy

P1,2,3,4 = P1°-P2,3 P4 = 0.2-0.64-0.3=0.0384 .

(c) a nakonec nahradime sériové zapojeni dvou bloku s pravdépodobnostmi poruch p; 234 = 0.0384
a ps = 0.1 jedingm blokem, ktery odpovida celému zaiizeni a ma pravdépodobnost poruchy

p172737475 =1- (1 —p1727374)(1 — p5) =1- 09616 . 09 =1- O, 86544 = 013456 .

Dulezita poznamka: Pro jev A C Q, kde P(A) # 0, m4 funkce

P(-):= P(- |4)

vsechny vlastnosti pravdépodobnosti (pro mnozinu vysledkua 2 a o-algebru A). Tedy podminénd pravdépodobnost

se chova v prvnim argumentu jako obycejna pravdépodobnost. Pozor, pro druhy argument uz podobné
chovani neplati!

V nasledujicich vétach pouzivame tento zakladni vztah pro jevy A a B:
P(BNA)=P(B|A)-P(A)
pokud je podminénd pravdépodobnost P(B|A) definovans, tj. pokud je P(A) # 0.
Véta o tiplné pravdépodobnosti: Necht A;,..., A, je tplny disjunktni systém jevi na prostoru viech

vysledka Q (tedy jejich sjednocenim je celé Q a jevy jsou pro dvou disjunktni).
Necht P(A;) # 0 pro vSechna i. Pak pro kazdy jev B C ) plat{

P(B) =3 P(BN A =3 P(BIAY - P(AL)
k=1 k=1

n

Bayesova véta: Pro jevy A a B plati

P(A|B) =



A ve spojeni s vétou o tplné pravdépodobnosti méame

P(B|A;) - P(Ai)
5> P(B|Ay) - P(Ay)
k=1

P(A{B) =

(Vsimnéte si, ze vyraz v Citateli je jednim ze séitanci ve jmenovateli.)

Piiklad 4.3 Na fakulté je 50% studugicich na informatice, 30% na matematice a 20% na fyzice. Z téch,
co studugi na informatice je 10% Zen, na matematice 30% a na fyzice 20%.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany studujici je Zena?
(b) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrand studentka studuje matematiku?

(¢) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany studujici je studentka na matematice?

Reseni:
Oznacme si jevy

Ay = “ndhodné vybrany studujici je informatik”
Ao = “ndhodné vybrany studujici je matematik”
As = “ndhodné vybrany studugici je fyzik”
B = “ndhodné vybrany studujici je Zena”

Jevy Aj, As, Az jsou navzijem disjunktni a jejich sjednocenim je cely pravdépodobnostni prostor €2
(tvofeny vemi studujicimi). Tedy méme tplny systém disjunktnich jevii na . Déle zndme
P(A;) =05 P(A43)=0.3 P(A3) =0.2
P(B|A;) =0.1 P(B|A3)=0.3 P(B|A43) =02

(a) Chceme znat P(B). Podle véty o tiplné pravdépodobnosti mame

P(B):XB:P(BHAJ»):i:P(B|Aj)-P(Aj):

j=1 j=1
=01-054+03-034+0.2-0.2=0.18.
(b) Chceme zndt P(Az|B). Podle Bayesovy véty mame

P(B]As)-P(A;)  03-0.3

P(A,|B) = 5] - =05,

(c) Chceme znét P(B N Aj3). Podle definice podminéné pravdépodobnosti mame
P(B N Ag) = P(B|A2) . P(Ag) =0.3-0.3=0.09.
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Piiklad muzeme Fesit i bez explicitnitho pouziti vyse uvedenych vét a to pomoci velikosti mnozin.
Tato velikost bude vyjadiovat ”pocty” studentt v dané mnoziné ovSem s tim, Ze tento pocet muze byt
i desetinné &fslo (pouzivdme tak vlastné geometricky pravdépodobnostni model). Tato desetinng ¢isla
pochopitelné nesmime zaokrouhlovat!

Prostoru 2 pfifadime néjakou velikost nap¥. vol(2) = 100 (obvykle je dobré si volit takovou velikost,
kterou muzeme snadno délit hodnotami ve jmenovatelich zlomku v zadanych pravdépodobnostech).

Ted si postupné muzeme zaéit vypliiovat tabulku nize:

e pocet studujicich = vol(2) = 100

e pocet studugjicich na informatice = vol(A1) = P(A1) - vol(2) = 0.5 -100 = 50 a podobné pro
matematiku a fyziku

e pocet Zen na informatice = vol(B N A;) = P(B|A1) - vol(A1) = 0.1-50 = 5 a podobné pro
matematiku a fyziku

e pocet muzi na informatice = vol(B° N Ay) = vol(A1) —vol(BN Ay) = 50 — 5 = 45 a podobné pro
matematiku a fyziku

infor. (A1) | matem. (Ag) | fyz. (A4s)
muzi (B°) 45 21 16 82
zeny (B) 5 9 4 18
I 30 |20 | 100

Odsud pak ihned méme napfi. ze

pocet Zen = vol(B) = Zvol(B NA;,)=5+9+4=18

i=1
a tudiz ot 5 1(B) 18
pocet Zen V0
P(B) = = = —=0.18
(B) pocet studujicich — vol(2) 100
P(4s|B) = pocet Zen 7Vza Tilatematice _ vol(B N Az) _ 9 _ 0.5
pocet Zen vol(B) 18
a
pocet Zen na matematice  vol(B N Ag) 9
P(BNAy) = = =—=20.09.
( 2) pocet studujicich vol () 100

Nasledujici piiklad je podobny, jen idaje jsou zadany jinak a postup se tomu tudiz musi pfizpusobit.

Priklad 4.4 Na fakulté je 50% studugjicich na informatice, 30% na matematice a 20% na fyzice. Z téch, co
studugi na informatice je 10% Zen a (podobné) na matematice 30% je Zen. Mezi studujicimi je celkoveé 80%
muzi.

a) Jaké procento z muzu studuje na matematice?
Jaké t 2u studug t tice?
(b) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany studugici je Zena na informatice?

(¢) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany studugict fyziky je muz?
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Reseni:
Opét si oznaéme (jako u piikladu 4.3) jevy

Opét mame tplny systém disjunktnich A, Ay, Ag jevu na Q ="vsichni studugjici”.

Ay = “ndhodné vybrany student je informatik”
Ao = “ndhodné vybrany student je matematik”
As = “ndhodné vybrany student je fyzik”
B = “ndhodné vybrany student je Zena”

79

Tentokrat zname tyto

pravdépodobnosti

P(A)) =05  P(Ay) =03 P(A3) =
P(B|A;) = 0.1 P(B|As) =03
P(B°) =0.8

(a) Chceme znat P(A3|B¢). Podle Bayesovy véty méme

(b

P(B°|A) - P(A;)  (1-0.3)-03 21
P(A4|B°) = = =2 =0.2625 .
(A2] B) P(B°) 0.8 80

) Cheeme zndt P(B N A;). Podle definice podminéné pravdépodobnosti méme

P(BﬂAl) = P(B|A1) . P(Al) =0.1-0.5=0.05.

(c) Cheeme znét P(B¢|As). Protoze nezndme P(A3|B¢), vyuzijeme vztah

P(Bc n Ag)
P(B¢|A3) = ——————=
( | 3) P(Ag)
7 véty o uplné pravdépodobnosti méame
2 2
P(B°N A3) = P(B°) = Y  P(B°N A)) )= > _P(B°|A;)- P(4;) =
j=1 j=1

takze

= 0.8 ((1 —0.1)-0.5+ (1—0.3) - 0.3) ~ 0.8 0.66 = 0.14

_ P(B°NA;) 014
P(A3) 02

Piiklad opét muzeme fesit i bez explicitnfho pouziti vyse uvedenych vét (viz piiklad 3.5). Prostoru
Q priradime opét velikost napi. vol(£2) = 100.
Ted postupné muzeme zacit vypliovat tabulku nize:

pocet studujicich = vol(2) = 100

pocet studugicich na informatice = vol(A1) = P(A1) - vol(Q) = 0.5 100 = 50 a podobné pro
matematiku

pocet Zen na informatice = vol(B N A1) = P(BJA1) - vol(A1) = 0.1-50 = 5 a podobné pro
matematiku

pocet muzi na informatice = vol(B° N A1) = vol(A1) —vol(BN A;) =50 — 5 = 45 a podobné pro
matematiku
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e pocet muzi = vol(B°¢) = P(B°) - vol(2) = 0.8 - 100 = 80 a podobné pro zeny

e pocet muzi na fyzice = vol (BN Az) = vol(B°) —vol(B°N A1) —vol(B°NAz) =80—-45—-21=14
a podobné pro Zeny na fyzice

infor. (A1) | matem. (As) | fyz. (As)
muzi (B°) 45 21 14 80
zeny (B) | 0.1-50=5] 03-30=9 6 20
I 30 | 20 [ 100

Odsud pak ihned méame ze

_ pocet muzi na matematice  vol(B° N Az) 21

P(A3|B°) = = = — =0.2625
(A2] B) pocet muzi vol(B€) 80
P(BOA) = pocet z:en na inf?rfnatice _ vol(B N Ay) _ 5 _ 0.05
pocet studujicich vol () 100
a
P(BY|As) — Eoocvet mu{ﬁ/na fyzice‘ _ vol(B°N As) _ 14 0.7
pocet studujicich na fyzice vol(As) 14+6

Piiklad 4.5 Poziti alkoholu bylo prokdzdno u 1% wvsech vidici a u 10% 7vidici, kterd zpisobili dopravni
nehodu. Kolikrat se poZitim alkoholu zvysuje riziko nehody?

Resen:
Oznacme si jevy
A = “pozil alkohol”,
H = “zpisobil nehodu”.
Pak mame P (4) = 0.01 a P(A|H) = 0.1. Hleddme hodnotu PULA).  Tudfz podle Bayesovy véty

P(H[A?)
mame
P(H|A) _ P(A[H)- P(H) P(A%) _
P(H|A®) P(A) P(A°|H) - P(H)
_ P(A|H)-(1-P(A)) 0.1-0.99 1
- P(A)-(1-P(AlH)) 0.01-09
Také na to muzeme jit nasledujicim zpusobem:
P(H|A)-P(A) P(H|A)-0.01

01 =PAIH) = 5y P (4) + P(HAY) P (A7) _ P(HA)-0.01 1 P (A 099

a odsud je
P(H|A)-0.001 + P (H|A®)-0.099= P (H|A)-0.01
P (H|A)-0.099= P (H|A)-0.009 .
opét s vysledkem
P(H|A) 0.099

= =11.
P (H|A¢) — 0.009

Page 7



Co je nahodna velicina:

Nghodnd veli¢ina je funkce, kterd ndhodnému vysledku (tj. elementdrnimu jevu) piifadi konkrétni
hodnotu. Napf. vybranému clovéku pfifadi jeho télesnou vysku. Jak je vidét, nahodnd velicina vibec
nenf ndhodnd, co do hodnoty, kterou prifazuje (ta je ur¢ena naprosto jasné). Nahodnost vystupu veli¢iny je
déna nahodnosti jejiho vstupu!

Abychom mohli s ndhodnou veli¢inou X vubec pracovat, potfebujeme umét urcovat pravdépodobnosti
toho, Ze hodnoty X budou napf. v intervalu (1.5, 7.2) C R, coZ znamend, Ze mnoziné X ~1(1.5, 7.2) = {w €
Q|15 < X(w) < 7.2} musime umét priradit jeji pravdépodobnost. To pujde jen tehdy, jestlize to bude
mnozina métitelnd v daném systému jevi. Proto nédsledujici definice:

Definice ndhodné veli¢iny: Ndhodnd velicina X v pravdépodobnostnim prostoru ({2, .4, P) je takové
zobrazeni
X: Q=R

7ze vzor kazdého intervalu I v R je “pi{pustnd” mnozina (neboli jev), tj. X 1(I) € A. Tuto vlastnost staéci
OVéTit jen pro uréité typy intervala v R:

X je nahodnd velicina & (vt €R) X~ ((—oo,t)) eA

Co umozinuje ndhodna veli¢ina:

Néhodnd velicina X : © — R umoznuje jednu podstatnou véc - zapomenout na puvodni prostor €2
vsech vysledku (i s celou jeho strukturou jevu a jejich pravdépodobnostmi) a pfitom stdle umét vycislovat
pravdépodobnosti pro X, které potiebujeme znat.

Velicina X totiz umi pfenést a vytvorit rozdéleni pravdépodobnosti tam, kde méa své hodnoty - konkrétné
vytvoii novy pravdépodobnostni prostor na redlné piimce R. A to tak, ze kazdy interval I C R bude mit
prosté pravdépodobnost Px (I) := P(Xfl(l)).

Pravdépodobnosti Px se rika rozdéleni pravdépodobnosti veliciny X (na R). Toto rozdéleni muzeme
uplné popsat pokud opét zname pravdépodobnosti jen nékterych specidlnich intervali: opét jsou to intervaly
(—o0,t) pro t € R. Jejich pravdépodobnosti pak prirozené definuji tzv. distribuéni funkci Fx : R — (0,1)
jako

Fx(t) := P(X <t ( = P(X_l(—oo,t>))

Diilezité vlastnosti distribuéni funkce: Pro distribu¢ni funkci Fx veliciny X plati, ze
e m4 hodnoty v intervalu (0, 1),

o je neklesajici,

e je zprava spojité,

. tlim Fx(t)=0a lim Fx(t)=1.
— —oc0

t— +oo

(Tyto vlastnosti dokonce uz distribuéni funkce tplné charakterizuji v tom smyslu, ze kazdd funkce
spliujici vyse uvedené vlastnosti je distribuéni funkei néjaké ndhodné veliciny.)

Ndhodna velicina a jeji distribucni funkce jsou jedny z nejdulezitéjsich pojmu v celém kurzu! Proto se je
snazte pochopit.

Priklad 4.6 Uvazujme hod minci s ndsledujicimsi vysledky

o w1 = “padl rub” (s pravdépodobnosti 0.49)

o wo = “padl lic” (s pravdépodobnosti 0.49)

e w3 = “nastala vyjimecnd situace” (hrana, zakutdlen? mince apod.)(s pravdépodobnosti 0.02).
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Sestrojte dvé ruzné nahodné velic¢iny a nakreslete jejich distribucni funkce.

Reseni:
Mnozina vech moznych vysledku je tedy Q = {w1,ws,ws}. Kazdd ndhodné veli¢ina na tomto prostoru
Q) ma maximalné tii ruzné hodnoty, takze urc¢ité bude diskrétni

(tj. mé nejvyse spocetné mnoho hodnot A = {x1,z2,...} C R takovych, ze >, P(X =u)=1.)
u€A
Pro distribuéni funkci diskrétni veliciny X pak plati

Fx()=P(X <t)=>» P(X=u).
u<t
Veli¢ina (oznaend X ) muze byt napf.

w1 1
e X: wy — -1
w3 0

Distribuéni funkce je skokovitd se skoky v bodech —1, 0 a 1 o velikostech 0.49, 0.02 a 0.49, tj.

0 pro t € (—oo,—1)
_ N P(X=-1)= 049 pro te(—1,0)
FX(t)_ZP(X_“)— P(X=-1)+P(X=0) = 0.51 ﬁro te (0,1
u<t PX=-1)4PX=0+PX=1)= 1 pro t € (l,00)

Obor hodnot X je A ={-1,0,1}.

Dalsi velicinu (V') si muzeme zvolit tfeba takto

w = 1
oY : wy — 1
w3 — 3

Distribuéni funkce je skokovitd se skoky v bodech 1 a 3 o velikostech 0.98 a 0.02 (protoze obraz
roven 1 maji dva elementarni jevy wq a wa, jejichz souhrnnd pravdépodobnost je 0.49+0.49 = 0.98),

tj.
0 pro t € (oo,1)
Fy(t)=> P(Y =u)={ P(Y=1)=P{wr,ws})= 098 pro t€(1,3)
u<t PY=1)4+P(Y =3) = 1 pro te€ (3,00) .
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Obor hodnot Y je A = {1, 3}.
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