5. cviceni z PRA

18. - 22. biezen 2024

Piipomenuti: Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je takové nezapornd integrabilni funkce
fX R =R, ze

Fx(t) = /fx(’u,) du

pro kazdé t € R.
Odsud snadno mame, ze pokud I C R je interval (nebo i néjakd mnozina poskladand z intervala), pak

P(XEI):/fX(u) du
1

tedy pravdépodobnost, ze hodnoty veliciny X padnou do I, zjistime prosté zintegrovanim hustoty pres
I (podobné zjistujeme napt. hmotnost néjaké kiivky, kdyZ zintegrujeme hustotu (hmotnosti) pres danou
kiivku).

Poznamenejme jesté dulezitou véc a sice, ze hustota fx NENI zdaleka uréena jednoznacné jako funkce
(napf. jeji zménou v kone¢né mnoha bodech se nezméni pifslusné integraly, takzZe i zménénd funkce bude také
hustotou). Pokud veli¢ina X hustotu mé, pak plati, Ze derivace funkce Fx, tj. (Fix) je hustotou veli¢iny X
(tato derivace sice nemusi v§ude existovat, ale to nen{ na piekazku - tam, kde neexistuje, si prosté zvolime
libovolné nezdporné hodnoty).

Piiklad 5.1 Urcete konstantu ¢ € R tak, aby funkce

c-ze”2® z€(0,1
fla) = < 01
0 , Jinak.

byla hustotou néjaké ndhodné veliciny.

Reseni:
Mame charakteriza¢ni vétu:

Nezapornd integrabilni funkce f : R — R je hustotou pravdépodobnosti néjaké ndhodné veliciny
X prave kdyz [ f(z) de = 1.
R

Pouzitim integrace per partes dostaneme

o 0 1 [o¢)
1= /f(ac) dx = /Odw—i—/c-xe_% d:C—i—/de:
—0o0 —0o0 0 1
1
- 8721 1 N / 672x d - c L, N 8721 1 - 1— 3672
=C|T 5 . C B) Tr = 26 C ) O—C 1 s
0

a tudiz ¢ = ﬁ. Protoze ¢ > 0, je splnéna i nezdpornost funkce f.

Priklad 5.2 Mejme funkci



(a) Owvérte, Ze f je hustota pravdépodobnosti néjaké ndhodné veliciny X .
(b) Sestrojte distribucni funkci veliciny X prislusnou této hustoté.

(¢) Spoctéte pravdépodobnost P(—1 < X < 1).

(d) Spoctéte stiedni hodnotu E(X) a rozptyl var(X).

Reseni:

(a) Funkce f je nezdporna a plati, ze

0o 0 0o
/ f(z) de = / 0 dr + /36739” dr = [8*31];0 =1,
—00 —00 0

tudiz vlastnost fR f(x) de =1 je spluéna. Graf hustoty f viz nize.

(b) Piislusnd distribuéni funkce Fx pro veli¢inu X je

¢ 0 ¢
prot € (0,00): Fx(t)= [ f(z)dz= [ Odx+ [3e3 dx = [6*39“]; =1—¢3,
—oo 0

prot € (—o00,0): Fx(t)= [ 0dt=0.
Graf distribuéni funkce F'x viz nize.
(c) Hledans pravdépodobnost je
1 1
P(-1<X<1)= / f(z)dx = / 3¢ 3dr =1 —e 2,
-1

0

Geometrickd interpretace této hodnoty je plocha pod grafem hustoty v intervalu (—1,1):

ft)

Lze vyuzit také distribuéni funkce:

P-1<X<1)=P(X<1)— P(X<-1) ol
S—— N——
Fx (1) limita zleva Fx (t)
v bodé —1

Fx(1)=Fx(~=1)=1-e31'—0=1-¢73.
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Geometrickd interpretace v tomto pripadé je rozdil funkénich hodnot distribuéni funkce:

(d) Pouzitim integrace per partes dostaneme

E(X) __ZO rf(x) do = 0/31:6—3% ,
E(X?) —4 22 f(x) do = 0/3x2e_3wd:v =

Stredni hodnota je tudiz E(X) = 1/3 a rozptyl

var(X) = E((X - E(X))2) = B(X?) - (B(X))* = % - % - %

Poznamenejme jesté, ze velicina X ma tzv. exponencidlni rozdéleni, tj.

0 , <0
Fx(t) = :
x () {1—e$ >0

kde 7 > 0 je parametr, jehoz vyznam je, ze E(X) = 7. Déle jesté plati, ze var(X) = 72.

pod grafem hustoty (Seda plocha):
f(t)
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Jesté jedna geometrickd interpretace hodnoty E(X) - je to rozdil velikosti plochy nad grafem distr.

funkce F'x v intervalu (0,400) a velikosti plochy pod grafem distr. funkce Fx v intervalu (—oo,0).
Konkrétné:

0 oo
E(X)=— / Fx(t) dt+/(1—FX(t)) dt
0

— 00

Tento vztah plati dokonce pro jakoukoliv ndhodnou veli¢inu X (diskrétni, spojitou i smigenou).

V tomto piipadeé je velikost plochy pod grafem Fx na intervalu (—oo,0) nulovd, takze v obrézku
nejde zvyraznit jako plocha se zdpornym znaménkem.

Ptripomenme si definici nezavislosti velic¢in: Veliciny X;,...,X,, jsou nezdvislé < pro libovolné
intervaly I,...,I, C R plati, ze

n

P(X\€h,..., X, €1,)=[[P(Xi € L)
i=1

konkrétneé se lze (ekvivalentné) omezit jen na urcité intervaly a pak mame:

Veliciny X, ..., X, jsou nezdvislé < pro libovolné aq,...,a, € R plati, ze

)

Pro rozptyl jejich sou¢tu pak plati:

Necht X1,..., X, jsou nezdvislé veli¢iny, pak
var <Z Xl-> = Zvar(Xl)
i=1 =1

Priiklad 5.3 Pravdépodobnost, Ze atlet v oddile skoci do dalky pres 5 m, je 0.7. V oddile je 6 atletu.

(a) Urcete rozdéleni ndhodné veliciny

¥ — 1, atlet skocil pres 5m
B 0, atlet neskocil pres 5m,

jeji stiedni hodnotu E(X) a rozptyl var(X).
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(b) Uréete rozdéleni ndhodné velidiny
Y = “pocet atleti v oddile, kteri skocili pres 5m ”
jeji stredni hodnotu E(Y') a rozptyl var(Y).

(c) Jakd je pravdépodobnost, Ze pres 5m skoci v oddile alespori 4 atleti?

Reseni:

(a) Velicina X ma alternativoni rozdéleni, tj. X ~ Alt(p), kde p = P(X = 1) = 0.7 je pravdépodobnost
uspésného pokusu a P(X =0)=1—p=10.3.

A dédle mame
E(X)=> i P(X=i)=0-(1-p)+1-p=p=07
i€R

E(X*) =) - P(X=i)=0"-(1-p)+1>-p=p=0T7
i€R

var(X) = E(X?) — (E(X))2 =p—-p*=p(1—-p)=0.7-03=0.21.
(b) Veli¢ina Y piedstavuje pocet tspéchu pii n = 6 nezédvislych pokusech, s pravdépodobnosti tispéchu

p = 0.7, takze Y mé binomické rozdélend Binom(n, p). Hodnoty veliciny Y jsou k = 0,1,...,n a
jejich pravdépodobnosti jsou

P(Y =k) = (Z)pk(l —p)nk = <Z> 0.7% . 0.35F .

n
Pro dalsi vypocty se hodi vsimnout si, ze Y = 3 X, kde
i=1

X, — 1, -ty atlet skocil pfes 5m
‘o, i-ty atlet neskocil pies 5m,

jsou navzdjem nezdvislé ndhodné veli¢iny a X; ~ Alt(p).

Pro stfedni hodnotu veliciny Y pak méme
E(Y)=FE X | = EX;))=n-p=6-0.7=4.2
P
a z nezavislosti X; pak pro rozptyl mame

var(Y) = > var(X;) =np(1—p) =6-0.7-0.3 = 1.26 .
i:lH’_/

p(1—p)

6
6
P(Y24)—Z< )o.7k~0.36k_ 15-0.7*-0.3246-0.7°- 0.3 +1-0.7° - 1 =

= 0.324135 + 0.302526 + 0.117649 = 0.74431 .
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