7. cviceni z PRA

1. - 5. dubna 2023

Poznamky k normalnimu rozdéleni:
Veli¢ina X ma normdini (neboli Gaussovo) rozdéleni N(u,0?) (kde u € R a o > 0), jestlize ma hustotu

1 (z—p)?
fx(x) = e a0 pro x € R .

fx

} T
o

Je to tedy spojité rozdéleni, E(X) = p, var(X) = 02 a oborem hodnot veli¢iny X je celd redlnd osa.
Viimnéme si jesté, ze hustota fx je symetrickd vzhledem ke stiedu p a proto plati Fx (u) = 3.

Toto rozdéleni je limitnim rozdélenim, které aproximuje soucty nezdvislych stejné (nebo podobné) roz-
délenych veli¢in (vice pozdéji v Centrélni limitni vété). Typicky se tedy objevuje u veli¢in, jejichz hodnoty
jsou ovlivnény mnoha drobnymi odchylkami (napt. u chyb méfeni, vysky ¢lovéka apod.)

U zminéné vysky cloveka (kterd muze byt samoziejmeé jen kladnd) nebo u veli¢in s hodnotami omezenymi
na néjaky interval, je pfesto pouzit{ normdlniho rozdéleni (které muze nabyvat libovolnych hodnot) primérené.
Je to tim, ze u dané veliciny Y predpokldddame aproximaci pomoci normalntho rozdéleni obvykle jen ve
vhodném okol{ kolem stfedni hodnoty p := E(Y). Je to podobnd situace, jako kdyz aproximujeme funkci
pomoci jejiho Taylorova polynomu v okoli daného bodu.

Pfesnéji to vystihuje toto tvrzeni:

Jestlize se hustoty fx a fy rovnaji na néjakém intervalu (a,b) C R takovém, ze u € (a,b) a pokud Fy (u) =
pak

Véta: Nechf Y je velicina s hustotou fy, stiedni hodnotou p a rozptylem o2 # 0. Necht X ~ N(u,0?).
i
29

Fy(t) = Fx(t) pro viechna t € (a,b) .

Znaceni: Pro nahodnou veli¢inu X s koneénou stfedni hodnotou a koneé¢nym rozptylem, polozme

_ X - B(X)

norm(X) :
&) var(X)

Specidlné tedy vidime, ze E(norm(X)) =0 a var(norm(X)) = 1.
Plati: Pro takovouto veli¢inu X a konstanty a >0 a b € R je

norm(aX + b) = norm(X) .

Dulezité vlastnosti normalniho rozdéleni:



e X ~ N(u,0?) = norm(X) = X;“ ~ N(0,1) (je to tzv. normované normélni rozdéleni s hodnotami

v tabulkdch) dist. funkce pro N(0,1) se znaéi ®.

V tomto piipadé pak mdme Fx (1) = P(X <t) = P( X;“ < t_T“) = @(th“) pro v8echna t € R.
——
=norm(X)

e hustota fy(o,1) je sudd funkce = @(t) + ®(—~t) = 1 pro vsechna t € R.
e Necht X; ~ N(u;,0?), pro i = 1,2, jsou nezavislé. Pak X; + Xo ~ N(uy + pia, 0% + 032) (tj. specialné

i
souet nezavislych normdlnich rozdéleni je zase normélni.)
Pro vybrana ¢isla ¢ > 0 se daji hodnoty ® najit ve statistickych tabulkdch. Pro zdporna ¢isla si pak
pomuzeme vztahem ®(—t) =1 — $(¢).
Pro lep${ predstavu o tom, jakou roli pro veli¢inu s normélnim rozdélenim X ~ N (u, 02) hraje smérodatnd
odchylka o se pouziva tzv.

pravidlo tri-sigma (https://cs.wikipedia.org/wiki/Pravidlo_t\%C5\%99\%C3\%AD\_sigma)

které je ovSem Cisté jen technickou pomuckou:
Jestlize si budeme pocitat pravdépodobnosti

P(X = pl <k-0) = P(| X;“ | < k) = @)~ (k) =2-®(k)—1 pro k=123,...
~N(0,1)
dostaneme postupné
P(X —pl<o)=2-9(1)—1=2-0.8413 -1 = 0.6826 = 68%

PUX —p|<2-0)=2-3(2)—1=2.0.9772 — 1 = 0.9544 = 95%
P(X —p|<3-0)=2-3(3)—1=2-0.99865— 1 = 0.9973 = 99.7%

Pro vyssi hodnoty, tj. & > 4 uz jsou pravdépodobnosti vpodstaté rovny 1, takze se v praxi prilis nepouzivaji
(zdlez{ samoziejmé na zvolené presnosti).

fx

nw—30c pu—20 w—o w nw+o nw+20 p+30

99.7%

Piiklad 7.1 Vyska déti v 1. tridé je ndhodnd veli¢ina X ~ N(130cm, 36 cm?). Jakd je pravdépodobnost,
Ze nahodné vybrané dité bude

(a) vétsi nez 136 cm,
(b) mensi nez 118 cm,

(c) mit vysku mezi 127 a 133 em?
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Reseni:

Nyni tedy mdme X ~ N(130, 36). Pro jednodussi zdpis si jesté oznaéme Z := norm(X).
(a)

X —130 < 136 — 130
V36 V36

—_——  ———

zZ 1

P(X>136)—P< )_P(Z>1)_1—P(Z§1)_

=1—-®(1) =1-0.8413 = 0.1587 .

FN(130,62)

—130 _ 118 130
V36 V36

=1-®(2)=1-0.9772 = 0.0228 .

P(X < 118)—P<X ) =P(Z<-2)=0(-2)=

FN(130,62)

P(127 < X < 133) = P(

127130 _ X —130 _ 133130
V36 V36 V36

— P(~0.5< Z < 0.5) = P(Z < 0.5)— P(Z < —0.5) =
= $(0.5) — B(~0.5) = B(0.5) — (1 - @(0.5)) -

=2.9(0.5) —1=2-0.6915—1=0.383 .
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Fn(130,62)

\ 1 1 1 x
118 124 #=130 436 142
~~ ~—~ ~~ ~~
n—20 p—o pto 420

Poznamenejme jesté, ze hodnoty vysek, které nds zajimaly (tj. 136cm, 118cm atd.) se pohybuji
celkem blizko stfedni hodnoty F(X) = 130 cm, takze predpoklad o normélnosti rozdélen{ X byl pfiméfeny.

Vypocty si muzeme i urychlit pfimym vzorcem Fx (t) = @(FT“), kde 4 =130cm a 0 = 6 cm:

(a) P(X >136) =1— Fx(136) = 1 — ®(130-130) — ... = (.1587
(b) P(X < 118) = Fx(118) = ®(18=130) — ... = 0.0228
(c) P(127 < X < 133) = Fx(133) — Fx(127) = ®(133-130) _ (121130) — ... = 0.383

Priklad 7.2 Ostéparky Anna a Barbora maji stiedni hodnoty hodi po Tadé 67m a 75m a smérodatné
odchylky 6 m a 3m. Predpoklddejme nezdvislda normdlni rozdéleni. Odhadnéte pravdépodobnost, Ze pri jednom
hodu hodi Anna dal.

Reseni:
Néhodn4 veli¢ina
A =“délka hodu Anny”
m4 rozdéleni N (67,6%) a veli¢ina
B =“délka hodu Barbory”
m4 rozdéleni N(75,32).

Zajimé nds P(A > B) = P(A—B > 0). Protoze veli¢iny A a B jsou nezévislé, tak veli¢ina Z := A—B
maé také normalni rozdéleni, a sice

Z ~ N(67 — 75,6 + 3?) = N(—8,45) .
Takze
Z—(=8) S 0= (—8)
V45 V45

norm(Z2)

P(A>B)=P(Z>O):P< )zl—P(norm(Z)ﬁ%)z

_ 8 - - —
—1-® (E) =1— $(1.1926) = 1 — 0.883 = 0.117.
POZOR! Zatimco stiedni hodnota je linearni zobrazeni, tak rozptyl se chova jinak! Konkrétné je
to takto:
Necht X a Y jsou veliciny se stfedni hodnotou a koneénym rozptylem. Pak
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o E(X+Y)=EX)+E(®Y)
e var(X +Y) = var(X) + var(Y) £ 2 - cov(X,Y) (> 0)

Zde cov(X,Y) je tzv. kovariance (viz pozndmky nize). Specidlné, pokud X a Y jsou nezdvislé, je
cov(X,Y) = 0. Mdme tedy:

e X aY nezivislé = var(X £Y) = var(X) + var(Y)

Tedy v tomto piipadé se rozptyly VZDY séitaji!

vy

Piiklad 7.3 Semena maji klicivost p € (0,1). Jaky je optimdlni pocet n semen v jamce, aby byla co nejuyssi
pravdépodobnost, Ze vyklici pravé jedno? Reste obecné a pro p = 1/3.

Reseni:
Vykli¢eni jednotlivych semen pokladame za nezavislé jevy, takze velic¢ina

X = “pocet vyklicenych semen z n semen v jamce”

mé binomické rozdéleni Bi(n, p). Hleddme ted n € N (n > 1), které maximalizuje funkei
gn)=P(X=1)= (711) p1 (1- p)"71 =np(l —p)”fl (: np - e(”*l)ln(lﬂv)) )

Pro vysetfeni této funkce muzeme uvazovat n jako redlnou proménnou v intervalu (0,400), abychom
pak mohli vyuzit derivaci (podle n) a to pFedevsim pro zjisténi, kde je funkce g rostouci a kde klesajic:

gm)=p(l=p)" ' +np(l-p" 'In(1-p) =p1-p)" " (1+nn(l-p).

Dostavame tak, ze g je rostouci az do bodu n = ln(;—ip) a pak je klesajici. V uvedeném bodé tak
nastavd maximum v rdmci redlné proménné. Maximum v oboru pfirozenych ¢isel N nastavé pro jedno
(nebo obé) ze dvou celych &isel, kterd jsou nejblize hodnoté ﬁ. Zjistit, které z téchto dvou ¢isel to
vlastné obecné je, ale uz dé vice prace.

vvvvvv

Pro p = % mame ln(;—ip) = ln@ﬁ = 2.466. Nejblizsi ¢isla jsou tedy 2 a 3 a v nich staci porovnat
hodnoty funkce g:

92)=2-5(3)" =3

g(3)=3-%(2)" =14

Obé moznosti 2 a 3 tedy piedstavuji optimdlni pocty semen pro p = s.

Zatim muzeme Fict, ze: Prop — 0 jeln(1 —p) = —p an = 1/p, coZ je v souladu s ocekdvdnim.
Pro p — 1 vychdzi n — 0, coZ vypadd prekvapivé. Znamend to ale jen, Ze funkce g je na mnoziné
prirozenych cisel klesajici a mazxima nabyvd v 1.

Muzeme to v8ak zkusit také jinak a (prekvapive) i jednoduseji. Ziejmé pro n € N mame

gln+1) (m+L)p(l—-p)" n+l
gy <glntl) & 1< gn) — np(l-pnt  n 1-2)

coz po upravé dava

1
n
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a nakonec

Specialné vidime, zZe to samé plati i pro ostré nerovnosti, tj.

* g(n) < g(n+1) plati prave kdyz n < % -1

x g(n) > g(n+ 1) plati préave kdyz n >

* g(n) = g(n+1) plati pradveé kdyz n = % -1

Odsud ihned méme, ze

e pro % -1<1,tj. pe (% 1) je g ostie klesajici (na N), takze maximum nastavd pro ng = 1 a
pravdépodobnost pak je P(X = 1) = g(1) = p.

e pokud % ¢Nape ((), %), budou v8echny nerovnosti mezi hodnotami funkce g ostré a nejvétsi
hodnota bude dosazena pro ny = [H (tj. celd ¢ast z %)

Je to proto, ze z ng — 1 < % — 1 plyne g(no — 1) < g(no) a soucasné z % — 1 < ng plyne

g(no) > g(no + 1).
Navic jesté z nerovnosti ng < % < ng + 1 dostaneme odhad pravdépodobnosti

1_ no—
(%—1)19(1—19)? bo< nep(l-p)™Tt < L p(l-p)
| S —

N P(X=1)
(1—p)»

e a konecné pro ng = l) € N budou vsechny nerovnosti mezi hodnotami g(n) také ostré az na ptipad
g(ng — 1) = g(ngp), ktery odpovidd maximu funkce g na pfirozenych ¢islech.

V tomto ptipadé totiz plati, ze ng — 1 = 1—17 — 1, tedy skutecné g(no — 1) = g(no).

Tedy maximum nastdava pro dva pocty semen ng — 1 a ng a pravdépodobnost vykliceni préavé
jednoho semene je
1 1
P(X =1)=1p(l—p)s~ ' =(1—p)7 !

Mimo jiné z tohoto vseho vidime, ze pro p — 0 se pravdépodobnost vykli¢eni jednoho semene (pfi

In(1-p)
optimalnim poé¢tu semen) bliz{ k e=1 = 0.3679 (protoze lim (1 —p)% = lim e 7o = e 1).
p—0+ p—0+
Pro konkretni volbu p = % mame % = 3 € N (tedy tiet{ piipad) a tak opét dostavéame, ze:
optimélni pocet semen je n € {1—1) -1, %} = {2, 3} a pravdépodobnost bude P(X =1) = (1 —p)iil =1
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