
8. cvičeńı z PRA

8. - 12. dubna 2024

Připomenut́ı: Jestliže máme dvě náhodné veličiny X,Y : Ω → R, pak zobrazeńı

(X,Y ) : Ω → R
2

nazýváme náhodný (dvousložkový) vektor.
Tedy náhodnému výsledku ω (tj. elementárńımu jevu) přǐrad́ıme dvojici hodnot (x, y) ∈ R

2. Např.
vybranému člověku z množiny lid́ı Ω přǐrad́ıme jeho tělesnou výšku a hmotnost.

(Obdobně vznikne náhodný vektor s v́ıce složkami. My se teď zaměř́ıme hlavně na dvousložkový př́ıpad.)

Náhodný vektor (X,Y ) umı́ přenést a vytvořit rozděleńı pravděpodobnosti na R
2 - a to tak, že každá

“rozumná” množina A ⊆ R
2 (např. otevřená množina nebo interval atd.) bude mı́t prostě pravděpodobnost

P(X,Y )(A) := P
(

(X,Y )−1(A)
︸ ︷︷ ︸

{ω∈Ω | (X(ω),Y (ω))∈A}

)

.

Rozděleńı této pravděpodobnosti P(X,Y ) na R
2 můžeme opět úplně popsat, pokud známe pravděpodobnosti

jen některých speciálńıch interval̊u a ty nám definuj́ı tzv. sdruženou distribučńı funkci F(X,Y ) : R
2 → 〈0, 1〉

jako
F(X,Y )(a, b) := P (X ≤ a, Y ≤ b)

Je dobré si uvědomit, že náhodný vektor (X,Y ) můžeme snadno sestavit z libovolných dvou náhodných
veličin X a Y . Zat́ımco ale k poč́ıtáńı s veličinou X nám stač́ı znát jen jej́ı distribučńı funkci FX , k práci
s vektorem nám NESTAČÍ znalost distribučńıch funkćı jeho složek! Potřebujeme totiž znát, jaký je vztah
mezi veličinami X a Y , a ten je schovaný právě ve sdružené distribučńı funkci.

Opět si připomeňme, že pojem nezávislosti pro jevy umožňuje přirozeně definovat nezávislost veličin :

Definice: Veličiny X a Y jsou nezávislé ⇔ P (X ∈ I, Y ∈ J) = P (X ∈ I) · P (Y ∈ J) pro libovolné
intervaly I, J ⊆ R.

Věta: X a Y jsou nezávislé ⇔ F(X,Y )(a, b) = FX(a) · FY (b) pro všechna a, b ∈ R.

Př́ıklad 8.1 Délka hrany krychle je náhodná veličina X ∼ Ro(1, 2). Určete distribučńı funkci náhodné
veličiny Y popisuj́ıćı plochu povrchu této krychle.

Řešeńı:

Máme veličiny

X=“délka hrany krychle”

Y=“plocha povrchu krychle”

takže Y = 6 ·X2 a pro distribučńı funkci náhodné veličiny Y dostáváme

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (6X2 ≤ y) = P (X2 ≤ y
6 ) =







P
(
|X | ≤

√
y
6

)
= FX

(√
y
6

)
, y ≥ 0

P (∅) = 0 , y < 0 .



kde jsme využili toho, že obor hodnot pro X je 〈1, 2〉, tedy X ≥ 0 a speciálně tak plat́ı, že |X | = X .

Teď si už si jen vyjádř́ıme FX a dosad́ıme:

Pro veličinu X ∼ Ro(1, 2) je jej́ı hustota fX(x) =

{

1, 1 ≤ x ≤ 2

0, jinak
a distribučńı funkce

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t) dt =







0, x < 1

x− 1, 1 ≤ x ≤ 2

1, x > 2

s grafem

0 1 2

1

x

FX(x)

Do FX (správně!) dosad́ıme x =
√

y
6 (pro y ≥ 0) a přeṕı̌seme podmı́nky pro y:

1 ≤
√

y
6 ≤ 2 ⇔ 1 ≤ y

6 ≤ 4 ⇔ 6 ≤ y ≤ 24

(zbylé podmı́nky jsou podobné) a dostaneme tak

FY (y) =







0, y < 6
√

y
6 − 1, 6 ≤ y ≤ 24

1, y > 24

s grafem

0 6 12 18 24

1

y

FY (y)

Př́ıklad 8.2 Pr̊uměrný počet zákazńık̊u během dne v prvńı prodejně je 20, ve druhé prodejně 25. Předpoklá-
dáme, že oba počty se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım. Odvoďte rozděleńı počtu zákazńık̊u v obou prodejnách
dohromady.
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Řešeńı:

Označme si veličiny

X = “počet zákazńık̊u během dne v 1. prodejně”

Y = “počet zákazńık̊u během dne v 2. prodejně”

Z = “počet zákazńık̊u během dne v obou prodejnách dohromady”

kde X a Y budeme přirozeně pokládat za nezávislé. Máme

X ∼ Poiss(λ), kde λ = E(X) = 20

Y ∼ Poiss(µ), kde µ = E(Y ) = 25

a

P (X = i) =
λi

i!
· e−λ a P (Y = j) =

µj

j!
· e−µ

Jelikož Z = X + Y a př́ıpad X + Y = k se rozlož́ı na disjunktńı možnosti (X,Y ) = (i, k − i) pro
i = 0, 1, . . . , k, dostáváme

P (Z = k) = P (X + Y = k) =

=
k∑

i=0

P (X = i, Y = k − i)
(nezávislost)

=
k∑

i=0

P (X = i) · P (Y = k − i) =

=

k∑

i=0

λi

i!
e−λ · µk−i

(k − i)!
e−µ = e−(λ+µ)

k∑

i=0

1

k!
· k!

i!(k − i)!
︸ ︷︷ ︸

(ki)

·λi · µk−i =

=
e−(λ+µ)

k!

k∑

i=0

(
k

i

)

λi · µk−i (binom. věta)
=

e−(λ+µ)

k!
(λ+ µ)k

tj. Z ∼ Poiss(λ+ µ) neboli Z ∼ Poiss(45).

Poznámka: Představme si, že jednotlivým prodejnám přǐrad́ıme (čistě účelově) nějaké velikosti a a
b (např. velikost plochy prodejny v m2) tak, aby pr̊uměrný počet zákazńık̊u na jednotku plochy byl v
obou prodejnách stejný, tj. λ

a
= µ

b
. Veličiny X a Y pak můžeme chápat jako počty událost́ı v intervalech

délky a a b, přičemž v obou intervalech je “hustota událost́ı” stejná. Při tomto př́ıstupu bude veličina
Z představovat počet událost́ı v intervalu délky a + b, takže Poissonovo rozděleńı se pak dá skutečně
očekávat.

Připomenut́ı: Kovariance pro X a Y je definována jako

cov(X,Y ) := E
(

(X − EX) · (Y − EY )
)

= · · · = E(XY )− E(X) · E(Y ) .

Speciálně je cov(X,X) = var(X) .

Kovariance cov(·, ·) má tyto vlastnosti (X,Y, Z jsou veličiny, a, b, c, d ∈ R jsou konstanty):

� je lineárńı v každé složce zvlášť (tj. je bilineárńı), tedy:

cov(aX + bY, Z) = a · cov(X,Z) + b · cov(Y, Z)

cov(Z, aX + bY ) = a · cov(Z,X) + b · cov(Z, Y )
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� symetrická, tj. cov(X,Y ) = cov(Y,X)

� pozitivně semi-definitńı, tj. cov(X,X) ≥ 0, kde nav́ıc plat́ı, že:

cov(X,X) = 0 ⇒ ∃α ∈ R, že P (X = α) = 1 (neboli: X odpov́ıdá konstantńı veličině)

� cov(X + c, Y + d) = cov(X,Y ) .

Plat́ı : X a Y jsou nezávislé veliciny =⇒ cov(X,Y ) = 0.

(POZOR: Opačná implikace obecně neplat́ı!!)

Př́ıklad 8.3 Nechť X ∼ Ro(0, 2) a Y = X2 + 1.

(a) Sestrojte distribučńı funkci náhodné veličiny Y .

(b) Spočtěte cov(X,Y ).

(c) Rozhodněte, zda jsou X a Y nezávislé a proč.

Řešeńı:

(a) Distribučńı funkce FY se dá źıskat pomoćı distribučńı funkce FX . Před výpočtem si ještě uvědomme,
že X ≥ 0 (protože jej́ı obor hodnot je 〈0, 2〉). Speciálně tedy |X | = X . Pro distribučńı funkci
náhodné veličiny Y máme

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X2 + 1 ≤ y) =

= P (X2 ≤ y − 1) =







P (∅) = 0 , y − 1 < 0

P
(
|X | ≤ √

y − 1
)
= FX

(√
y − 1

)
, y − 1 ≥ 0.

Teď už si stač́ı jen vyjádřit FX a dosadit.

Pro veličinu X ∼ Ro(0, 2) je jej́ı hustota fX(x) =

{
1
2 , 0 ≤ x ≤ 2

0, jinak
a distribučńı funkce je pak

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t) dt =







0, x < 0

x/2, 0 ≤ x ≤ 2

1, x > 2

s grafem

0 1 2

1

x

FX(x)
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Do FX (správně!) dosad́ıme x =
√
y − 1 (pro y − 1 ≥ 0) a přeṕı̌seme podmı́nky pro y:

0 ≤
√

y − 1 ≤ 2 ⇔ 0 ≤ y − 1 ≤ 4 ⇔ 1 ≤ y ≤ 5

(zbylé podmı́nky jsou podobné) a dostaneme tak

FY (y) =







0, y < 1√
y−1
2 , 1 ≤ y ≤ 5

1, y > 5

s grafem

0 1 2 3 4 5

1

y

FY (y)

(b) Kovarianci vypočteme ze vztahu

cov(X,Y ) = cov(X,X2 + 1) = cov(X,X2) = E(X ·X2)− E(X) ·E(X2)

Stač́ı si tedy pro n ≥ 1 zjistit

E(Xn) =

∞∫

−∞

xn · fX(x) dx =

2∫

0

xn

2
dx =

[
xn+1

2(n+ 1)

]2

0

=
2n

n+ 1

a dosazeńım dostaneme

cov(X,Y ) = 2− 1 · 4
3
=

2

3
.

(c) Protože cov(X,Y ) 6= 0, jsou veličiny X a Y závislé. Toto zjǐstěńı ovšem můžeme udělat i bez
výpočtu kovariance:

VeličinyX a Y jsou funkčně propojené, takže stač́ı naj́ıt podmı́nky, které naráz nemůžou splnit, ale
jednotlivě, s nenulovými pravděpodobnostmi, ano. Z předchoźıch úprav už v́ıme, že pro 1 < y < 5
plat́ı

Y ≤ y ⇔ X2 + 1 ≤ y ⇔ X ≤
√

y − 1

a pravděpodobnosti těchto jev̊u jsou (z tvaru FX a FY ) ostře mezi 0 a 1. Takže např. z volby
y = 2 dostaneme, že

Y ≤ 2 ⇔ X ≤ 1

takže
P (Y ≤ 2, X > 1
︸ ︷︷ ︸

∅

) = 0 6= P (Y ≤ 2)
︸ ︷︷ ︸

FY (2)=0.5

· P (X > 1)
︸ ︷︷ ︸

1−FX(1)=0.5

z čehož plyne, že veličiny X a Y jsou závislé.
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Poznámka: Jak se dá očekávat, pokud jedna veličina záviśı svými hodnotami na druhé, nejsṕı̌s nezávislé
nebudou. Výjimkou je jen jeden př́ıpad a celá situaci se dá popsat takto:

Věta: Nechť X a h(X) jsou obě náhodné veličiny, kde h : R → R je měřitelná funkce (např. spojitá).
Pak X a h(X) jsou nezávislé veličiny právě jen pokud

� h(X) je konstantńı veličina (přesněji: ex. c ∈ R, že P
(
h(X) = c

)
= 1).

Př́ıklad:

(1) Pro představu, kdy může třeba nastat př́ıpad nezávislosti v předchoźı větě, si vezmeme X ∼ Ro(1, 2)
a funkci h(x) = max{x, 3}. Vid́ıme, že ani veličina X ani funkce h nejsou konstantńı, ale jejich složeńı
Y = h(X) = max{X, 3} = 3 už konstanta je. No a veličiny X a 3 už samozřejmě nezávislé jsou.

(2) Ukažme si př́ıklad dvou veličin tvaru X a Y = h(X), které budou závislé a přitom bude platit
cov(X,Y ) = 0.

Stač́ı zvolit X ∼ Ro(−1, 1) a Y = X2. Podle věty výše X a Y budou závislé, protože Y neńı konstanta.

(Proč Y neńı (skoro všude) konstantńı: protožeX má spojité rozděleńı, tak je P (X = a) = 0 pro každé
a ∈ R. Odsud ihned máme, že pro b ∈ R je P (Y = b) = P (X2 = b) = 0. Tedy Y nemůže splňovat
P (Y = c) = 1 pro nějaké c ∈ R a tud́ıž nemůže být konstanta.)

Současně s t́ım vid́ıme, že E(X) = −1+1
2 = 0 a dále, že

E(X · Y ) = E(X ·X2) =

∫ ∞

−∞
t3 · fX(t) dt =

∫ 1

−1

t3 · 1
2

︸ ︷︷ ︸

lichá funkce

dt = 0

A dále, středńı hodnota E(Y ) = E(X2) existuje, i když už nulová nebude.

Tı́m tedy dostaneme
cov(X,Y ) = E(XY )

︸ ︷︷ ︸
=0

−E(X)
︸ ︷︷ ︸

=0

·E(Y ) = 0 .

Daľśı poznámky ke kovarianci a korelaci: Náhodné veličiny (jako funkce na pravděpodobnostńım
prostoru Ω) tvoř́ı přirozeně (reálný) vektorový prostor (kde ještě nav́ıc dvě veličiny budeme pokládat za
totožné, pokud se rovnaj́ı s pravděpodobnost́ı 1). Na vektorovém podprostoru veličin s konečnou středńı
hodnotou a konečným rozptylem pak můžeme přirozeným zp̊usobem zavést skalárńı součin jako

〈X |Y 〉 := E(X · Y )

Dı́ky němu můžeme přirozeně zavést normu ‖X‖ (neboli ”délku” vektoru X) jako

‖X‖ :=
√

〈X |X〉 =
√

E(X2) .

Mimo jiné si všimněme, že pro X je var(X) = ‖X − E(X)‖2, takže plat́ı

‖norm(X)‖ =

∥
∥
∥
∥
∥

X − EX
√

var(X)

∥
∥
∥
∥
∥
=

‖X − EX‖
√

var(X)
= 1

neboli norm(X) má délku skutečně znormovanou na hodnotu 1.
Skalárńı součin nám dále umožňuje měřit také úhel mezi dvěma vektory. Pro veličiny X a Y je užitečné

znát, jestli jejich výchylky v̊uči středńım hodnotám (tj. veličiny X −EX a Y −EY ) maj́ı podobné chováńı
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(tj. jestli koreluj́ı). Zavád́ıme proto korelaci mezi veličinamiX a Y jako kosinus úhlu α mezi vektoryX−EX
a Y − EY , tedy

corr(X,Y ) :=
〈X − EX | Y − EY 〉
‖X − EX‖ · ‖Y − EY ‖ = · · · = E(XY )− E(X) · E(Y )

√

var(X) · var(Y )
.

(Veličiny X − EX a Y − EY maj́ı nulovou středńı hodnotu).
A kromě toho máme:

cov(X,Y ) := 〈X − EX | Y − EY 〉 = · · · = E(XY )− E(X) ·E(Y ) .

Praktický d̊usledek korelace:

Pokud máme dvě veličiny X a Y takové, že

X − EX ≥ 0 ⇔ Y − EY ≥ 0
(

což implikuje, že
(
X − EX)(Y − EY

)
≥ 0
)

pak je corr(X,Y ) ≥ 0.

Obdobně plat́ı: Jestliže
X − E(X) ≥ 0 ⇔ Y − E(Y ) ≤ 0

pak je corr(X,Y ) ≤ 0.

Ačkoliv zpětné implikace v obou př́ıpadech neplat́ı, přesto nám korelace umožňuje nějakým zp̊usobem
zachytit jistou mı́ru kauzálńı závislosti dvou veličin.

Poznámka: Uvědomme si, že existuje několik stupň̊u “nezávislosti” veličin:

X a Y jsou nezávislé
(pokud cov ex.)
=========⇒ cov(X,Y ) = 0

(tj. X − E(X) a Y − E(Y ) jsou kolmé)

(pokud X,Y nejsou konst.)
=================⇒ X a Y jsou lineár.

nezáv.

Konstantńı veličina X spolu s jakoukoliv jinou veličinou Y vždy tvoř́ı vzájemně nezávislé veličiny X a Y
(tento př́ıpad je ale celkem nezaj́ımavý).

Definice: Náhodný vektor (X,Y ) má diskrétńı rozděleńı ⇔ existuje A ⊆ R
2, která je konečná nebo

spočetná a taková, že P ((X,Y ) ∈ A) = 1. (Tedy vektor má nejvýše spočetně mnoho “zaj́ımavých” hodnot.)
V tomto př́ıpadě pak pro sdruženou distribučńı funkci máme

F(X,Y )(a, b) = P (X ≤ a, Y ≤ b) =
∑

u≤a
t≤b

P (X = u, Y = t) .

Věta: Nechť náhodný vektor (X,Y ) má diskrétńı rozděleńı. Pak:

X a Y jsou nezávislé ⇔ P (X = i, Y = j) = P (X = i) · P (Y = j) pro všechna i, j ∈ R.

(Srovnejte to s obecně NEdiskrétńım př́ıpadem, kdy je nezávislost popsána jen nerovnostmi:

P (X ≤ i, Y ≤ j) = P (X ≤ i) · P (Y ≤ j) pro všechna i, j ∈ R .)

Př́ıklad 8.4 Sdružené pravděpodobnosti náhodných veličin X a Y jsou dány následuj́ıćı tabulkou:

X = 0 X = 1 X = 2

Y = 0 1/4 1/8 0

Y = 1 1/4 1/4 1/8

Page 7



(a) Jaká jsou marginálńı rozděleńı náhodného vektoru (X,Y )?.

(b) Určete variančńı a korelačńı matici.

(c) Jsou veličiny X a Y nezávislé? Zd̊uvodněte.

(d) Pokud X a Y jsou závislé, popǐste (jednoznačně určené) rozděleńı náhodného vektoru (X ′, Y ′) se
stejnými marginálńımi rozděleńımi jako (X,Y ), jehož složky jsou nezávislé.

Řešeńı:

Na začátku bychom si měli pro pořádek ještě ověřit, že součet všech pravděpodobnost́ı v tabulce je = 1
(pokud by byl např. < 1, pak nemáme úplnou informaci o rozděleńı a nemůžeme dál pokračovat).

(a) Marginálńı (česky: okrajová) rozděleńı náhodného vektoru (X,Y ) jsou rozděleńı jeho jednotlivých
složek, tedy veličin X a Y . Vektor (X,Y ) má diskrétńı rozděleńı a obě veličiny X a Y budou proto
mı́t také diskrétńı rozděleńı a pro jejich rozděleńı plat́ı:

P (X = i) = P (X = i, Y ∈ R) =
∑

j∈R

P (X = i, Y = j)

P (Y = j) = P (X ∈ R, Y = j) =
∑

i∈R

P (X = i, Y = j)

Hodnoty pravděpodobnost́ı źıskáme tedy sečteńım v řádćıch (pro X) a sloupćıch (pro Y ) naš́ı
tabulky:

X = 0 X = 1 X = 2 P (Y = j)

Y = 0 1/4 1/8 0 3/8

Y = 1 1/4 1/4 1/8 5/8

P (X = i) 1/2 3/8 1/8

Tedy

P (X = i) =







1/2, i = 0

3/8, i = 1

1/8, i = 2

0, jinak

a P (Y = j) =







3/8, j = 0

5/8, j = 1

0, jinak.

(b) Kovarianci vypočteme ze vztahu

cov(X,Y ) = E(XY )− E(X) ·E(Y ) .

Pro výpočet E(XY ) si připomeňme, že pro diskrétńı vektor (X,Y ) a měřitelnou (tj. téměř každou,
např. spojitou) funkci h : R2 → R plat́ı podobná věc jako jsme měli už u náhodné veličiny a sice:

E
(
h(X,Y )

)
=

∑

(i,j)∈R2

h(i, j) · P (X = i, Y = j) .
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Odsud tedy snadno spoč́ıtáme středńı hodnotu E(XY ):

E
(
X · Y

)
=

∑

(i,j)∈R2

i · j · P (X = i, Y = j) =

= 0 · 0 · 1
4 + 0 · 1 · 1

8 + 0 · 2 · 0 + 1 · 0 · 1
4 + 1 · 1 · 1

4 + 1 · 2 · 1
8 = 1

2

Dále potřebujeme znát

E(X) = 0 · 1
2 + 1 · 3

8 + 2 · 1
8 = 5

8

E(Y ) = 0 · 3
8 + 1 · 5

8 = 5
8

Takže

cov(X,Y ) = E(XY )− E(X) · E(Y ) = 1
2 − 5

8 · 5
8 = 7

64 .

Pro korelaci

corr(X,Y ) =
cov(X,Y )

√

var(X)
√

var(Y )

potřebujeme ještě znát rozptyly, takže si je dopoč́ıtáme:

E(X2) = 02 · 1
2 + 12 · 3

8 + 22 · 1
8 = 7

8 ,

E(Y 2) = 02 · 3
8 + 12 · 5

8 = 5
8 ,

var(X) = E(X2)−
(

E(X)
)2

= 7
8 − (58 )

2 = 31
64 ,

var(Y ) = E(Y 2)−
(

E(Y )
)2

= 5
8 − (58 )

2 = 15
64 .

Všimněme si ještě, že Y ∼ Alt(58 ), takže rozptyl jsme mohli spoč́ıtat jako var(Y ) = 5
8 ·(1− 5

8 ) =
15
64 .

Korelace tedy je

corr(X,Y ) =
cov(X,Y )

√

var(X) ·
√

var(Y )
=

7
64

√
31
64 ·

√
15
64

=
7√
465

.
= 0.32462,

Variančńı matice je tud́ıž

Var(X,Y ) =

(
cov(X,X) cov(X,Y )

cov(Y,X) cov(Y, Y )

)

=

(
var(X) cov(X,Y )

cov(X,Y ) var(Y )

)

=

(
31
64

7
64

7
64

15
64

)

a korelačńı matice je

Corr(X,Y ) =

(
corr(X,X) corr(X,Y )

corr(Y,X) corr(Y, Y )

)

=

(
1 corr(X,Y )

corr(X,Y ) 1

)

=

(
1 7√

465

7√
465

1

)

.

Pro zaj́ımavost si ještě můžeme zjistit úhel α ∈ 〈0, π〉 mezi našimi náhodnými veličinami X −EX
a Y − EY :

α = arccos
(
corr(X,Y )

) .
= arccos

(
0.32462

) .
= 71.06◦ .
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(c) Protože nyńı je např.

P (X = 2, Y = 0) = 0 6= 1
8 · 3

8 = P (X = 2) · P (Y = 0).

jsou X a Y závislé. (Důvodem pro závislost X a Y je také fakt, že cov(X,Y ) 6= 0. Zd̊urazněme
ale, že pokud je kovariance nulová, nemůžeme (pouze na základě jej́ı znalosti) o nezávislosti obecně
nic ř́ıct!)

(d) Nechť (X ′, Y ′) je nyńı náhodný vektor s nezávislými složkami, které maj́ı stejná marginálńı
rozděleńı jako má vektor (X,Y ) tedy

P (X ′ = i) = P (X = i) a P (Y ′ = j) = P (Y = j) pro všechna i, j ∈ R .

Pro sdružené pravděpodobnosti vektoru (X ′, Y ′) pak tedy plat́ı, že

P (X ′ = i, Y ′ = j) = P (X ′ = i) · P (Y ′ = j) = P (X = i) · P (Y = j)

a můžeme je tak popsat následuj́ıćı tabulkou:

Y ′ = 0 Y ′ = 1 Y ′ = 2 P (X ′ = i)

X ′ = 0 1
2 · 3

8 = 3
16

3
8 · 3

8 = 9
64

1
8 · 3

8 = 3
64 3/8

X ′ = 1 1
2 · 5

8 = 5
16

3
8 · 5

8 = 15
64

1
8 · 5

8 = 5
64 5/8

P (Y ′ = j) 1/2 3/8 1/8
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