9. cviceni z PRA

15. - 19. dubna 2024

Definice: Nahodny vektor (X,Y) mé spojité rozdéleni se sdruzenou hustotou pravdépodobnosti fxy :
R? — (0,4+00) & fx,y je integrabilni funkee a pro kazdou “rozumnou” mnozinu A C R? (tj. takovou, kterd
se da ziskat z intervalu v R? pomoci sjednocovani, priniku a dopliiku) plati, ze

P((X, Y) e A) :/ Ixy(z,y) dedy .
A

To nastava prave kdyz

a b
Fx y(a,b) = / /fxy(x,y) dzdy

— 00 — 00

pro kazdé a,b € R.

Sdruzend hustota fx y opét (jako u veli¢in) NENI zdaleka uréena jednoznacné, co se tyce jeji funkéni
hodnoty, ale pouze hodnotami integrélu z této funkce (napf. jeji zménou v koneéné mnoha bodech nebo
na né&jaké hladké kiivee se nezmeén{ piislusné integrély, takze i zménénd funkce bude také hustotou). Presnéji,
dvé nezaporné funkce fx y a gx y (s integrdlem rovnym jedné) jsou hustotami pro tutéz sdruzenou distribuéni
funkei Fxy pravé kdyz se rovnaji skoro vsude a zapisuje se to jako

fxy =gxy (sv.).

(tj. mohou se lisit jen na takové mnoziné A C R?, 7e J[1 dady =0, tj. pokud A mé nulovy plosny obsah).
A

Priklad 9.1 Sdruzend hustota nahodnijch velicin X a Y je
1 —z—Y%
_J3e 2, z>0,y>0,
x? - .
Jaen (@, y) {0, jinak .
(a) Jakd jsou jejich margindlng rozdéleni?

(b) Jsou velidiny X a'Y nezdvislé? Zduvodnéte.

(¢) Jak vypadd jejich korelacni matice?

Reseni:

(a) Margindln{ hustoty (tj. hustoty jednotlivych veli¢cin X a Y') jsou

T%e’z’%dy —e % [— e’%}oo =e®* proxz >0,
0

Ix(x) = /fX,Y(ian) dy =
—00 dey: proxz <0 .




o0
1—ao—% 7. _ 1 ,-% [_ —2]®° _1,-%
J§e 2dr = 5e7 2 [ e ] =35e 2 proy >0,

J 0dx=0 proy <0 .

— 00

fr(y) = / v (y) do =

Vidime tedy, Ze obé rozdéleni jsou exponenciélni, konkrétné X ~ Exp(1) a Y ~ Exp(3).

(b) Slozky X a Y jsou nezéavislé pravé tehdy, kdyz
fxy(zy) = fx(x)- fy(y) proskoro vSechna (z,y) € R? |

coz znamena, ze mnozina bodt, kde uvedena rovnost neplati ma nulovy plosny obsah.

svymi hodnotami, ale svymi integraly.)
tak
Corr(X,Y) = ( (1) (1) >

=3
a var(Y) = 4. Tedy dostdvame varian¢ni matici:

_ var(X) cov(X,Y)\ _ 10
Va'r(Xu Y) - (cov(X,Y) var(Y') ) - ( 0 4 ) :

)\2’

(Podmince “skoro viude” se nelze vyhnout z toho duvodu, ze hustoty nejsou jednoznaéné definovény

Jak je hned vidét, v nasem piipadé je rovnost splnéna dokonce viude, takze X a Y JSOU nezavislé.

(c) Z nezévislosti X, Y plyne okamzité cov(X,Y) = 0, tedy také corr(X,Y) = 0 a korela¢n{ matice je

A koneéng, protoze pro Z ~ Exp(\) je E(Z) = + a var(Z) = 4, tak diky bodu (1) je var(X) =1

Piipomenme si, co iikd Centralni limitni véta (CLV):

Necht X;, pro i = 1,2,... je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in, které maji stejnd rozdéleni se

stfedni hodnotou x4 a (koneénym) rozptylem o2. Pak pro veli¢iny

plati, ze
lim P(norm(Zn) < t) = ®(t) pro kazdé teR.

n—oo

Neboli: pro velkd n m4 veli¢ina norm(Z,,) ptiblizné normalni rozdéleni N (0, 1).

Centralni limitn{ vétu muzeme formulovat (namisto pro Z,,) také pro tzv. vybérovy prumér, tj. veli¢iny

X, =

S|

- 1
;Xi:E-Zn.

protoze pro né plati norm(X,,) = norm(Z,).

Pozndmka: V rdmci Centrdlni limitn{ véty (nize) se vyskytuje posloupnost nezévislych ndhodnych

veli¢in, ktera nejcastéji vznika nasledujicim zpusobem:

Page 2



Méjme ndhodnou veli¢inu X :  — R na pravdépodobnostnim prostoru Q (napf. pro hdzeni minci je
Q = {rud, lic} a veli¢ina tfeba X (lic) = 1 a X (rub) = 0 s rozdélenim Alt(p)). Jestlize nyni budeme opakovat
(nekonecné) nezdvislych pokusu, pak jejich vysledky tvoii posloupnost @ = (wy,ws,...), kde w; € Q pro
i € N. Mnozina véech takovychto moznych posloupnosti je tedy QN (tj. spocetnd kartézskd mocnina
mnoziny 2).
Na této mnoziné QY lze opét vybudovat pravdépodobnostni prostor tj. o-algebru A na QN (kterd se bude
o0

sklddat ze spocetnych sjednoceni mnozin typu X A; = Ap x Ay x ---, kde A; C Q je jev pro kazdé i) a

X i) = I P

Vysledek pii i-tém pokusu nyni bude vehcma X; : OV — R, definovand prosté jako X;(@) = w; pro
@ = (w1, ws,...). Takovéto veliciny pak budou nezdvislé a budou mit rozdélen{ stejné jako velicina X.

oo

pravdépodobnost bude dédna jako P (

Rychlost konvergence v CLV: Pokud pro veli¢ciny X; v CLV navic jesté je o := E(|X; — u|®) < oo,
pak plati Berry—Esseentuv odhad chyby (pro vSechna t € R a n € N):

’Fmrm(zn)() ()’<04748 03\/_

Odhad chyby v CLV pro Poissonovo rozdéleni: Pro veli¢inu Z ~ Poiss(\) plati

0.4748
‘Fnorm(Z) (f) - (I)(f)’ S \/X pro vSechna t € R.

V praxi se obvykle CLV pouzivd uz pokud A > 10 jako dobrd aproximace (v tomto piipadé je odhad

chyby < 0'\4/%8 = 0.1502, ale ve skutecnosti je tento odhad ptili§ nadsazeny a skuteénd chyba je mensi.)

Ditkaz: Veli¢inu Z muZeme rozepsat jako Z = > 7' | X;, kde X; ~ Poiss ( ) jsou nezavislé veliciny. Polozme w = 5 Pro

pouziti odhadu Berry-Esseen mdme o = y/var(X;) = y/w = 4/ Z a potiebujeme jesté odhadnout tuto hodnotu:

o k
0:=E(1Xi - E(X)P’) = E(1X; —w|®) = Z |k — wP%e*w =

Wk Wk ,,
—Z(w— —e ¥+ Z (k —w)? 67 —2Z(w— —e “+ Z;o:o(k—w)?’%e_w =
k=[w+1]
:E((Xi—E(Xi))3>:w
k X A A 3
—w+2z w—k we“’<w+2w Ec“):]o%e_w §w+2w3:—+2(—)
k=0 W—’ - . n n
Sw‘j <1
V Berry-Esseen odhadu tedy pro vSechna n € N a vSechna ¢t € R mame
3
0 % + 2 (%) 1 2\3/2
Faorm(z)(t) = ®(1)| < 0.4748- = 04748 =7 — 04748 | —= + 2 =
o3y/n X VA n?2
Vi) va
a protoze \ zlistdvd pevné, zatimco s n miizeme jit libovolné vysoko, dostaneme v limité odhad |Fyorm(z) (t) — @(t)‘ < 0‘%8 .

Priiklad 9.2 V lese se narodi primérné 4 zajici denné. Predpoklddejme, Ze pocet narozenijch zajicu se 7idi
Poissonovym rozdélenim. Jakd je pravdépodobnost, Ze v ndsledujicich 7 tydnech se v lese narodi alespori 175
zagicu?
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Reseni:
Pro veli¢inu
Z = “pocet narozengch zajict za 49 dnid”

nas zajimé P(Z > 175). U této veli¢iny sice snadno zjistime jeji rozdéleni (bude to Z ~ Poiss(4 - 49)),
ale k presnéj§imu vyé¢isleni by bylo pfi tomto pfistupu potieba secist kolem 175 velmi malych ¢isel, coz
by bylo jednak naro¢né a také by vznikalo hodné chyb.

K teseni proto pouzijeme centralni limitni vétu a tudiz budeme chtit velicinu Z “rozsekat” na vice
stejné rozdélenych nezavislych velicin. Oznacme si tedy pro i =1,2,....,n, kde n = 7 -7 = 49, veli¢iny

X; = “pocet narozenych zajici v i-ty den” .

Veliciny pokladdme za nezavislé s rozdélenim X; ~ Poiss(4), tedy E(X;) = 4 = var(X;). Protoze plati
Z = > X;, dostaneme
i=1

E(Z)=n-E(X1)=49-4=196
var(Z) =n-var(X1) =49-4=196 = +/var(Z) = v196 = 14
coz v pripadé rozptylu plati diky nezavislosti veli¢in.

Podle CLV (a kritéria pouzitelnosti CLV pro Poissonovo rozdéleni, tj. 196 = E(Z) > 10) bude mit
Z-E(Z) _ Z-196

veli¢ina norm(Z) = priblizné rozdéleni N (0, 1). Muzeme proto psat

o \/var(Z) T
Z 196 _ 175 — 196
> = > = > —1. =
P(Z > 175) P( > ) P(norm(Z) > 15)
(CLV)
—1- P(norm(Z) < —1.5) = 1-®(-15)=1— (1 - @(1.5)) -

= ®(1.5) = 0.9332 .

(Pro srovnani: skutetnd hodnota pro Poissonovo rozdéleni je 0.9398. OvSem uvédomme si, Ze
"rozsekani” veli¢iny na soucet dalsich je v tomto piipadé spi§ kvuli procvic¢eni nez jako argument pro
pouziti CLV. Zdkladnim duvodem pouzit{ CLV je dostateéné velkd hodnota A = E(Z), viz vyse)

Odhad chyby v CLV pro rovnomérné rozdéleni: Pokud maji veli¢iny X; rovnomeérné rozdéleni na
intervalu (a,b), pak

a b—a)? —a b—a)?
p=EX) =45t o= D)= \Igt =t o=E(X, - uP) = L5-

n
¢imz pro Z,, = > X; dostdvame odhad
i=1

3V3 0.62
E101'111(Z7z,)(t) - (I)(f)’ < 0.4748 - —\/_

Priklad 9.3 Tramwvaj md intervaly mezi prijezdy 10 minut. Jakd je pravdépodobnost, Ze béhem 24 pracovnich
dnu stravi élovek pri cestdch do prdce a zpét cekanim na tramvaj nejvyse 3 hodiny?
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Reseni:
Pro veli¢inu

Z = “celkovd doba cekdni behem 24 dni pri cestdch tam a zpét” [v hodindch]

nés zajimg P(Z < 3).
K feseni opét pouzijeme centrdlni limitni vétu. Oznacme si tedy proi = 1,2,...,n, kden = 24-2 = 48,
veli¢iny
X, = “doba strdavend cekdnim pri i-tém prichodu na zastdvku” [v hodindch]
které pokladame za nezavislé. Tramvaj jezdi pfesné po 10 minutach, zatimco nase piichody na zastavku
budeme pokladat za ndhodné s rovnomérnym rozdélenim v rdmci 10 minutového intervalu. Proto i doba
¢ekdni X; bude mit rovnomérné rozdélen (v jednotkéch hodin) tvaru Ro (a,b) = Ro (0, §).

n
Protoze opét plati Z = > X;, dostaneme
i=1

a—f—biO—i-% 1

1
E(X;) = —— = E(Z)=n-E(Xy) =48 — =4
y=30 -5 (2)=n-B(X) = 18-
(b-a)? (§—-0)° 1 1 1
var(X;) 12 12 12-36 var(Z) = n - var(Xy) 12-36 9

S D= yi=1

Podle CLV bude mit veli¢ina norm(Z) = \Z/i% = 3(Z — 4) priblizné rozdélen{ N(0,1). Muzeme

proto psat

P(z<3)= P( 3-(Z-4) <3-3- 4)) = P(norm(Z) < —3) (CZ’])
norm(Z)

(CLV)
= ®(—3)=1-—P(3) =1—0.9987 = 0.0013 .

Odhad chyby je maximalné

Faorm(z,) (t) — @(t)‘ < 082 = 062 = 00895, Ale pro ¢ = —3, kde nds hodnota

pravdépodobnosti zajimé, je tento odhad zbytetné hruby (protoze pravdépodobnost uz bude blizk4 k 0).

Poznamka: Proc¢ ¢ekaci doba tentokrat nema exponencialni rozdéleni:

Veli¢ina, kterd ma exponencialni rozdéleni méif cekaci dobu bud od néjakého pevného okamziku k nejblizsi
udélosti (kterd prichdzi ndhodné), anebo je to piimo ¢ekaci doba, co uplyne od posledni uddlosti nez ptijde
(ndhodnd) udalost dalsi.

V tomto pfipadé je ale ndhodnou udélosti pfichod na zastavku a tato udalost uz jednoznaéné uréi cekaci
dobu, ktera je jen ¢as do dalsiho pevné stanoveného piijezdu tramvaje.

Kromé toho, u Poissonova rozdéleni je také predpoklad, ze uddlosti jsou v ¢asovém intervalu {(a,b)
rozdéleny rovnomeérné. Protoze Poisson je propojen s exponencidlnim rozdélenim, tak i v exponencidlnim
rozdéleni se objevuje predpoklad rovnomeérnosti rozdéleni udalosti.

K cemu se ale toto rovnomeérné rozdéleni vlastné vztahuje? Zde uz nejde o dobu po sobé jdoucich
udélosti, ale dobu vyskytu udalosti samotné (bez ohledu na to, kdy nastaly ostatni udalosti, tj. pfedchozi a
nésledujici). Tj. kdyby se dlouhodobé zaznamendvaly ¢asy vyskytu uddlosti (v néjakém ¢asovém intervalu),
tak by tyto udalosti mély pfiblizné vyplnit rovnomérné tento interval. Napf. si vybereme uréitou hodinu
béhem dne a misto na silnici a opakované po mnoho dni méfime, v jakém case béhem této hodiny projede
timto mistem auto.
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