
10. cvičeńı z STP

25. duben 2019

Připomeňme si, co ř́ıká Centrálńı limitńı věta (CLV):

Necht’ Xi, pro i = 1, 2, . . . je posloupnost nezávislých náhodných veličin, které maj́ı stejné rozděleńı se
středńı hodnotou µ a (konečným) rozptylem σ2. Pak pro veličiny

Zn =

n∑
i=1

Xi

plat́ı, že

lim
n→∞

P
(

norm(Zn) ≤ t
)

= Φ(t) pro každé t ∈ R .

Neboli: pro velká n má veličina norm(Zn) přibližně normálńı rozděleńı N(0, 1).

Centrálńı limitńı větu můžeme formulovat (namı́sto pro Zn) také pro tzv. výběrový pr̊uměr, tj. veličiny

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi =
1

n
· Zn .

protože pro ně plat́ı norm(Xn) = norm(Zn).

Př́ıklad 10.1 V lese se narod́ı pr̊uměrně 4 zaj́ıci denně. Předpokládejme, že počet narozených zaj́ıc̊u se ř́ıd́ı
Poissonovým rozděleńım. Jaká je pravděpodobnost, že v následuj́ıćıch 7 týdnech se v lese narod́ı alespoň 175
zaj́ıc̊u?

Řešeńı:
Pro veličinu

Z = “počet narozených zaj́ıc̊u za 49 dn̊u”

nás zaj́ımá P (Z ≥ 175). U této veličiny sice snadno zjist́ıme jej́ı rozděleńı (bude to Z ∼ Poiss(4 · 49)),
ale k přesněǰśımu vyč́ısleńı by bylo při tomto př́ıstupu potřeba seč́ıst kolem 175 velmi malých č́ısel, což
by bylo jednak náročné a také by vznikalo hodně chyb.

K řešeńı proto použijeme centrálńı limitńı větu a tud́ıž budeme cht́ıt veličinu Z “rozsekat” na co
nejv́ıce stejně rozdělených nezávislých veličin. Označme si tedy pro i = 1, 2, ..., n, kde n = 7 · 7 = 49,
veličiny

Xi = “počet narozených zaj́ıc̊u v i-tý den” .

Veličiny pokládáme za nezávislé s rozděleńım Xi ∼ Poiss(4), tedy E(Xi) = 4 = var(Xi). Protože plat́ı

Z =
n∑
i=1

Xi, dostaneme

E(Z) = n · E(X1) = 49 · 4 = 196

var(Z) = n · var(X1) = 49 · 4 = 196 ⇒
√

var(Z) =
√

196 = 14

což v př́ıpadě rozptylu plat́ı d́ıky nezávislosti veličin.



Podle CLV bude mı́t veličina norm(Z) = Z−E(Z)√
var(Z)

= Z−196
14 přibližně rozděleńı N(0, 1). Můžeme

proto psát

P (Z ≥ 175) = P

(
Z − 196

14
≥ 175− 196

14

)
= P

(
norm(Z) ≥ −1.5

)
=

= 1− P
(
norm(Z) < −1.5

)
.
= 1− Φ(−1.5) = 1−

(
1− Φ(1.5)

)
=

= Φ(1.5)
.
= 0.9332 .

Př́ıklad 10.2 Tramvaj má intervaly mezi př́ıjezdy 10 minut. Jaká je pravděpodobnost, že během 24 pra-
covńıch dn̊u stráv́ı člověk při cestách do práce a zpět čekáńım na tramvaj nejvýše 3 hodiny?

Řešeńı:
Pro veličinu

Z = “celková doba čekáńı během 24 dn̊u při cestách tam a zpět” [v hodinách]

nás zaj́ımá P (Z ≤ 3).
K řešeńı opět použijeme centrálńı limitńı větu. Označme si tedy pro i = 1, 2, ..., n, kde n = 24·2 = 48,

veličiny
Xi = “doba strávená čekáńım při i-té cestě” [v hodinách]

které pokládáme za nezávislé. Tramvaj jezd́ı přesně po 10 minutách, zat́ımco naše př́ıchody na zastávku
budeme pokládat za náhodné s rovnoměrným rozděleńım v rámci 10 minutového intervalu. Proto i doba
čekáńı Xi bude mı́t rovnoměrné rozděleńı (v jednotkách hodin) tvaru Ro (a, b) = Ro

(
0, 16
)
.

Protože opět plat́ı Z =
n∑
i=1

Xi, dostaneme

E(Xi) =
a+ b

2
=

0 + 1
6

2
=

1

12
⇒ E(Z) = n · E(X1) = 48 · 1

12
= 4

var(Xi) =
(b− a)2

12
=

( 1
6 − 0)2

12
=

1

12 · 36
⇒ var(Z) = n · var(X1) = 48 · 1

12 · 36
=

1

9

⇒
√

var(Z) =

√
1

9
=

1

3
.

Podle CLV bude mı́t veličina norm(Z) = Z−E(Z)√
var(Z)

= 3(Z − 4) přibližně rozděleńı N(0, 1). Můžeme

proto psát

P (Z ≤ 3) = P
(

3 · (Z − 4)︸ ︷︷ ︸
norm(Z)

≤ 3 · (3− 4)
)

= P
(
norm(Z) ≤ −3

)
.
=

.
= Φ(−3) = 1− Φ(3)

.
= 1− 0.9987 = 0.0013 .

Př́ıklad 10.3 Počet kaz̊u X na tabulkách skla se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım. Bylo pozorováno
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i = počet kaz̊u na dané tabulce 0 1 2 3 5
ni = pozorovaná četnost 17 4 1 2 1

Metodou maximálńı věrohodnosti (př́ıp. metodou moment̊u) určete parametr λ tohoto Poissonova rozděleńı.

Řešeńı:
Celkový počet měřeńı je n =

∑
i ni = 17 + 4 + 1 + 2 + 1 = 25. Naměřené hodnoty (x1, . . . , xn) se

skládaj́ı z hodnot i ∈ {0, 1, 2, 3, 5}, kde každá z nich se vyskytuje se svoj́ı četnost́ı ni.

Pro náhodnou veličinu X s rozděleńım Poiss(λ) je Pλ(X = k) =
λk

k!
e−λ.

Metoda maximálńı věrohodnosti:
Hledáme takové λ > 0, které maximalizuje funkci věrohodnosti L(λ), která je definována jako

L(λ) = Pλ(X1 = x1, . . . , Xn = xn)
(nezav.)

=

n∏
j=1

Pλ(Xj = xj) =

n∏
j=1

λxj

xj !
e−λ =

=

(
λ0

0!
e−λ

)17 (
λ1

1!
e−λ

)4 (
λ2

2!
e−λ

)1 (
λ3

3!
e−λ

)2 (
λ5

5!
e−λ

)1

=

=
λ0·17+1·4+2·1+3·2+5·1

konst.
e−λ(17+4+1+2+1) =

λ17

konst.
e−25λ ,

kde Xj jsou jednotlivé nezávislé veličiny (v pokusech) a xj naměřené hodnoty.
Pro vyšetřeńı maxima je vhodněǰśı přej́ıt k logaritmu této funkce, tj.

`(λ) = lnL(λ) = 17 lnλ− 25λ− ln(konst.)

Z jej́ı derivace

`′(λ) =
17

λ
− 25 .

źıskáme řešeńı
17

λ̂
− 25 = 0 =⇒ λ̂ =

17

25
= 0.68 .

a ze znamének derivace je snadno vidět, že v λ̂ = 17
25 je skutečně maximum.

Metoda moment̊u:
Chceme, aby platily rovnosti teoretických moment̊u E(Xk), závislých na parametru λ, a výběrových

moment̊u mk := 1
n

∑n
i=1 x

k
i , tedy E(Xk) = mk pro co nejv́ıce počátečńıch hodnot k = 1, 2, . . . .

Počet rovnic voĺıme tak, abychom dostali co nejmenš́ı (nenulový) počet řešeńı (ideálně jen jedno) pro
parametr λ . Existenci řešeńı ale obecně zaručenou nemáme.

V našem př́ıpadě budeme tedy požadovat rovnost E(X) = m1 (= x) . Přitom máme

• středńı hodnotu E(X) = λ

• výběrový pr̊uměr x =

n∑
j=1

xj

n =

∑
i
i·ni∑

i
ni

= 0·17+1·4+2·1+3·2+5·1
17+4+1+2+1 = 17

25

Takže dostáváme opět odhad λ̂ = 17
25 , což neńı př́ılǐs překvapivé, protože parametr λ má význam

středńı hodnoty X a ta se nejlépe odhaduje pomoćı výběrového pr̊uměru x.

Poznámka k věrohodnostńı funkci pro spojitá rozděleńı: Pro metodu max. věrohodnosti se u
diskrétńıho rozděleńı využ́ıvá pravděpodobnosti, že daná hodnota x0 bude přesně nabyta, tj. P (X = x0).
Tyto pravděpodobnosti by ale byly v př́ıpadě spojitého rozděleńı vždy nulové. Muśıme tedy použ́ıt nějakou
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jinou charakteristiku v daném bodě a zde se nab́ıźı hustota fX . Jak ale v́ıme, hustota neńı určena svými
hodnotami, ale jen svými integrály. My ovšem nebudeme ani tak cht́ıt zkoumat hustotu v bodě x0, nýbrž

sṕı̌se chováńı výrazu P
(
X ∈ (x0 − ε, x0 + ε)

)
pro ε→ 0+. Dá se ukázat, že pokud je hustota fX spojitá v

x0, pak plat́ı

lim
ε→0+

1

2ε
· P
(
X ∈ (x0 − ε, x0 + ε)

)
= fX(x0) .

Tedy v tomto př́ıpadě je chováńı daného výrazu skutečně přibližně úměrné hodnotě fX(x0).
Proto se ve věrohodnostńı funkci nakonec opravdu hustota použ́ıvá, ale pouze za předpokladu, že je

spojitá v oboru hodnot dané veličiny. Např. pro exponenciálńı rozděleńı (které modeluje dobu čekáńı) je
obor hodnot (0,+∞) a tam už hustotu spojitou máme.

Př́ıklad 10.4 Doba do poruchy starého výtahu má exponenciálńı rozděleńı. Bylo zjǐstěno, že se výtah
porouchal postupně za 4 dny, 7 dńı, 12 dńı, 2.5 dne a 24.5 dne. Metodou maximálńı věrohodnosti (př́ıp.
metodou moment̊u) určete parametr λ tohoto exponenciálńıho rozděleńı.

Řešeńı:
Máme tedy veličinu

X = “doba do poruchy výtahu” [ve dnech]

s exponenciálńım rozděleńım Exp(λ) a hustotou f(x) =

{
λe−λx pro x > 0

0 pro x ≤ 0.

Počet měřeńı je n = 5 a jejich hodnoty jsou x1 = 4 dny, . . . , x5 = 24.5 dne.

Metoda maximálńı věrohodnosti:
Hledáme takové λ > 0, které maximalizuje věrohodnostńı funkci

L(λ) =

n∏
i=1

λe−λxi = λe−λ·4 · λe−λ·7 · λe−λ·12 · λe−λ·2.5 · λe−λ·24.5 =

= λ5e−λ·(4+7+12+2.5+24.5) = λ5e−λ·50 .

Logaritmicko-věrohodnostńı funkce je

`(λ) = lnL(λ) = 5 lnλ− 50λ.

Z jej́ı derivace

`′(λ) =
5

λ
− 50.

źıskáme řešeńı

5

λ̂
− 50 = 0 =⇒ λ̂ =

1

10
[den−1] =⇒ τ̂ =

1

λ̂
= 10 [dn̊u]

(ve kterém skutečně nastává maximum, jak je vidět ze znamének derivace.)

Metoda moment̊u:
Chceme, aby platily rovnosti E(Xk) = mk teoretických a výběrových moment̊u pro co nejv́ıce

počátečńıch hodnot k = 1, 2, . . . .
Máme

• středńı hodnotu E(X) = 1
λ

• výběrový pr̊uměr x = m1 =

n∑
j=1

xj

n = 4+7+12+2.5+24.5
5 = 50

5 = 10

Z požadované rovnosti 1
λ̂

= E(X) = x = 10 dostáváme opět odhad λ̂ = 1
10 . Tato shoda je opět zp̊usobena

t́ım, že parametr τ = 1
λ má význam středńı hodnoty X a ta se nejlépe odhaduje pomoćı výběrového

pr̊uměru x.

Page 4


